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ROZDZIAL

Przedmiot, cel i zakres pracy

1.1. Przedmiot rozwazan

Deterministyczna optymalizacja ksztaltu oraz wymiaréw konstrukeji ze wzgledu na mi-
nimum kosztu lub maksimum nosnosci jest obecnie szeroko znana oraz powszechnie sto-
sowana w procesie projektowania. Dzieki cigglemu zwigkszaniu si¢ mocy obliczeniowej
wspotczesnych komputeréw, a takze rozwojowi efektywnych algorytméw numerycznych,
metody optymalizacyjne dostepne sg juz w ramach wielu komercyjnych pakietéw meto-
dy elementéw skoriczonych. Konstrukcja optymalna, ktéra otrzymywana jest jako wynik
dziatania algorytmu optymalizacyjnego, minimalizujacego odpowiednio zdefiniowana, fun-
kcje kosztu, zapewnia¢ powinna réwnoczesnie okreslony poziom niezawodnosci. Ocena
niezawodno$ci konstrukeji wymaga uwzglednienia losowego charakteru szeregu parame-
tréw opisujacych material, geometri¢ i obcigzenia, jak réwniez niepewnosci zwiazanej
z przyjetym modelem konstrukcji. W ramach obowigzujacych obecnie norm projektowych
losowos¢ parametréw konstrukeji uwzgledniana jest za pomocg tzw. czesciowych wspdt-
czynnik6w bezpieczeristwa (wyznaczanych czesto w sposéb empiryczny ), ktére w zalezno-
$ci od typu parametru odpowiednio zwigkszaja lub zmniejszaja jego warto$é. Podejscie
takie nie umozliwia niestety dokladnej oceny poziomu bezpieczenstwa konstrukecji opty-
malnej, a z punktu widzenia aktualnego zaawansowania metod analizy niezawodnosci
wydawac sie moze wrecz nieracjonalne. Juz prawie 20 lat temu nastgpil bowiem prawdzi-
wy przelom w teorii niezawodnosci konstrukeji. Uswiadomiono sobie wtedy, ze trudne do
policzenia wielowymiarowe catki po obszarze awarii z funkcji gestosci prawdopodobieri-
stwa zmiennych losowych, ktére definiujg prawdopodobienistwo zniszczenia i ktére do tej

1



2 1. PRZEDMIOT, CEL I ZAKRES PRACY

pory redukowaly zakres stosowalnos$ci analizy niezawodno$ci do niewielkich, akademic-
kich przyktadéw, moga by¢ zastapione przez pewien problem optymalizacji (duzo efek-
tywniejszy w realizacji numerycznej) oraz pewne proste dzialania algebraiczne. Obecnie
dysponujac probabilistycznym opisem parametréw konstrukeji oraz identyfikujac poten-
cjalne sytuacje awaryjne poprzez zdefiniowanie odpowiednich funkcji granicznych mozna,
przy stosunkowo nieduzym nakladzie obliczeniowym, otrzymaé dobre przyblizenie war-
tosci prawdopodobienstwa awarii, np. za pomoca metody pierwszego rzedu (FORM).
Gromadzone przez lata dane statystyczne dotyczace obcigzenn oraz parametrow wytrzy-
maltodciowych pozwalaja na konstruowanie probabilistycznych modeli zawierajacych nie
tylko informacje¢ o wartosciach srednich oraz kowariancjach zmiennych losowych, ale takze
o typach rozktadéw prawdopodobieristwa, ktére je opisuja.

Alternatyws dla projektowania konstrukcji w oparciu o optymalizacje deterministyczna,
oraz wspolczynniki bezpieczeristwa wydaje sie by¢ optymalizacja niezawodnos$ciowa, roz-
wijana intensywnie w ostatnich latach. Ograniczenia nakladane na niezawodno$¢ kon-
strukcji wyspecyfikowane sg tu w sposéb jawny w sformulowaniu zadania optymalizacji,
a sama niezawodnosé¢ liczona jest za pomocg FORM lub innych zaawansowanych me-
tod wykorzystujacych wiedze o rozktadach prawdopodobienistwa parametréow konstrukcji.
Ocenia sig¢, ze najwigcej zastosowan znajdzie optymalizacja niezawodnos$ciowa w projek-
towaniu drogich i nietypowych konstrukcji, gdzie brakuje wiedzy, a zwlaszcza doswiad-
czenia na temat pracy konstrukeji i gdzie konieczne jest bardziej racjonalne podejscie do
zagadnien oceny niezawodnosci oraz w projektowaniu konstrukeji, ktére produkuje si¢ w
duzych ilosciach.

W niniejszej pracy rozwazane sg zagadnienia optymalizacji niezawodno$ciowe]j konstrukeji
pretowych, a w szczegdlnosci konstrukeji kratowych poddanych duzym przemieszczeniom
i podatnych na utrate statecznosci. Ustroje pretowe sg, czesto i chetnie stosowane w wielu
wspotezesnych konstrukcjach inzynierskich. Wykorzystuje sie je miedzy innymi jako prze-
krycia obiektéw o duzej powierzchni, konstrukcje platform wiertniczych, wysokie maszty
radiowe, podpory sieci energetycznych, dzwigi budowlane czy tez konstrukcje wsporcze
radioteleskopéw o duzej $rednicy. Do podstawowych zalet konstrukcji pretowych nalezy
ich niewielki cigzar wiasny przy stosunkowo duzej nosnosci. W projektowaniu tego typu
konstrukeji decydujace znaczenie mogg mieé zjawiska zwigzane z ich statecznodcia. Zjawi-
ska utraty statecznosci konstrukcji pretowych mogg mie¢ rézny charakter. Przez pojecie
utraty statecznosci globalnej rozumie sie utrate statecznosci konstrukeji jako catosci, zwia-
zang z bifurkacjg polozenia réwnowagi lub zjawiskiem przeskoku. Mozliwa jest réwniez
utrata statecznosci konstrukcji spowodowana niestatecznoscia, pojedynczych elementéw
ukladu tzn. wyboczeniem poszczegdlnych pretéw pomiedzy weztami, tzw. zjawisko utraty
statecznosci lokalnej. Jest rzecza powszechnie znang, iz wystepujace w uktadzie imper-
fekcje geometrii badz tez odmienne od zakladanych parametry materialowe prowadzié
moga do znacznego zwickszenia podatnosci konstrukcji na utrate statecznosci. Dlatego
tez odpowiednim rozwiazaniem w projektowaniu konstrukcji narazonych na utrate sta-
tecznosci globalnej wydaje sie zastosowanie aparatu optymalizacji niezawodnosciowej z
ograniczeniami natozonymi na wielkos¢ krytycznego mnoznika obcigzenia.
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Optymalizacja niezawodno$ciowa ze swej ‘natury’ jest zagadnieniem wymagajacym diu-
gich obliczeri komputerowych, co ciagle stanowi barier¢ przy analizie bardzo ztozonych
ukladéw konstrukeyjnych poddanych wielu ograniczeniom niezawodnosciowym. Poniewaz
obliczenie prawdopodobieristwa awarii odpowiadajacego danemu ograniczeniu wigze sie
z rozwiazaniem zadania optymalizacji (znalezieniem tzw. punktu projektowego), optyma-
lizacja niezawodnosciowa nazywana czasem bywa optymalizacja dwupoziomows. Problem
poprawy efektywnosci procesu obliczeniowego stanowi obecnie przedmiot wielu badari. W
ramach niniejszej pracy zbudowany zostal komputerowy system optymalizacji niezawod-
nosciowej OPTIREL, taczacy wyspecjalizowany program analizy niezawodnosci, sprawny
algorytm optymalizacyjny oraz program elementéw skonczonych wraz z efektywnym mo-
dutem analizy wrazliwoéci. Pokazano, ze odpowiednie zaprojektowanie tego systemu jako
systemu optymalizacji interaktywnej umozliwia implementacje szeregu metod, ktore po-
zwalaja na znaczng redukcje czasu obliczert oraz umozliwiaja, lepsza kontrole procesu
optymalizacji niezawodnosciowej, co jest szczegdlnie istotne przy optymalizacji konstruk-
¢ji nieliniowych.

1.2. Cel i zakres pracy

Celem niniejszej pracy jest teoretyczne opracowanie oraz komputerowa implementacja
zagadnien optymalizacji niezawodno$ciowej geometrycznie nieliniowych konstrukeji pre-
towych. Na przykladzie utworzonego w ramach pracy komputerowego systemu OPTIREL
chciano wykazaé, ze projektowanie konstrukcji wspomagane przez system optymalizacji
niezawodno$ciowej stanowi ciekawsa, i bardziej racjonalng metode projektowania w sto-
sunku do metod tradycyjnych, w ktérych odpowiedni poziom niezawodnosci zapewnia-
ny jest przez stosowanie tzw. warto$ci charakterystycznych parametréow projektowych
i czedciowych wspdlczynnikéw bezpieczenistwa. Przydatnosé systemu przetestowano na
przykladach wielu konstrukeji kratowych, w tym przestrzennych konstrukcji podatnych
na utrate statecznosci globalnej. Aby umozliwi¢ jak najpelniejszy probabilistyczny opis
parametrow konstrukcji rozpatrywana jest szeroka klasa zmiennych losowych, ktérych
wartosci $rednie oraz odchylenia standardowe tworza, zbiér parametrow projektowych
zadania optymalizacji. Jako zmienne losowe przyjeto nastepujace parametry modelowa-
nych uktadéw konstrukcyjnych: pola przekrojow pretéw, wspotrzedne weztéw, mnozniki
schematéw obcigzenia oraz moduly Younga i granice plastycznosci materialéw. Taki do-
bér zmiennych umozliwia optymalizacje zaréwno wymiaréw jak i ksztaltu konstrukeji.
Rozklady prawdopodobienistwa zmiennych losowych przyjmowane sg sposréd kilku, naj-
czesciej stosowanych w praktyce rozktadéw. Funkcje celu stanowi koszt poczatkowy kon-
strukeji, utozsamiany najczesciej z jej ciezarem. Pokazano, ze réznorodnos$é¢ dostepnych
w ramach optymalizacji niezawodnosciowej parametréw projektowych umozliwia kon-
struowanie rozszerzonych funkcji celu, np. uwzgledniajacych koszt zwigzany z jakoscig,
stosowanych materialéw. Rozpatrywane sg trzy typy warunkéw granicznych, ktore stano-
wig ograniczenia procesu optymalizacji. Sg to: warunki nieprzekraczania dopuszczalnych
przemieszczeri weztéw konstrukeji, dopuszezalnych naprezern w pretach (utozsamianych
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w zalezno$ci od znaku naprezenia i smuklosci preta z granicg plastycznosci badz na-
prezeniem krytycznym) oraz warunek nakladany na mnoznik obcigzenia w przypadku
konstrukcji podatnych na utrate statecznosci globalnej. Powyzsze warunki spelmione by¢
musza z prawdopodobieristwem nie mniejszym od pewnej minimalnej wartosci, ustalane;j
przez projektanta.

Efektywny komputerowy system optymalizacji niezawodnosciowej taczy¢ musi szereg wy-
specjalizowanych modutéw do analizy niezawodnodci, optymalizacji, analizy konstrukcji
metodg, elementéw skoriczonych i analizy wrazliwoséci. Tworzac system OPTIREL stara-
no sie wybrac oraz zaimplementowaé najefektywniejsze sposréd znanych metod realizujg-
cych wymienione zadania. Jako modul niezawodnosciowy przyjeto, uznawany obecnie za
jeden z najlepszych komercyjnych programéw z tej dziedziny, rozwijany przez niemiecks
firme RCP GmbH pakiet COMREL [12]. Do realizacji zadania optymalizacji wybrano
algorytm rekurencyjnego programowania kwadratowego NLPQL [106], natomiast anali-
za statyczna oraz analiza wrazliwo$ci geometrycznie nieliniowych konstrukeji kratowych
realizowana jest przez utworzony przez autora, na bazie rozwijanego w IPPT PAN pro-
gramu POLSAP, program PSAP-T-NL. Zbudowany system umozliwia przetestowanie
szeregu metod zwiekszajacych efektywnosé procesu optymalizacji niezawodnosciowej, ze
szczegblnym uwzglednieniem metod optymalizacji interaktywnej.

Whprowadzenie wielu postaci funkcji granicznych, w tym m.in. funkcji opisujacych awarie
konstrukeji na skutek utraty statecznosci globalnej oraz analiza konstrukeji geometrycznie
nieliniowych, stanowi w kontekscie optymalizacji niezawodnosciowej element oryginalny.
Na podkreslenie zastuguja takze zaproponowane metody usprawnienia procesu obliczenio-
wego oraz ogollne spostrzezenia i wskazéwki dotyczace budowy systeméw optymalizacji
niezawodnodciowej. Waznym elementem pracy jest takze, zdaniem autora, szczegdtowo
oméwiony przyklad zastosowania systemu OPTIREL w projektowaniu konstrukeji inzy-
nierskich.

Praca sktada sie z 6 rozdziatéw i 3 dodatkdéw.

Rozdziat 2 w calosci poswiecony jest zagadnieniom analizy niezawodno$ci konstrukeji.
Gléwny nacisk polozony zostal na te metody, ktére dostepne sg w pakiecie OPTIREL
i ktére obecnie najczesciej uzywane sg do analizy niezawodnosci konstrukeji inzynierskich.
Na wstepie rozdzialu wprowadzono podstawowe pojecia teorii niezawodnosci, takie jak:
awaria konstrukcji, funkcja graniczna, niezawodnosé elementu i systemu oraz wskaznik
niezawodnodci 3. Pojecia te zilustrowano na przykladzie analizy niezawodno$ci preta
rozciaganego.

Nastepnie zaprezentowano te metody oceny prawdopodobienistwa awarii, w ktérych wy-
korzystuje sie znajomosé¢ jedynie wektora wartosci srednich oraz macierzy kowariancji
zmiennych losowych. Sytuacja taka jest bardzo czesto spotykana w praktyce, gdyz nie za-
wsze dysponujemy dostatecznym materialem statystycznym pozwalajacym na okreslenie
typéw rozktadéw prawdopodobienstwa zmiennych. Przedstawiono koncepcje wskaznika
Cornela oraz sposéb jego obliczania za pomoca, dostepnej w ramach OPTIREL, metody
stochastycznych elementéw skonczonych. Na przykladzie analizy niezawodnosci wspor-
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nika kratowego pokazano charakterystyczny dla tego wskaznika brak niezmienniczosci
wzgledem réwnowaznych sformulowan funkcji granicznych. Pokazano, ze problemu te-
go unika sie stosujac wskaznik Hasofera-Linda, zdefiniowany jako najmniejsza odleglosé
powierzchni granicznej od poczatku ukladu wspéhrzednych w gaussowskiej przestrzeni
standardowej. W dodatku A.2 oméwiono algorytmy optymalizacyjne uzywane do znajdo-
wania tzw. punktu projektowego, tj. punktu na powierzchni granicznej lezacego najblizej
poczatku uktadu.

Obliczenie wartosci wskaznika Hasofera-Linda w przypadku znajomosci rozktadéw praw-
dopodobienstwa zmiennych losowych wymaga wprowadzenia takiej transformacji zmien-
nych z przestrzeni oryginalnej do gaussowskiej przestrzeni standardowej, ktéra zacho-
wywalaby miare prawdopodobienstwa. Dlatego tez, po uprzednim oméwieniu witasnosci
gaussowskiej przestrzeni standardowej, przedstawiono wzory wykorzystywanej w progra-
mie COMREL transformacji Rosenblatta. Transformacja ta zakltada znajomos¢ lacznej
gestosci prawdopodobienistwa zmiennych losowych oraz gestosci brzegowych. Lokalizacja
punktu projektowego w standardowej przestrzeni gaussowskiej oraz linearyzacja funkcji
granicznej w tym punkcie sg istotg metody analizy niezawodnosci pierwszego rzedu (tzw.
metody FORM), ktéra w niniejszej pracy jest najczesdciej stosowana. Na przykladzie
konstrukcji wspornika kratowego przeanalizowano wplyw zalozeri dotyczacych rozktadu
prawdopodobienistwa wybranej zmiennej losowej na wartos¢ wskaznika niezawodnodci li-
czonego metodg FORM. Przedstawiono réwniez wyrazenia na wrazliwosé tego wskaznika
na parametry funkcji granicznej oraz parametry rozkladéw prawdopodobieristwa zmien-
nych losowych. Pokazano, iz znajomos¢ wrazliwosci wskaznika niezawodnosci jest bardzo
istotna w przyjeciu optymalnego modelu stochastycznego. W dalszej czesci rozdziatu
przedstawiono zarys metody analizy niezawodnosci drugiego rzedu (SORM) oraz metod
symulacyjnych: klasycznej metody Monte Carlo i metody ‘importance sampling’. Metody
te omowione zostaly pod katem ich przydatnosci do zadania optymalizacji niezawodno-
Sciowej. Przedstawiono réwniez koncepcje wskaznika niezawodnosci fMMVF. na ktérym
opiera sie zaproponowana w rozdziale 4 metoda poprawy efektywnosci optymalizacji
niezawodnosciowej MMV (Modified Mean Value). Dokladnosé wynikéw oraz efektyw-
nosé¢ wszystkich wymienionych metod poréwnano na przyktadzie analizy niezawodnosci
wspornika. Ostatni punkt rozdzialu poswigcony jest metodzie czesciowych wspdlezynni-
kéw bezpieczenstwa, za pomocy ktérej uwzglednia sie w obowigzujacych obecnie normach
projektowych losowy charakter parametréw konstrukecji oraz niepewnodci statystyczne i
modelowe. Przytoczono zasady ustalania tzw. wartosci charakterystycznych oraz wartosci
obliczeniowych parametrow projektowych.

Rozdziat 3 poswiecony jest wprowadzeniu najwazniejszych zagadnien zwigzanych z nie-
zawodno$ciows, optymalizacja, konstrukcji. Na poczatku rozdziatu podano propozycje sys-
temu oznaczen, ktéry uwzglednialby réznorodnosé parametréw wystepujacych w zadaniu
optymalizacji niezawodnosciowej. Przedstawiono takze koncepcje grupowania parame-
trow. Podano nastepnie wykorzystywane w pracy sformutowanie zadania dwupoziomowej
optymalizacji niezawodnosciowej jako minimalizacji kosztu poczatkowego konstrukeji przy
ograniczeniach natozonych na wartosci wskaznikéw niezawodnodci elementéw. Zapropono-
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wano postaé¢ rozszerzonej funkcji kosztu poczatkowego, ktéra pozwala na uwzglednienie
kosztéw zwigzanych z jakoscig materialu. Optymalizacja niezawodnosciowa konstrukcji
pretowych wymaga uwzglednienia réznych mozliwych typéw awarii oraz szeregu zmien-
nych losowych i parametréw projektowych. W niniejszej pracy brano pod uwage awarie
konstrukcji w postaci przekroczenia dopuszczalnych przemieszezern weztéw, dopuszezal-
nych naprezen w pretach, lokalnego wyboczenia pretéw oraz utraty statecznosci global-
nej na skutek bifurkacji czy tez przeskoku. W przykladach numerycznych uwzgledniono
losowosé¢ wielu parametréw opisujacych material, geometri¢ oraz obcigzenie konstrukeji.

W punkcie 3.2.1 szczegétowo oméwiono schemat budowy systemu OPTIREL. Podkre-
Slono kluczowe znaczenie jakie w systemie optymalizacji niezawodnosciowej odgrywa za-
stosowanie efektywnych, analitycznych metod analizy wrazliwosci. W punkcie 3.2.2 do-
konano przegladu oraz krytycznej oceny innych, alternatywnych sformutowan zadania
optymalizacji niezawodnosciowej ze szczegdlnym uwzglednieniem popularnego ostatnio
w literaturze tzw. sformutowania jednopoziomowego.

Na przyktadzie konstrukeji powtoki kratowej zaproponowano wykorzystanie systemu opty-
malizacji niezawodnosciowej jako alternatywy dla tradycyjnych metod projektowania kon-
strukeji, w ktorych losowosé parametréw projektowych uwzglednia si¢ poprzez wprowa-
dzenie czesciowych wspoélczynnikow bezpieczenistwa. Poréwnano rozwigzanie wynikajace z
optymalizacji deterministycznej, uzyskane dla ustalanych wedtlug norm wartosci obcigzen,
z analogicznym rozwigzaniem wynikajacym z optymalizacji niezawodnosciowe;.

Pod koniec rozdzialu przedstawiono przyklad optymalizacji konstrukeji wspornika krato-
wego, gdzie jako parametry projektowe przyjeto odchylenia standardowe granic plastycz-
nosci materialéw, z ktorych wykonano elementy konstrukecji. Przyktad ten ilustruje jak
w ramach optymalizacji niezawodnosciowej uwzglednia¢ mozna koszt zwiazany z jakoscig
stosowanych materiatéw.

Rozdziat 4 poswiecony jest réznym strategiom poprawy efektywnosci procesu optymali-
zacji niezawodnosciowej. Proces ten w wigkszosci przypadkéw jest bardzo czasochtonny
obliczeniowo i dlatego niestychanie wazna z punktu widzenia uzytkownika komputerowego
systemu optymalizacji niezawodnosciowej jest implementacja szeregu metod pozwalaja-
cych na skrécenie czasu obliczen.

Bardzo wazne jest przyjecie optymalnego modelu stochastycznego oraz optymalizacyjne-
go. W punkcie 4.1 przedstawiono wskazéwki dotyczace redukcji liczby zmiennych loso-
wych oraz ograniczeri niezawodnosciowych. Znaczace oszczednos$ci mozna osiagnaé takze
poprzez odpowiednie sterowanie algorytmem lokalizacji punktu projektowego. Zapropo-
nowano kilka strategii automatycznego jak réwniez interaktywnego sterowania tym al-
gorytmem. Sposréd nich warto wymienié¢ strategie SPZ - polegajaca na sterowaniu wiel-
koscig parametru zbieznosci oraz, szczegdlnie efektywna, strategie PPP - polegajaca na
odpowiednim wyborze punktu startowego.

Niezwykle istotne, szczegdlnie w optymalizacji duzych, nieliniowych uktadéw konstrukcyj-
nych jest zaprojektowanie systemu optymalizacji niezawodnosciowej jako systemu opty-
malizacji interaktywnej. W punkcie 4.3, na przykladzie systemu OPTIREL, omdéwiono
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najistotniejsze cechy systemu interaktywnego oraz zaproponowano, stosowana, z powo-
dzeniem w wiekszosci prezentowanych w pracy przykladéw, strategie aproksymacji ogra-
niczen niezawodno$ciowych. Przedstawiono takze, wchodzacy w sktad OPTIREL’a, pro-
gram wizualizacji trendéw optymalizacji - Optiview. Efektywnos¢ zaproponowanych roz-
wigzan przetestowano na przykladzie optymalizacji niezawodnosciowej konstrukeji wspor-
czej platformy wiertniczej.

Rozdzial 5 zawiera oméwienie zagadnierl zwigzanych z optymalizacjg niezawodnosciows,
konstrukeji kratowych podlegajgcych duzym przemieszczeniom oraz podatnych na utrate
statecznosci globalnej. Sformulowano szczegétowe warunki, ktére, oprécz tych wymienio-
nych w rozdziatach 3 i 4, powinien spelniaé¢ efektywny komputerowy system optymalizacji
niezawodno$ciowej konstrukcji geometrycznie nieliniowych.

Zaprezentowano trzy przyktady analizy niezawodnosci oraz optymalizacji niezawodno-
Sciowej konstrukeji narazonych na utrate statecznosci globalnej. Przedstawiono problemy
zwigzane z ich numeryczng realizacja oraz sposoby ich przezwyci¢zenia. Na przykladzie
zadania analizy niezawodnosci powloki kratowej, w ktorym 444 parametry opisujace kon-
strukcje oraz obcigzenie wybrano jako zmienne losowe, pokazano, ze w przypadku duzych
rzeczywistych uktadéw konstrukcyjnych jedynie zastosowanie wydajnych metod anali-
zy wrazliwosci umozliwia obliczenie prawdopodobieristwa zniszczenia w mozliwym do
zaakceptowania czasie. Pokazano réwniez, iz nieuwzglednienie w analizie niezawodnosci
nieuchronnych imperfekcji potozenia weztéw moze prowadzi¢ w przypadku tego typu kon-
strukeji do znaczacych bledéw w okresleniu wielkosci prawdopodobieristwa awarii. W ko-
lejnym przyktadzie rozpatrywano zadanie niezawodnosciowej optymalizacji ksztaltu ma-
towyniostej koputy kratowej podatnej na utrate statecznosci w postaci przeskoku weztow.
Zaproponowano metode¢ uniknigcia trudnosci numerycznych zwigzanych z poruszaniem
sie po niestatecznej Sciezce réwnowagi poprzez odpowiednig linearyzacje zachowania kon-
strukeji. Podkre$lono znaczenie interaktywnej kontroli procesu obliczeniowego. W trze-
cim przykladzie analizowano zadanie optymalizacji niezawodnosciowe]j stupa kratowego
narazonego na utrate statecznosci globalnej typu bifurkacyjnego oraz awarie w postaci
wyboczenia poszczegdlnych pretéw. Wzieto pod uwage szereg zmiennych losowych oraz
parametréow projektowych.

Rozdziat 6 zawiera wnioski oraz spostrzezenia.

Dodatek A poswiecony jest omdéwieniu stosowanych w pracy algorytméw optymalizacyj-
nych. Na wstepie przedstawiony zostal algorytm rekurencyjnego programowania kwadra-
towego, ktéry w zadaniu dwupoziomowej optymalizacji niezawodnosciowe]j stosowany by¢
moze zaréwno w zewnetrznej (minimalizacja funkcji celu) jak i wewnetrznej (zadanie po-
szukiwania punktu projektowego) petli optymalizacyjnej. Przedstawiono wyprowadzenie
podproblemu programowania kwadratowego, ktérego rozwigzanie okresla kierunek poszu-
kiwan, podano wzory metody BFGS stuzacej do aproksymacji hesjanu funkcji Lagrange’a
oraz oméwiono, opracowany przez Schittkowskiego, pakiet rekurencyjnego programowa-
nia kwadratowego — NLPQL.

W punkcie A.2 zaprezentowano wybrane algorytmy poszukiwania punktu projektowego.
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Efektywnosé tych algorytméw ma najwickszy wplyw na efektywnos$é obliczeniows wigk-
szosci wspoétezesnych metod analizy niezawodnosci, a co za tym idzie réwniez niezawod-
nosciowej optymalizacji. Obok NLPQL najpopularniejszym gradientowym algorytmem
poszukiwania punktu projektowego pozostaje tzw. algorytm Rackwitza-Fisslera (RF). W
pracy omowiono algorytm RF, ktory zmodyfikowany zostal przez Abdo poprzez doda-
nie procedury obliczania dlugosci kroku. Wspomniano réwniez o innych modyfikacjach
tego algorytmu, a takze o metodach postepowania w przypadku, gdy funkcja graniczna
posiada wiele punktéw projektowych.

Dodatek B pos$wigcony jest zagadnieniom analizy wrazliwosci liniowych oraz geome-
trycznie nieliniowych konstrukcji kratowych. Zamieszczono tam wszystkie wzory, ktore
w ramach dyskretnych analitycznych metod analizy wrazliwosci sg niezbedne do poli-
czenia gradientéw, wykorzystywanych w pracy funkcji granicznych, wzgledem wszystkich
rozpatrywanych parametrow projektowych.

Dodatek C zawiera wzory oraz opisy najczesciej uzywanych w pracy rozktadéw prawdo-
podobienstwa. Obok rozktadéw normalnego oraz logarytmiczno-normalnego przedstawio-
no rozklady ekstreméw: Gumbela, Frecheta i Weibulla.

1.3. Przeglad literatury

Niniejsza praca obejmuje swoim zakresem takie dziedziny nauki jak: optymalizacja deter-
ministyczna, teoria niezawodno$ci, optymalizacja niezawodnosciowa, analiza wrazliwosci,
analiza statecznosci konstrukeji czy metoda elementéw skoniczonych w nieliniowej mecha-
nice konstrukcji. W dorobku kazdej z wymienionych dziedzin, za wyjatkiem optymalizacji
niezawodno$ciowej, istnieje obecnie bardzo bogata literatura, obejmujaca tysigce publi-
kacji. W ponizszym przegladzie postanowiono skoncentrowaé si¢ na pracach dotyczacych
niezawodno$ci konstrukeji oraz optymalizacji niezawodnosciowej jako najistotniejszych
z punktu widzenia rozpatrywanych w pracy zagadnien.

Przeglad literatury nalezy rozpocza¢ od prac poswieconych teorii niezawodnosci konstruk-
¢ji, gdyz to wiasnie dzigki olbrzymiemu postepowi jaki sie w niej dokonat w ciggu ostat-
nich 25-30 lat mozliwy jest obecnie rozwdj niezawodnosciowej optymalizacji. Wspolczesna
teoria niezawodnosci konstrukeji jest juz dobrze ugruntowang dyscypling naukowa. Mozna
wymieni¢ szereg podrecznikéw oraz monografii, z ktérych najbardziej znane to: [81] Mad-
sena, Krenka i Linda, [86] Melchersa, [26] Ditlevsena i Madsena, [119] Thoft-Christensena
i Bakera czy monografia [3], ktérej autorami sa Augusti, Baratta i Casciati. Na uwage
zastuguje tez ksiazka Harra [52], prezentujaca podstawowe pojecia teorii niezawodnosci ze
szczegolnym uwzglednieniem ich zastosowania w inzynierii ladowej. Na $wiecie organizo-
wanych jest obecnie wiele konferencji naukowych po$wieconych problemom niezawodnosci
konstrukeji, sposréd ktérych nalezy wymienié, organizowane cyklicznie od 1969 roku, kon-
ferencje ICOSSAR (International Conference on Structural Safety and Reliability) oraz
organizowane od 1987 co 2 lata w ramach grupy roboczej 7.5 IFIP (International Federa-
tion for Information Processing) konferencje na temat niezawodnosci oraz optymalizacji
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konstrukeji. Prezentowane tam prace wydawane sg nast¢pnie w materiatach pokonferen-
cyjnych. Jako wiodgce osrodki naukowe uzna¢ mozna: kierowany przez R. Rackwitza
zespdt na uniwersytecie w Monachium, kierowany przez O. Ditlevsena osrodek na uniwer-
sytecie w Lyngby w Danii oraz inny duriski osrodek, grupujacy pracownikéow uniwersytetu
w Aalborgu, kierowany przez P. Thoft-Christensena. Sposréd innych czolowych badaczy
wymieni¢ mozna A. Der Kiureghiana z uniwersytetu w Berkeley w Kalifornii, G. I. Schu-
éllera z uniwersytetu w Innsbrucku czy tez R. E. Melchersa z uniwersytetu w Newcastle
w Australii. Mimo, ze wigkszo$¢ wspdtczesnych norm projektowych opartych jest ciagle
na koncepcji wartosci charakterystycznych i czesciowych wspoélczynnikéow bezpieczenstwa,
to w wielu przypadkach wartosci tych wspétezynnikéw kalibruje sie na podstawie prze-
prowadzonych analiz niezawodnosciowych, zob. Galambos [45] i Ellingwood [33]. W ra-
mach JCSS (Joint Committee on Structural Safety) przygotowywane sg obecnie projekty
nowych, modelowych norm, zapewniajacych bardziej racjonalne podejécie do zagadnien
bezpieczenstwa konstrukcji, poprzez np. uwzglednianie pehiejszego statystycznego opisu
parametréw konstrukcji (rézne typy rozktadéw prawdopodobienstwa) czy tez wprowa-
dzenie wskaznika niezawodnosci jako miary stopnia bezpieczeristwa konstrukcji. Projekt
takiej modelowej normy, autorstwa Ditlevsena i Madsena opublikowano w [25,26]. Roz-
wo6j teorii niezawodnosci widoczny jest takze w liczbie dostepnych programéw analizy
niezawodnosci. Do najbardziej obecnie znanych naleza: pakiet STRUREL [115] (zawiera
on program COMREL-TI do analizy zagadnienn niezawodno$ci elementu, niezmiennych
w czasie, COMREL-TV do analizy zagadnieri zmiennych w czasie i SYSREL do zagad-
nieri niezawodnosci systemu), CALREL [76], COSSAN [14], ISPUD [58], PROBAN [94]
i NESSUS [87].

Za prekursora niezawodnosci uwaza si¢ Freudenthala [44], autora pracy o bezpieczeristwie
konstrukeji dziatlajacych pod obcigzeniem losowym, chociaz jedna z pierwszych prac na
ten temat byla praca polskiego naukowca W. Wierzbickiego [124] z 1937 roku. Jednak za
pierwszy, wazny krok w kierunku wspdlczesnych metod pozwalajacych na efektywng i do-
ktadng ocene bezpieczenstwa konstrukeji nalezy uzna¢ prace Hasofera i Linda [53], opubli-
kowang, w 1974 roku. Zawarto w niej idee lokalizacji (za pomocg odpowiedniego algorytmu
optymalizacyjnego) tzw. ‘punktu projektowego’, to jest takiej realizacji zmiennych loso-
wych z obszaru awarii, ktérej odpowiada najwieksza warto$é¢ funkcji gestosci prawdopo-
dobienistwa. Linearyzacja funkcji granicznej w punkcie projektowym pozwalata otrzymac
nastepnie miare niezawodnog$ci, ktéra jest niezmiennicza ze wzgledu na réwnowazne sfor-
mulowania warunku granicznego, tzw. wskaznik niezawodnosci Hasofera-Linda. Wtagnie
ten brak niezmienniczosci byt podstawows, staboscig stosowanego poprzednio wskaznika
Cornella [13]. Utrudniatl on m.in. stosowanie tej miary niezawodnosci do poréwnywania
stopnia bezpieczenistwa réznych konstrukeji. Idee wskaznika Hasofera-Linda wykorzystali
w 1978 roku Rackwitz i Fiessler w pracy [96]. Zastosowali oni ponadto transformacje
niezaleznych zmiennych losowych o dowolnych rozktadach prawdopodobienstwa do stan-
dardowych zmiennych normalnych oraz zaproponowali algorytm poszukiwania punktu
projektowego. W pracy [55] Hohenbichler i Rackwitz zaproponowali wykorzystanie w ana-
lizie niezawodnodci transformacji Rosenblatta [101] do transformacji zaleznych zmiennych
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losowych do przestrzeni standardowej. Transformacja Rosenblatta oraz, wykorzystana po
raz pierwszy przez Der Kiureghiana i Liu w pracy [22], transformacja Natafa sg obecnie
najczesciej uzywane i umozliwiajg analize probleméw niezawodnosci zaréwno w przypad-
ku gdy znany jest lgczny rozkiad prawdopodobienstwa zmiennych losowych jak tez gdy
znane sg tylko rozktady brzegowe zmiennych i macierz korelacji. Aproksymacja funkcji
granicznej w punkcie projektowym funkcjg pierwszego lub drugiego stopnia prowadzi,
odpowiednio, do metod analizy niezawodnodci pierwszego rzedu (FORM) lub drugiego
rzedu (SORM). Chociaz pierwsza z tych metod daje w wiekszosci przypadkéw, majacych
praktyczne znaczenie, zadowalajace wyniki, to dla funkcji granicznych, w ktérych wpltyw
cztonéw nieliniowych jest bardzo znaczacy, jej dokladno$é moze byé niewystarczajaca.
Dlatego tez powstalo wiele publikacji poswieconych metodzie SORM, a w szczegdlnosci
zagadnieniom poprawy jej precyzji oraz efektywnosci numerycznej. Sposréd wazniejszych
prac dotyczacych SORM wymieni¢ nalezy [40] Fiesslera, Neumanna i Rackwitza (pierw-
sza praca w ktérej zaproponowano wykorzystanie aproksymacji powierzchni granicznej
funkcja, kwadratows), [10] Breitunga, [21] Der Kiureghiana, Lina i Hwanga czy [122]
Tvedta.

Chociaz w poréwnaniu z SORM czas obliczenn numerycznych zwigzany z metodg, FORM
jest duzo krétszy, to w wielu przypadkach jest on nadal zbyt dlugi z punktu widze-
nia praktyki projektowej. Moze mie¢ to miejsce jesli obliczenie wartosci funkeji granicz-
nej wigze sie z czasochtonng, nieliniows analizg za pomocg programu elementéw skon-
czonych lub jedli gradienty tej funkcji obliczane sg réznicowo. Stawiajac sobie za cel
zmniejszenie liczby koniecznych obliczen wartosci funkcji granicznej oraz jej gradientéw
Wu i in. zaproponowali tzw. metod¢ Advanced Mean Value (AMV) [127]. Istota, tej meto-
dy jest znalezienie warto$ci dystrybuanty wielkosci stanowiacych odpowiedz konstrukeji
(takich jak przemieszczenia, naprezenia, czestodci drgar wlasnych), bazujac na lineary-
zacji funkcji granicznej w punkcie wartosci srednich zmiennych losowych. Konstruowana
jest krzywa, laczaca punkty odpowiadajgce przyblizonym polozeniom punktéw projekto-
wych dla réznych wartoséci odpowiedzi konstrukeji (Most Probable Point Locus). Pomimo
licznych usprawnieri (kosztem numerycznej efektywnosci) metoda ta w przypadku nie-
liniowych funkcji granicznych moze dawaé¢ wyniki znacznie odbiegajace od doktadnych.
Jest ona jednak czesto stosowana i wielu autoréw uzywa jej w swoich pracach, zob.
np. [61,100,117,128|.

Odrebng grupe metod analizy niezawodnosci stanowig, metody symulacyjne. Do ich zalet
nalezg niewatpliwie tatwos$¢ implementacji, mozliwosé uzyskania wynikéw z dowolng pre-
cyzjg oraz niewrazliwo$é¢ na nierézniczkowalno$é powierzchni granicznej czy tez istnienie
wielu punktéw projektowych (problemy utrudniajace wykorzystanie metod FORM/SORM).
Najlepiej znana, klasyczna metoda Monte Carlo, pomimo ciagltego zwigkszania si¢ mocy
obliczeniowej wspolczesnych komputeréw, jest jednak bardzo rzadko stosowana w oblicze-
niach niezawodnos$ciowych. Przy bardzo matych wartosciach prawdopodobieristwa awarii
rzeczywistych konstrukeji, liczba koniecznych symulacji dyskwalifikuje przydatnosé tej
metody w zastosowaniach praktycznych. Lata osiemdziesigte przyniosty jednak rozwdj
tzw. metod redukcji wariancji, po angielsku nazywanych ‘importance sampling’. Poprzez
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odpowiedni dobdér funkcji gestosci prawdopodobienstwa, wedlug ktérej generuje sie zmien-
ne losowe mozna znacznie zmniejszy¢ obszar prébkowania oraz liczbe symulacji. Metoda
ta ma wiele odmian. Stosowana jest tez czesto w potaczeniu z FORM lub SORM. Sposréd
prac jej poswieconych, warto wymieni¢ artykuly Schuéllera i Stixa [110], Hohenbichlera
i Rackwitza [57] oraz Doliriskiego [29]. Inng odmiang metod symulacyjnych jest meto-
da symulacji kierunkowej. Nadaje sie ona najlepiej do analizy niezawodnosci problemdéw,
w ktérych powierzchnia graniczna ma ksztalt zblizony do hipersfery. Nie jest jednak
efektywna w przypadku wigkszej liczby zmiennych losowych (np. n > 6). Przeglad oraz
omoéwienie réznych metod symulacyjnych znalezé mozna w pracach Rubinsteina [102] i
Melchersa [85, 86].

We wezesnych zastosowaniach metod FORM i SORM przyjmowano najczesciej, ze funk-
cja graniczna jest jawng funkcja zmiennych losowych. Niestety, za wyjatkiem niewielu
prostych przyktadéw, taka zalezno$é¢ funkcyjna nie moze by¢ wyspecyfikowana, a w wie-
kszosci przypadkéow dana jest za posrednictwem okreslonej procedury numerycznej, np.
metody elementéw skoniczonych. Poczynajac jednak od pierwszych prac Der Kiureghiana
oraz wspotpracownikéw, w polowie lat osiemdziesiatych [19,20] problematyka wykorzy-
stania metody elementéw skoniczonych w ramach metod analizy niezawodnosci zaczeta
by¢ bardzo intensywnie rozwijana. Jej rozwéj wigze sie m.in. z rozwojem metod analizy
wrazliwosci. Przy duzej liczbie zmiennych losowych, zagadnienie efektywnego i doktad-
nego liczenia gradientéw funkcji granicznej ma bowiem kluczowe znaczenie z punktu
widzenia numerycznej efektywnosci analizy niezawodnosci. Chociaz nie jest to tak ewi-
dentne w przypadku rozpatrywanych w pracy konstrukeji pretowych, to nadal jednym
z najtrudniejszych probleméw w zastosowaniach MES w zagadnieniach probabilistycz-
nych jest odpowiednia dyskretyzacja pdl losowych parametréw (np. losowych, zmiennych
w przestrzeni, parametréw materialowych konstrukcji powlokowej). Przeglad oraz testy
réznych metod dyskretyzacji znalezé mozna w pracy Li i DerKiureghiana [73] lub tez
Matthiesa i in. [83]. Sposérdd ciekawych przyktadéw analizy niezawodnosci z wykorzysta-
niem FORM oraz metody elementéw skoriczonych wymieni¢ mozna prace Lee i Anga [72],
w ktoérej rozpatrywano problem niezawodnosci rozcigganej tarczy z peknieciem, prace En-
gelstada i Reddy’ego [39], poswiecong, analizie niezawodnosci geometrycznie nieliniowych
warstwowych powlok kompozytowych, prace Mahadevana i Mehty [82], gdzie analizowa-
no przykltad niezawodnogci konstrukeji ramowej poddanej ruchom podloza wywolanym
trzesieniem ziemi, czy tez prace Liu i Der Kiureghiana [75], w ktérej zastosowano SORM
do analizy niezawodno$ci konstrukeji geometrycznie nieliniowych.

Przy tworzeniu programu umozliwiajagcego analize niezawodnosci z wykorzystaniem me-
tody elementéw skoriczonych najkorzystniejsza, sytuacja jest posiadanie dostepu zaréwno
do kodu zrédlowego MES, jak i programu niezawodnosciowego. Pozwala to na optymal-
ne potlaczenie obu programoéw, wlasciwg implementacje algorytméw analizy wrazliwosci
i usprawnienie wzajemnej komunikacji. Nie jest to na ogdét mozliwe. Budowa wilasnego
oprogramowania ‘od zera’ jest bardzo czasochlonna, trudna i malo rozsgdna. Poza tym,
istniejace i rozwijane od wielu lat programy oferujg o wiele bogatsze mozliwosci w sto-
sunku do tego, co jestesmy w stanie w krétkim czasie zaimplementowaé. Dlatego kosztem
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spadku efektywnosci, zwigzanego z zastosowaniem réznego rodzaju ‘interfejséw’ oraz lg-
czeniem programoéw na poziomie wywolan systemowych, taczy sie istniejace, komercyjne
programy lub np. przystosowuje wiltasny pakiet MES do wspélpracy z wyspecjalizowa-
nym programem analizy niezawodnosci. Powstalo wiele prac, w ktérych proponuje sie
sposoby wykorzystania znanych pakietow metody elementéw skoriczonych do analizy nie-
zawodnosci metodami FORM/SORM. Gutiérrez i in. w pracy [50] uzywali do tego celu
pakietu DIANA, Gopalakrishna i Donaldson [49], Borri i Speranzini [9] i Maymon [84]
wykorzystywali pakiet ANSYS, natomiast Riha i in. w [100] pakiet MSC/NASTRAN.

Nalezy rowniez wspomnie¢ o rozwijanych obecnie metodach analizy niezawodnosci, wy-
korzystujacych koncepcje tzw. powierzchni odpowiedzi (ang. response surface). Poprzez
odpowiedni dobdr punktéw eksperymentalnych, w ktérych obliczana jest warto$é¢ funkcji
granicznej, powierzchnia graniczna aproksymowana jest za pomocsa hiperpowierzchni dru-
giego stopnia. Skonstruowana w ten sposéb powierzchnia jest jawng funkcjg zmiennych
losowych, co znakomicie utatwia zastosowanie metody FORM czy tez metod symula-
cyjnych (najczesciej jest to metoda ‘importance sampling’). Jednak, aby niezawodnosé
konstrukeji obliczona dla danej powierzchni odpowiedzi nie byla obarczona zbyt duzym
bledem, powierzchnia ta musi dobrze aproksymowaé rzeczywista powierzchnie graniczna,
w okolicy punktu projektowego. Potozenie tego punktu niestety nie jest zazwyczaj znane.
Ciekawy przyklad zastosowania powierzchni odpowiedzi w analizie niezawodnosci ztozo-
nych, podlegajacych duzym przemieszczeniom, konstrukcji podpér linii energetycznych
zaprezentowali Dagher, Lu i Peyrot w pracy [16]. Poniewaz z analizy podobnych podpér
wynikalo, ze punkt projektowy znajduje si¢ w poblizu wartosci obcigzenia odpowiadajacej
50-letniemu okresowi powrotu, dlatego tez wokédt tego punktu konstruowano powierzch-
nie. O metodach tworzenia powierzchni odpowiedzi oraz o jej zastosowaniach w analizie
niezawodnosci przeczyta¢ mozna w pracach Buchera i Bourgunda [11], Rajashekhara i
Ellingwooda [98] oraz El-Tawila i in. [32].

Chociaz w niniejszej pracy tematyka ta nie byla brana pod uwage, to dla pelniejsze-
go obrazu badan z zakresu teorii niezawodnosci konstrukeji warto jest tez wspomnieé¢ o
publikacjach dotyczacych niezawodnosci systemowej. W pracach tych rozpatruje si¢ za-
zwyczaj dwa rodzaje zagadnien: zagadnienie jednoczesnego uwzglednienia wielu funkcji
granicznych oraz zagadnienie wielu mozliwych sekwencji awarii poszczegélnych elementéw
prowadzacych do zniszczenia calej konstrukeji. Przeglad réznych metod analizy niezawod-
nosci konstrukeji jako systemu znalezé mozna w artykule Ditlevsena i Bjeragera [27] lub
ksigzce Thoft-Christensena i Murotsu [120].

Ostatnie 15 lat to dynamiczny rozwéj optymalizacji niezawodnosciowej. W przeglado-
wej pracy [118] Thoft-Christensen pokazal, ze od polowy lat osiemdziesiatych nastapit
gwaltowny wzrost publikacji poswigconych tej tematyce. Postep ten zwigzany jest m.in.
z rozwojem techniki komputerowej, efektywnych algorytméw optymalizacji oraz metod
analizy wrazliwosci. Poza tym, wspominany juz postep w zakresie wykorzystania metody
elementéw skonczonych w obliczaniu niezawodnosci umozliwil optymalizacj¢ niezawod-
nosciowy rzeczywistych, ztozonych uktadéw konstrukcyjnych. Sposréd badaczy, ktérzy w
tym okresie szczegdlnie intensywnie zajmowali si¢ problematyka optymalizacji niezawod-
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nosciowej wymieni¢ mozna Murotsu [89] oraz Frangopola [42,43].

Teoria optymalizacji niezawodnosciowej oraz zagadnienia jej implementacji rozwijane s,
obecnie w kilku o$rodkach naukowych na $§wiecie. Niewatpliwie do najwazniejszych nalezy
zespét z uniwersytetu w Aalborgu, kierowany przez P. Thoft-Christensena. Sposréd licz-
nych, oryginalnych publikacji autoréw zwigzanych z tg uczelnia, warto wymieni¢ prace
Enevoldsena i Sgrensena [35,36] poswigcone tzw. systemowej optymalizacji niezawod-
nosciowej (tzn. takiej, gdzie w sformulowaniu problemu optymalizacji wystepuje miara
niezawodnosci konstrukeji jako systemu), prace Thoft-Christensena i Sgrensena [121],
w ktérej dyskutowany jest problem efektywnosci réznych algorytméw optymalizacyjnych
w zastosowaniu do optymalizacji niezawodnosciowej, prace Enevoldsena [34], gdzie po-
dano sposéb obliczania wrazliwosci, otrzymywanego z optymalizacji niezawodnosciowe;j,
rozwigzania optymalnego, czy tez prace Enevoldsena i in. [38], w ktdrej zaprezentowano
przyklady niezawodnosciowej optymalizacji ksztaltu ukladéw tarczowych. Wiele prac na
temat optymalizacji niezawodnosciowej powstaje réwniez na uniwersytecie w Innsbruc-
ku, w osrodku kierowanym przez G.I. Schuéllera. Rozwijane tam metody optymalizacji
niezawodnogciowe]j opierajg sie na analizie niezawodno$ci przy uzyciu symulacyjnej tech-
niki ‘importance sampling’ oraz koncepcji powierzchni odpowiedzi, zob. Gasser i Schuél-
ler [46,47]. W Polsce zagadnieniami optymalizacji niezawodnosciowej zajmowali sie Jendo
i Putresza [59,60]. Putresza w swoim doktoracie [95] zajmowatl si¢ wielokryterialng opty-
malizacjg konstrukcji pretowych przy uzyciu programowania stochastycznego.

Optymalizacja niezawodnosciowa jest zazwyczaj zadaniem wymagajacym czasochtonnych
obliczert numerycznych. Wiele prac z tej dziedziny po$wieconych jest wlasnie sposobom
poprawy wydajnosci procesu obliczeniowego. Jednym z rozwigzann majacych prowadzié
do tego celu jest sformulowanie zadania optymalizacji niezawodnosciowej jako tzw. za-
dania optymalizacji jednopoziomowej, ktére pozwala na pominigcie wewnetrznej petli
optymalizacyjnej, tj. poszukiwania punktu projektowego. Sformutowanie to zapropono-
wane zostalo przez Madsena i Friis Hansena w pracy [80], a nastgpnie rozwijane byto
przez Enevoldsena i Sgrensena [37] oraz Kuschela i Rackwitza [69,70]. Zalety zwigzane
z optymalizacjg, jednopoziomows, ‘okupione’ sg niestety koniecznoscig obliczania drugich
pochodnych ograniczeri niezawodnos$ciowych wzgledem parametréw projektowych oraz
zmiennych losowych, co stanowi bardzo powazne ograniczenie przydatnosci tego podej-
Scia. W celu usprawnienia procesu optymalizacji niezawodnosciowej, Sgrensen i in. [113]
oraz Santos i in. [103] zaproponowali wykorzystanie technik optymalizacji interaktywnej.
Podejscie to, w nieco zmodyfikowanej postaci, zastosowano takze w niniejszej pracy.

7, publikacji po$wieconych budowie systemu optymalizacji niezawodno$ciowej wymienié¢
mozna prace Luo i Grandhi [77] oraz Rajagopalana i Grandhi [97], w ktérych przedstawio-
no system optymalizacji niezawodnosciowej utworzony na bazie pakietu metody elemen-
téw skoriczonych i optymalizacji ASTROS oraz oméwiono ciekawy interfejs uzytkownika
systemu. Pewne ogdlne rozwazania na temat zastosowania optymalizacji niezawodno$cio-
wej w procesie projektowania i wytwarzania konstrukeji jak réwniez architektury systemu
optymalizacji niezawodnosciowej znalez¢é mozna w pracy Schuéllera i in. [109].

Jak dotad nie ma w zasadzie prac, w ktérych rozpatrywano by optymalizacje nieza-
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wodnosciowg zlozonych konstrukeji, narazonych na utrate statecznosci globalnej. Jedyna
znang, autorowi jest praca Kogiso, Shao i Murotsu [68], w ktérej maksymalizowana jest
niezawodno$¢ Sciskanej osiowo, kompozytowej plyty. Zmiennymi projektowymi sg tu katy

wzajemnego ulozenia warstw kompozytu.



ROZDZIAL

Metody analizy niezawodnoSci
konstrukcji

2.1. Podstawowe pojecia

Rozpatrywane w pracy zagadnienia analizy niezawodnosci konstrukcji opierajg sie na
dwoch podstawowych zalozeniach. Po pierwsze zaklada sie, ze konstrukcja moze znajdo-
wacé si¢ jedynie w jednym z dwéch dopuszczalnych standéw: stanie bezpiecznym lub stanie
awarii (zniszczenia). Przez awarie nalezy tu rozumieé niespelnienie pewnego ogranicze-
nia, natozonego przez projektanta na prace konstrukcji. Tak okre$lona awaria nie musi
pociggaé za sobg zadnych tragicznych nastepstw z jakimi w potocznym rozumieniu taczy
sie czesto stlowa ‘awaria’ i ‘zniszczenie’. Drugie zalozenie dotyczy parametréw opisuja-
cych stan konstrukcji. Przyjmuje si¢, ze parametry te traktowane sa jako zmienne losowe
(w odréznieniu od proceséw losowych). Ponadto, rozpatrywane problemy analizy nieza-
wodnosci dotyczy¢ bedg tzw. niezawodnosci elementu. Przez element rozumie si¢ tu calg
konstrukeje lub jej czesé, ktérej stan okreslony jest przez jedng funkcje zniszezenia (kryte-
rium awarii). Znajomosé¢ niezawodnosci elementéw jest podstaws do systemowej analizy
niezawodnosci, gdzie stan bezpieczeristwa konstrukeji definiowany jest przez pewien uktad
stanéw wielu elementéw (zob. np. [120]). W niniejszej pracy niezawodnos¢ konstrukeji ja-
ko systemu nie bedzie jednak brana pod uwage. Na niezawodnos¢ konstrukeji sktadaja sie
nastepujace elementy:

bezawaryjnosé - zdolno$é konstrukcji do utrzymania sprawnosci w ciggu okreslonego

przedzialu czasu w okreslonych warunkach eksploatacji,

15
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zdolno$é naprawcza - przystosowanie do zapobiegania, wykrywania i usuwania uszko-

dzen,
trwalo$¢ - zdolno$¢ do dilugotrwatej eksploatacji przy nalezytej obstudze technicznej,

wlacznie z naprawami.

W niniejszej pracy niezawodnos$é¢ utozsamiaé¢ bedziemy z bezawaryjnoscia. Liczbowo defi-
niuje si¢ ja jako dopelnienie do jedynki prawdopodobietistwa awarii Py

R=1-P;. (2.1)

xs |

obszar awarii Xz < Xs . _ _
powierzchnia graniczi

g=Xr—X=0

fs (%s) Qs

\
frR(XR) fs( g:const.

obszar bezpiecznyxg > Xg

fr (XR)

Rys. 2.1. Problem niezawodnosci preta rozcigganego

Bardzo czgsto w celu przedstawienia podstawowych zagadnien analizy niezawodnosci roz-
patruje si¢ przykiad pryzmatycznego preta o wytrzymaltoscei na rozcigganie Xy rozciaga-
nego sity Xg (rys. 2.1). Zniszczenie (przekroczenie granicy plastycznosci, zerwanie) preta
nastapi gdy X < Xg. Przyjmujac, ze Xg i Xg sa nieujemnymi i niezaleznymi zmienny-
mi losowymi o funkcjach gestosci prawdopodobieristwa odpowiednio fr(xg) oraz fs(xg),
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prawdopodobienistwo zniszczenia preta obliczyé mozna z jednego z ponizszych wzoréw

Pf = ]P)[XR S Xs] = // . fR(l’R)fs(ﬁs) dl’R dl’s (22&)
= /0°° Fr(rs)fs(xs) dog (2.2b)
_ /0 11— Folen)] faler) der =1 - /O " Folen) falen) don (2.20)

gdzie Fr(zgr) = [3% fr(t) dt i Fs(zs) = [ fs(t) dt sg dystrybuantami odpowied-
nio zmiennych Xz i Xg. Graficzng reprezentacje réwnania (2.2b) pokazano na rysunku
2.2. Jak wida¢, catkowany jest iloczyn prawdopodobieristw Plzg < Xg < xg + dg] oraz
P[Xr < xg5]. W przypadku wigkszosci rozktadéw prawdopodobieristwa powyzsze catki mu-
sza, by¢ obliczane numerycznie.

|

fs(Xs)

P)[X5< X< X+ dXS

Y

PXes d— ||k Xe Xe

Rys. 2.2. Graficzna reprezentacja calki (2.2b)

Rozpatrywany problem mozna réwniez przedstawi¢ definiujac tzw. funkcje graniczng,
g(XR,Xs):XR—Xs. (23)

Mozna teraz napisaé, ze zniszczenie preta nastapi gdy g < 0, a wiec prawdopodobieristwo
zniszczenia jest réwne

Pf = FQ(O) ) (2'4)

gdzie F,(0) jest dystrybuantg zmiennej losowej g = ¢g(Xg, Xg). Powyzsze sformulowa-
nie jest szczegdlnie wygodne gdy zmienne Xy i Xg majg rozktad normalny, odpowied-
nio N(Xg,0x,) i N(X2,0x.) (z pomijalnie matym prawdopodobietistwem przyjmowania
wartosci ujemnych). W takim przypadku réwniez g ma rozklad normalny (por. dodatek

C) o wartosci $redniej ¢° = X — X§ i odchyleniu standardowym o, = (0%, + 0x,)2.
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Prawdopodobienistwo zniszczenia wyraza sie wiec nastepujaco:

0

Py = @(—i—g) —a(-0), (2.5)

gdzie ®(-) jest dystrybuantg standardowego rozkladu normalnego, a [ oznacza tzw.

wskaznik niezawodnos$ci. Wielkodci wystepujace w powyzszym wzorze przedstawiono na

rysunku 2.3. Nalezy podkresli¢, iz znak réwnosci we wzorze (2.5) postawi¢ mozna jedynie
w przypadku zmiennych gaussowskich.

iy ~
N

/ Og .
Pr = d(-B) Bag Bag

A
|

A
Y
)
Y

Rys. 2.3. Graficzna interpretacja wzoru (2.5)

W przypadku ogélnym, stan konstrukeji zaleze¢ moze od wielu parametréw losowych. Re-
prezentowaé one mogg losowe wilasnosci obcigzen, materiatu oraz geometrii konstrukcji.
Podstawowe parametry losowe grupowane bedg w wektorze kolumnowym X = {X;, Xs, ..., X,,}.
Stowo ‘podstawowe’ stuzy tu odréznieniu od zmiennych losowych charakteryzujacych za-
chowanie konstrukcji, takich jak przemieszczenia czy naprezenia. W niektérych pracach
wektor X nazywany bywa takze wektorem zmiennych bazowych. Uogdlniajac analizowa-

ny przyktad preta mozna napisaé, iz stan konstrukcji w przestrzeni realizacji « wektora

X zdefiniowany jest za pomocg losowej funkcji granicznej g(X) nastepujgco:

g(x) <0 : obszar awarii ) , (2.6a)
g(x) =0 : powierzchnia graniczna, (2.6b)
g(x) >0 : obszar bezpieczny () . (2.6¢)

Dla dwu zmiennych losowych, obszary te zostaly pokazane na rysunku 2.4. Nalezy za-
uwazy¢, ze definicja funkcji g(X) nie jest jednoznaczna. Zaréwno 3g(X) jak i [¢(X)]?
mogg by¢ uzyte jako alternatywne funkcje graniczne. Ten brak jednoznacznosci stwarzat
w poczatkowym okresie rozwoju teorii niezawodnosci konstrukeji pewne problemy.

Korzystajac z wprowadzonej definicji warunku granicznego 2.6, prawdopodobieristwo
awarili wyraza si¢ wzorem

o /g L Pxtaie, (2.7)

gdzie fx(x) = fx,. . x.(z1,...,2,) oznacza laczng gestos¢ rozkladu prawdopodobien-
stwa podstawowych parametréw losowych. Znajgc wartos¢ P, wskaznik niezawodnosci
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X2

fx(x)= cons

1

0 X

Rys. 2.4. Powierzchnia graniczna g(a) = 0, obszar bezpieczny i obszar awarii w przestrzeni
zmiennych X

zdefiniowany moze by¢ nastepujaco (zob. [81])
B=—-0""(P), (2.8)

gdzie ®71(-) jest funkcjg odwrotng dystrybuanty rozkladu normalnego. Wskaznik nie-
zawodnodci stanowi wygodng alternatywe prawdopodobienistwa awarii w ocenie bezpie-
czenistwa konstrukeji. Dla wiekszosci konstrukeji § przyjmuje wartosci pomiedzy 1 a 5 co
odpowiada prawdopodobieristwom 1.6 - 107! i 2.9 - 10~7. Ponizej w tabeli przedstawiono
prawdopodobienistwa awarii odpowiadajace wybranym warto$ciom wskaznika niezawod-
nosci. Wartosci te przyjmuje sie czesto w literaturze jako graniczne dla okreslonych klas
bezpieczenistwa (zob. np. [24,90])

3 | 32 | 37 | 42 | 47 | 52
Py=&(—p) [6.9-10711.1-107"[1.3-107° [ 1.3-107° [ 1.0- 1077

Obliczenie calki we wzorze (2.7) wiaze si¢ z trzema trudnosciami. Po pierwsze, gestosé

prawdopodobienistwa fx () moze nie by¢ dobrze znana gdyz dostepne dane statystyczne
moga by¢ niekompletne. Po drugie, sama funkcja graniczna g(X) moze zawiera¢ w sobie
pewng, niedoktadnos¢ zwiagzang, z przyjetym modelem zachowania sie konstrukeji. Po trze-
cie, nawet gdy fx(x) oraz g(X) sg dobrze znane, numeryczne catkowanie wyrazenia na
Py dla duzej liczby zmiennych losowych (n > 5) jest bardzo trudne, a najczesciej niewy-
konalne. Przyklady analizy niezawodnosci bazujace na obliczaniu catki (2.7) (zob. [130])
dotycza, jedynie prostych przypadkéw gdy funkcja graniczna dana jest w jawnej posta-
ci i nie nadajg sie do analizy rzeczywistych konstrukcji. Wplyw wspomnianych wyzej
niepewnosci zwigzanych z przyjetymi parametrami rozktadéw zmiennych losowych oraz
stosowanym modelem mozna uwzgledni¢ w oparciu o metode wnioskowania beyesowskie-
go [17,52]. Pozwala ona na uaktualnianie poczatkowych zalozen dotyczacych parametréw
rozktadéw oraz funkcji granicznej na podstawie informacji o pracy konstrukeji uzyskanych
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w péZniejszym czasie (informacje a posteriori). Umozliwia miedzy innymi otrzymanie mo-
mentow statystycznych prawdopodobienistwa zniszczenia oraz wskaznika niezawodnosci,
ktore sg funkcjami losowymi wspomnianych parametréw. W niniejszej pracy uwzglednia-
ne sg jedynie losowosci tkwigce w fizycznej naturze parametréw opisujacych konstrukeje.
Nie brano pod uwage niepewnosci statystycznych oraz modelowych, zdajac sobie sprawe,
ze otrzymane wyniki powinny byé¢ punktem wyjsécia do dalszej analizy bayesowskiej.

2.2. Wybrane miary niezawodnos$ci

2.2.1. Wskaznik niezawodnosci Cornella

Czesto w praktycznych problemach analizy niezawodnosci konstrukeji nieznane sg roz-
ktady podstawowych zmiennych losowych X. Zaklada si¢ jedynie znajomosé wektora
wartosci $rednich oraz macierzy kowariancji postaci

0 2
Xy og} P120102 -+ Pip010,
X9 21020 o2 cee Pon090.
0 2 210201 2 2n020n
0 2
X, Pni0n01  Ppa0p0s - o

gdzie X? jest wartodcig $rednia, o; odchyleniem standardowym zmiennej X;, za$ py jest
wspélezynnikiem korelacji zmiennych Xy, i X;. Rozwijajac funkcje g(X) w szereg Tay-
lora wokét wartosci $rednich oraz zachowujac dwa pierwsze wyrazy rozwiniecia funkcja
graniczna przybiera postaé
_ —~ 9g(X)
9(X) = g(X) =g(X°)+ ) o

i=1

(X; — X . (2.10)

xz=X"0

Obliczajac warto$é oczekiwang oraz wariancje zlinearyzowanej funkcji losowej g(X) do-
stajemy

CXVQ(X)

Y
x=X0 x=X"

gdzie Vg(X )’X—XO jest gradientem funkcji g(X') obliczonym dla wartosci srednich wek-
tora X. Z twierdzenia o maksymalnej entropii wynika, ze rozkladem, ktéry przy znajo-
mosci jedynie dwoch pierwszych momentéw maksymalizuje funkcjonal entropii informa-
cyjnej jest rozkltad normalny (zob. [31]). Majac zatem do dyspozycji jedynie informacje
o momentach statystycznych dane wzorem (2.9) mozna przyjaé, ze zmienne X sg typu
gaussowskiego, a co za tym idzie réwniez funkcja g(X) ma rozklad normalny. Tak wiec
prawdopodobienstwo awarii dla warunku opartego na zlinearyzowanej funkcji granicznej
ma postac

7°(X)

<- = B(~fe),  (2.13)

Plg(X) < 0] ~ Plg(X) < 0] = P 72(X)
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gdzie f¢ jest wskaznikiem niezawodnosci Cornella [13], danym jako

7°(X)
Ug(X) .

B = (2.14)
Wskaznik Cornella oznaczany jest czasem przez MVFOM | gdzie MVFOSM jest skrotem
angielskiej nazwy Mean-Value, First-Order, Second-Moment, podkreslajacej, iz zostat on
utworzony na bazie dwéch pierwszych momentéw funkeji g(X') powstalej z aproksymacji
funkeji g(X) szeregiem Taylora pierwszego rzedu, wok6t wartosci srednich. Niestety, duza,
wada wskaznika (¢ jako miary niezawodnosci jest jego zalezno$é od sformutowania funk-
¢ji granicznej. Zilustrowane to zostanie na przykladzie analizy niezawodnosci wspornika
kratowego przedstawionego na rysunku 2.5.

2 3 r 4
P P
e
>
Rys. 2.5. Wspornik kratowy

Przykilad 2.1

Wspornik sktada si¢ z siedmiu pretéw polgczonych przegubowo. Wystepujace na rysunku
oznaczenia diugosci wynosza, odpowiednio [ = 400 cm i h = 120 cm. Przyjeto geometrycz-
nie nieliniowy model zachowania konstrukcji. Modutl sprezystosci materiatu wszystkich
pretéw wynosi £ = 21000 kN/cm?. Obcigzenie stanowia dwie sily skupione P = 10 kN
przytozone do weztéw 4 i 5. Jako podstawowe zmienne losowe opisujgce konstrukeje przy-
jeto pola przekrojéw pretéw oraz mnoznik obcigzenia A. Wartosci oczekiwane, odchylenia
standardowe oraz macierz wspétczynnikéw korelacji p dane sg nastepujgco:

X, — A, [15.07 157 1.0 08 08 08 0 0 0 0
X, — A, 15.0 1.5 08 1.0 08 0.8 0 0 0 0
Xy — Ay 15.0 1.5 08 08 10 0.8 0 0 0 0
Xy= A g0 [150] 15| |08 08 08 10 0 0 0 0
Xs — As 1100/ [10l? " l0o 0 0 0 1008 0 0
Xg — Ag 10.0 1.0 0 0 0 0 0810 0 0
X — A; 8.0 0.8 O 0 0 0 0 0 10 0
Xg — A 1.0 ] 0.2] (00 0 0 0 0 0 10




22 2. METODY ANALIZY NIEZAWODNOSCI KONSTRUKCJI

Wartosci oczekiwane oraz odchylenia standardowe pél przekrojéw pretéw podano w cm?.
Warunek graniczny zdefiniowano jako warunek nieprzekraczalnosci dopuszczalnego prze-
mieszczenia pionowego ¢f wezla 5. Odpowiadajaca mu funkcja graniczna ma postac

as(X)
@

Wartoséé ¢ przyjeto réwna 4 cm. Gradient Vg(X) obliczony za pomocg metody ukladu

sprzezonego, zaimplementowanej w rozwijanym w niniejszej pracy programie PSAP-T-NL,

g(X) =1 (2.15)

Wynosi

1.205- 1072
9.731-1073
1.183-1072
9.390 - 1073
X=XO° 3.998 - 107

—3.159 -107°

—3.612-107°
| —6.451- 10"

natomiast wartos¢ funkcji granicznej g(X?) = 0.355. Na podstawie wzoréw (2.11)-(2.14)
wskaznik niezawodno$ci Cornella, oraz prawdopodobieristwo zniszczenia wynosza,:

Be=2.496,  P;=6.284-1075 . (2.16)
Obliczmy teraz ¢ dla funkcji granicznej go( X)) zdefiniowanej jako
3
3 q5(X
w(X) = (o))" = |1 - P (2.17)
5

Powierzchnia graniczna go(x) = 0 jest taka sama jak powierzchnia g(x) = 0, a co za
tym idzie identyczne sg obszary bezpieczne )y oraz awarii Q; (por. rys. 2.4). Nalezaloby
oczekiwaé, ze prawdopodobieristwo awarii odpowiadajace funkcji (2.17) bedzie takie samo
jak w przypadku funkcji (2.15). Wykonujac ponownie obliczenia dla go(X) dostajemy

45471073
3.671-1073
4.462 103
. 3.542. 1073
g(XT) =005, Vo(X)|, =1| 150810 |
~1.192 1075
—1.362-10°

| —2.433-10"

a stad
Bo =0.832, Py =2.027-107". (2.18)

¢

7 powyzszego przykltadu widaé, ze wskaznik niezawodnosci Cornella moze przybieraé réz-
ne wartosci dla réwnowaznych sformutowani powierzchni granicznej g(x) = 0. Jest to
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oczywista konsekwencja, linearyzacji funkcji granicznej w punkcie X°, gdzie g(X°) # 0.
Niejednoznacznosci tej unika sie przyjmujac definicje wskaznika niezawodnosci zapropo-
nowang, przez Hasofera i Linda (patrz punkt 2.2.3).

2.2.2. Wskaznik niezawodnosci Cornella a metoda stochastycznych elementéw
skonczonych

Po przedstawieniu metody obliczania wskaznika niezawodnosci Cornella, a przed zdefi-
niowaniem wskaznika Hasofera-Linda warto jest wspomnie¢ o sposobach obliczania praw-
dopodobienstwa awarii przy uzyciu metody stochastycznych elementéw skonczonych. Do-
datkowa, motywacja do poruszenia tego tematu jest to, iz program PSAP-T-NL posiada
zaimplementowany przez T.D. Hiena modut metody stochastycznych elementéw skoticzo-
nych (ang. skrét SFEM). Ide¢ SFEM w ujeciu perturbacyjnym (zob. [65]) zaprezentowad
mozna wychodzac od réwnania metody elementéw skonczonych dla liniowej statyki

K(X)q(X)=Q(X), (2.19)

gdzie K, q i Q sa odpowiednio: macierza sztywnosci konstrukeji, wektorem uogdlnionych
przemieszczeri oraz wektorem obcigzenn weztowych. W réwnaniu (2.19) zaznaczono za-
leznosé¢ wszystkich wystepujacych w nim wyrazéw od wektora zmiennych losowych X =
{X;},1=1,...,n. Nalezy jednak podkresli¢, ze K oraz @Q zaleza od wektora X w sposéb
jawny, natomiast q jako rozwiazanie uktadu (2.19) jest niejawng, funkcjg X. Rozwijajac
macierz K oraz wektory Q i g w szereg Taylora wokdél wartosci srednich zmiennych
losowych oraz zachowujac wyrazy rozwinigcia do drugiego rzedu wlacznie i stosujac regule
sumacyjng, wzgledem powtarzajacych sie indekséw, dostajemy

oK 1 ’K
K(X)=KX° + — X, + - AXAX, 59
) (X7 + O0z; le=x° Pt 2 0x;0x; la=x° T (2.20a)
0Q 1 °Q
_ 0 ' 1 0°Q ' '
Q(X)=Q(X") + e Xi + 5 D0 GAXAX;, (2.20b)
dq 1 0%q
X) =q(X° o Xi + 55— AX;AX; 2.2
q( ) q( ) * 0r; le=x° i T Qagjlaxj 2=X0 v Jo ( OC)

gdzie AX; = X; — X?. Podstawiajac powyzsze rozwinigcia do (2.19) i grupujac wyrazy
tych samych rzedéw uzyskuje si¢ nastepujace réwnania:

e réwnanie zerowego rzedu: jeden uklad réwnari liniowych na g(X°)

K(X°)g(X") = Q(X"), (221)
e réwnania pierwszego rzedu: n ukladéw réwnari liniowych na dq/0x;, i =1,...,n
dq 0Q 0K
KX - - > & 2.22
( ) O la=x° O0z; lz=x0 Ox; a::XOq( ) ’ ( )
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e réwnanie drugiego rzedu: jeden uklad réwnan liniowych na q® (X?)

9*Q 0K 0q *K
K(X%) ¢?(X") = —2—— - Cx 2.23
(X7) g7 (X) Ox;0x; dx; Ox; 093,-8:17]-(1 ox0 0 (2.23)
gdzie ¢¥ (X") o [0%q/(02:01;)] x_xoC7; , a C* jest macierzg kowariancji zmiennych lo-

sowych!). Réwnanie (2.23) otrzymane zostalo przez przemnozenie czlonéw drugiego rzedu
przez Cff i zsumowanie. Umozliwia to uzyskanie jednego ukladu réwnan na ¢ (X") za-
miast n(n 4+ 1)/2 uktadéw réwnan na 9*°q/(0z;0x;) (uwzgledniajac symetrie macierzy
drugich pochodnych). Wykonujac nastepnie operacje wartosci sredniej i kowariancji na
wyrazach wektora uogdlnionych przemieszczeri g dostajemy ostatecznie przyblizenie dru-
giego rzedu wektora wartosci $rednich

1 0%q

@ = aX") + 5 el = aX) + V(XY (224
A g 1=
oraz przyblizenie pierwszego rzedu macierzy kowariancji
Jq; dg;
COV(qi’qj> B 0xy la=x° a—SL’Jl m:XOCﬁ ) (225>

Podsumowujac mozna powiedzie¢, ze wynikiem dzialania programu SFEM w ujgciu per-
turbacyjnym sa wartos$ci oczekiwane oraz macierz kowariancji uogélnionych przemiesz-
czen, a co za tym idzie odksztalcen i naprezen w elementach.

Nasuwa sie pytanie, jak wykorzysta¢ te wyniki w obliczeniach niezawodnos$ciowych? Bar-
dzo czesto funkcja graniczna, zapisywana umownie jako funkcja podstawowych zmiennych
losowych ¢(X), nie jest jawna funkcjg zadnej zmiennej X; i mozna jg zapisa¢ w posta-
ci 9(q(X)) = g(q). Mozna wtedy, dysponujac wynikami z programu SFEM przeniesé
zadanie obliczenia prawdopodobieristwa zniszczenia z n-wymiarowej przestrzeni X do
m-wymiarowej przestrzeni q, gdzie m jest wymiarem wektora q. Postepujac dalej analo-
gicznie jak w przypadku wskaznika niezawodnosci Cornella (por. (2.10)—(2.14)) dostajemy

— Jg(q)

gla) ~gla) =gla") + D —5 = (a—d). (2:26)
g'(q) ~g'(a) = g(d") . (2.27)
o5(q) ~ o5(q) = Ve'(a)| __CaVela)| _, (2:28)

gdzie Vg(q) ‘q:qo jest gradientem funkcji g(q), a C, macierza kowariancji (2.25) o wymia-
rach m x m. Ostatecznie, wskaznik niezawodno$ci oraz prawdopodobienistwo zniszczenia
beda mialy postac

=0

DSymbol X, w odréznieniu od (2.9), umieszczony jest u géry dla wygody zapisu.
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Skrét SFEM w powyzszym oznaczeniu stuzy podkresleniu, ze SZ™ jest ‘mutacjg’ wskaz-

nika Cornella uzyskang przy pomocy metody stochastycznych elementéw skoniczonych.
Tak zdefiniowana miara niezawodno$ci wymaga jednak krytycznej oceny:

e metoda perturbacji drugiego rzedu zastosowana do otrzymania wyrazen na wielkosci
srednie oraz macierz kowariancji wektora uogélnionych przemieszczeni jest wystar-
czajacym przyblizeniem jedynie w przypadku malych wspétczynnikéw zmiennosci
zmiennych losowych X (przyjmuje sie, ze max v < 20%).

e wskaznik (2.29); posiada wszystkie wady wskaznika niezawodnosci Cornella: nie-
inwarianto$¢ w przypadku réwnowaznych sformutowan powierzchni granicznej, nie
uwzglednianie informacji o typach rozkltadéw zmiennych losowych (zaktadanie nor-
malnosci zmiennych X, q oraz g(q)).

e ciaggle jeszcze nie ma zbyt wielu komercyjnych pakietéw SFEM. Zakladajac, ze
mamy taki program do dyspozycji i nie mamy dostepu do jego wersji Zrédlowej
trudno wyobrazi¢ sobie sytuacje, iz program ten nie dostarcza informacji na temat
pochodnych 9q(X)/dx; umozliwiajac policzenie wskaznika Cornella bezposrednio
ze wzoru (2.14). Udogodnienie wynikajace z tatwego policzenia wystepujacego we
wzorze (2.28) gradientu Vg(q)}q:qO (g jest jawng funkcja q) jest w rzeczywistosci
malo istotne.

7 innych pomystéw na wykorzystanie SFEM w analizie niezawodnosci konstrukeji warto
wspomnie¢ zaprezentowana w pracy [91] tzw. metode W-SOTM (Weibull-Second-Order
and Three-Moment method). Zaklada sie w niej znajomosé trzech momentéw statystycz-
nych zmiennych losowych (wartosci srednich, wariancji oraz skosnosci) oraz podobnie jak
w SFEM rozwija si¢ funkcje graniczna wokét wartosci $rednich w szereg Taylora do dru-
giego rzedu wiacznie. Po obliczeniu wektora przemieszczen oraz wrazliwosci przemieszcezen
pierwszego i drugiego rzedu otrzymuje si¢ warto$é¢ srednig, wariancje oraz skosnosé odste-
pu bezpieczeristwa Y = g(X). Przyjmujac, ze Y ma rozklad Weibulla (por. dodatek C)
prawdopodobienistwo zniszczenia obliczane jest z dystrybuanty (C.24) tego rozktadu jako
Py = Fy(0). Mozliwo$¢ lepszej reprezentacji zmiennych losowych o réznych rozkladach
prawdopodobienistwa dostaje sie jednak kosztem dokladniejszej informacji statystycznej
oraz konieczno$ci obliczania wrazliwosci drugiego rzedu.

2.2.3. Wskaznik niezawodnosci Hasofera-Linda

Wskaznik niezawodnosci (2.5) oraz wskaznik Cornella (2.14) w przypadku zmiennych
niezaleznych (macierz C x diagonalna) maja prostg interpretacje geometryczng. Wracajac
do przedstawionego w punkcie 2.1 przykladu preta rozcigganego i wprowadzajac nowe

zmienne standaryzowane Ug oraz Ug, zdefiniowane jako
Xp— X0 Xg— X3
Up =11 Ug = —>—5 (2.30)

UXR UXS

powierzchnia graniczna (2.3) przybiera postac

G(UR,Us):URUXR—Usaxs—i-(X%—Xg) y (231)
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a powierzchnia graniczna G(ug,us) = 0 dana jest réwnaniem
UROx, — UsOxs + (Xp— X9)=0. (2.32)

Odleglo$¢ powierzchni granicznej (w rozpatrywanym przykladzie, prostej granicznej) od

poczatku ukladu [ug, us] wynosi (zob. rys. 2.6)

[ X7k — X3

)
/ 2 2
Ox, T 0x,

a wige dla X% > X9 jest ona réwna wskaznikowi niezawodnosci danemu w réwnaniu
(2.5). W przypadku zlinearyzowanej funkcji granicznej (2.10) odlegto$¢ ¢* powierzchni
g(x(u)) = 0 od poczatku uktadu wspéhrzednych w przestrzeni zmiennych standaryzowa-
nych U (gaussowskiej przestrzeni standardowej) wynosi (por. (2.14))

l9(X")]

(A0 )

=1

5 = (2.33)

0 =

(2.34)

Us‘

obszar awarii
AY:

powierzchnia graniczna
h= URJXR_ Usaxs+ (X: —Xg ) =0

obszar bezpieczny
As

Rys. 2.6. Interpretacja geometryczna wskaznika niezawodnosci (2.5)

Zatem w szczeg6lnym przypadku liniowej funkcji granicznej, warto$é bezwzgledna wskaz-
nika niezawodnosci, zdefiniowanego jako ¢°/o,, réwna jest odlegloéci powierzchni gra-
nicznej od poczatku uktadu wspétrzednych w przestrzeni U. Tak wiec dla liniowej funkcji
granicznej danej réwnaniem

(U) =a"U + ag (2.35)
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odleglo$¢ od poczatku uktadu oraz wskaznik § majg postacé

|ao|

ala

0 =

, B =sign[l(0)]5* . (2.36)

7 powyzszej definicji wynika, ze 5 > 0 wtedy gdy g(X") > 0.

Zaprezentowana analogia geometryczna wykorzystana zostala w definicji wskaznika nieza-
wodnodci Hasofera i Linda [53]. Pokazali oni, ze problem braku niezmienniczosci, charak-
terystyczny dla wskaznika Cornella, moze by¢ rozwigzany przez rozwiniecie funkeji g(X)
w szereg Taylora wokot punktu lezgcego na powierzchni granicznej. Poniewaz alternatyw-
nym sformulowaniom funkcji granicznych odpowiada ta sama powierzchnia graniczna,
to linearyzacja pozostaje niezmiennicza w stosunku do réwnowaznych sformutowan. Ja-
ko punkt linearyzacji wybrano punkt lezacy najblizej poczatku ukladu wspétrzednych
w gaussowskiej przestrzeni standardowej U. W przypadku znajomodci jedynie wektora
wartosci srednich oraz macierzy kowariancji (2.9) transformacja z przestrzeni X do U ma
postaé (por. [28])

U=L'D'(X - X", (2.37)

gdzie D = [ox,]| jest macierzg diagonalng z odchyleniami standardowymi zmiennych
losowych na przekatnej, a L jest macierzg trdojkatng dolng otrzymang z dekompozycji
Cholesky’ego (zob. [41]) macierzy wspétezynnikéw korelacji p = p;; taka, ze p = LL™.
Punkt linearyzacji nazywany jest punktem projektowym (ang. design point) i oznaczany
jest jako u*, a w przestrzeni X jako x*. Ze wzgledu na osiows, symetrie przestrzeni U jest
to punkt, ktéremu odpowiada najwieksza wartos¢ funkcji gestosci prawdopodobieristwa
sposréd punktéw lezacych w obszarze awarii (zob. rys. 2.7), co tlumaczy wybdér wlasnie
tego punktu do linearyzacji. Definiuje si¢ go nastepujaco:

[l = Gr(m)lgOHUH =0, (2.38)

gdzie G(U) = g(X° + DLU) jest przetransformowana do przestrzeni U funkcja gra-
niczng, a ||-|| norma euklidesowa. Korzystajac z powyzszej definicji oraz przedstawionej
wczesniej analogii geometrycznej wskaznik niezawodnosci Hasofera-Linda dany jest jako

[ = sign[G(0)] 6" . (2.39)
Prawdopodobieristwo zniszczenia stowarzyszone ze wskaznikiem (2.39) wynosi
Py =o(-p) . (2.40)

Wskaznik Hasofera-Linda oznaczany jest czasami w literaturze przez (57°*M, gdzie FOSM
jest skrétem angielskiej nazwy First-Order, Second-Moment. Znalezienie punktu projekto-
wego u* jest zadaniem programowania nieliniowego z ograniczeniami. W wykorzystywa-
nym w pracy pakiecie analizy niezawodnosci COMREL [12] do lokalizacji punktu proje-
ktowego uzywany jest, oméwiony w dodatku A.2, algorytm Abdo-Rackwitza-Fiesslera [1].
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A
V7]
obszar awarii
A¢
—_—
obszar bezpieczny u
A S Jﬁzﬁ
Ul‘
0 Gs(u)=0
G, ( u ) =0
Gy(u)=0

Rys. 2.7. [ - wskaznik niezawodno$ci Hasofera-Linda, u* - punkt projektowy

7. definicji wskaznika Hasofera-Linda jako odlegtosci od powierzchni granicznej wynika
podstawowa jego wada, a mianowicie to, ze wieksza wartos¢ ( nie musi oznaczaé wcale
mniejszego prawdopodobienistwa awarii. Jak wida¢ na rysunku 2.7, funkcjom granicz-
nym Gy, G5 i G5 odpowiada ten sam wskaznik niezawodnosci pomimo wyraznie réznego
ksztaltu odpowiadajacych im obszaréw awarii. Jednak doktadnosé¢ wynikéw otrzymywa-
nych przy uzyciu wskaznika Hasofera-Linda jest czesto wystarczajaca dla potrzeb prak-
tycznych i dlatego zyskal on duza popularno$é jako miara niezawodnodci, szczegdlnie
w potaczeniu z metodami transformacji wykorzystujacymi pelng informacje o rozktadach
zmiennych podstawowych X.

Przykiad 2.2

Dla danych z przyktadu 2.1 na stronie 21 i funkcji granicznej (2.15) obliczono wskaznik
niezawodno$ci Hasofera-Linda oraz odpowiadajace mu prawdopodobienistwo zniszczenia.
Wynosza one odpowiednio

8 =2237, Pr=1.266-10"%. 2.41
!
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Wspéhrzedne punktu projektowego w przestrzeni U i X wynosza,

[ —1.2070 13.1894
—0.3768 13.2124
—0.2597 13.1914

e | 01570 e | 13:2159
—0.0003 | 9.9997
0.0003 10.0000
0.0001 8.0001
| 1.8197 | | 1.3639 |

Zgodnie 7z intuicja, awaria w postaci przekroczenia dopuszczalnego przemieszczenia we-
zta 5 (por. rys. 2.5) wystgpila w przypadku realizacji wartosci mnoznika obcigzenia
(zmienna losowa Xg) wiekszej od jego wartosci $redniej oraz realizacji wartosci pdl prze-
krojéw pretéw 1-4 (zmienne losowe X;—X,) mniejszych od swoich wartosci $rednich.

2.3. Metody wykorzystujace informacje o rozkltadach prawdopo-
dobienstwa

Przedstawione dotgd metody analizy niezawodnosci konstrukeji nie wykorzystywaly wie-
dzy na temat typow rozktadéw prawdopodobieristwa podstawowych zmiennych losowych.
Zakladano znajomosé jedynie wartosci srednich oraz macierzy kowariancji, co zgodnie
z twierdzeniem o maksymalnej entropii implikowalo traktowanie zmiennych jako normal-
ne. Czesto jednak dostepne sg dodatkowe informacje statystyczne pozwalajace doktadniej
opisa¢ rozktady prawdopodobienistwa. Poza tym, typy rozkladéw niektoérych parametréw
losowych odbiegaja znacznie od rozkladu gaussowskiego i przyjecie zalozenia o ich nor-
malnodci prowadzi¢ moze do grubych bledéw w ocenie bezpieczenistwa konstrukeji. Bardzo
czesto wyraznie niegaussowski charakter maja obcigzenia atmosferyczne. Obcigzenia takie
jak wiatr, $nieg, prady i fale morskie oddzialywaja na konstrukcje ze zmienng w czasie in-
tensywnoscig 1 powinny by¢ traktowane jako procesy losowe [3,90]. Mozna jednak czasem
traktowac¢ je jako zmienne losowe o rozkladach prawdopodobieristwa odpowiadajgcych
rozkladom maksiméw tych obcigzen w danym (dlugim) przedziale czasu. Przyktadami
takich rozktadéw sa oméwione w dodatku C rozklady Gumbela i Frecheta.

Z metod wykorzystujacych pelny opis probabilistyczny zmiennych losowych (ang. full-
distribution reliability methods) oméwione zostang metody FORM i SORM oraz wybrane
metody symulacyjne. Przedstawione zostang, charakterystyczne wlasnosci gaussowskiej
przestrzeni standardowej U oraz zaprezentowana bedzie, kluczowa dla wspomnianych
metod, transformacja z przestrzeni X do U.

2.3.1. Wiasnoéci gaussowskiej przestrzeni standardowej U

Gaussowska przestrzen standardowa zdefiniowana jest jako zbidr realizacji niezaleznych,
standaryzowanych zmiennych normalnych U o zerowych wartosciach srednich oraz jed-
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nostkowej macierzy korelacji I, z taczng, gestoscig rozkladu prawdopodobienistwa postaci

n

a0, 1) = [ olws) = ﬁ % exp [—%u?] _ (2;)” exp [—%uTu} C(242)

i=1 i=1

Rys. 2.8. Laczna gestosé prawdopodobienistwa standardowego rozkladu normalnego

Przestrzen ta ma szereg istotnych wiasnosci:

1.

Osiowa symetria - warstwice funkcji (2.42) tworzg wspélérodkowe hipersfery (dla
dwu zmiennych, okregi) wokét poczatku ukltadu wspétrzednych.

. Funkcja gestosci prawdopodobieristwa maleje wyktadniczo z kwadratem odlegtosci

od poczatku uktadu.

. Dla zadanego u; = b, warunkowa gestos¢ rozkladu prawdopodobieristwa pozosta-

lych zmiennych jest rowniez gestoscig standardowego rozktadu normalnego. Ozna-
cza to, ze funkcja gestosci prawdopodobienistwa w hiperplaszczyZznie wyznaczonej
przez u; = b maleje wykladniczo wraz z kwadratem odlegloéci od osi u; (zob. rys.
2.8). Z wlasnosci osiowej symetrii wynika, ze dla dowolnej hiperplaszczyzny funk-
cja gestosci maleje wykladniczo wraz z kwadratem odleglosci od punktu bedacego
rzutem poczatku uktadu wspélrzednych na te hiperptaszczyzne.

Prawdopodobieristwo zdarzenia polegajacego na tym, ze realizacja u wektora U
nalezy do podprzestrzeni u; > b wydzielonej przez hiperplaszczyzne u; = b wynosi
O(—b), gdzie ®(-) jest dystrybuantg standardowego rozkladu normalnego. Podobnie
jak w punkcie 3, z wlasnosci symetrii osiowej wynika, iz w przypadku podprzestrze-
ni wydzielonej przez dowolng hiperptaszczyzne (niekoniecznie prostopadla do jednej
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z osi), prawdopodobieristwo, ze realizacja u nalezy do podprzestrzeni nie zawiera-
jacej u = 0 wynosi ®(—b), gdzie b jest odleglodcig hiperptaszczyzny od poczatku
uktadu wspétrzednych.

2.3.2. Transformacja do przestrzeni U

Transformacja podstawowych zmiennych losowych do gaussowskiej przestrzeni standardo-
wej, U = T'(X), musi zapewnia¢ réwnowaznos¢ sformutowania problemu niezawodnosci.
Prawdopodobienistwo zniszczenia zdefiniowane w przestrzeni X musi by¢ réwne prawdo-
podobienistwu zdefiniowanemu w przestrzeni U

Pr= | fx(z)dx = Hgo w;) duyduy . . . du, (2.43)
Qy Ari=1

gdzie fx(x) jest laczng gestoscig prawdopodobienstwa zmiennych podstawowych, € jest
obszarem awarii w przestrzeni X', a Ay jest obszarem awarii w przestrzeni Y. Transfor-
macje tych obszaréw mozna zapisa¢ symbolicznie jako

Qr={z: g(x) <0} —— Ar={u: G(u) <0} . (2.44)
Powierzchnia graniczna transformuje sie nastepujaco:

g@)=0 —— g[T ' (u)] =G(u)=0. (2.45)

Jedli zmienne X majg rozklad normalny (lecz nie standardowy), przedstawiona przy
okazji omawiania wskaznika Hasofera-Linda transformacja liniowa (2.37) spelia warunek
(2.43). W przypadku zmiennych niegaussowskich transformacja U = T'(X ) ma charakter
nieliniowy. I tak, dla niegaussowskich zmiennych niezaleznych ma ona postac

up = '[Fx,(z;)] i=1,...,n, (2.46)

gdzie @71 jest funkcja odwrotng do dystrybuanty standardowego rozkladu normalnego,
a Fx, jest dystrybuantg rozkladu zmiennej X;.

Dla ogdlnego przypadku niegaussowskich, zaleznych zmiennych losowych Hohenbichler i
Rackwitz [55] zaproponowali uzycie tzw. transformacji Rosenblatta [101] postaci

Bur) = Hi(oy) = Flen) = [ A0 (2.472)

D(ug) = Hy(wa|71) = : % dt (2.47b)
o . i fi(xl,xg,...,xi_l,t)

O(u;) = Hi(wilwy, w2, .., 051) = ot ) dt (2.47c)

dla t1=1,...,n,
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gdzie f;(x1, o, ..., x;) oznacza gestosé prawdopodobienstwa rozktadu brzegowego

filzy, o, ... xy) :/ / fx(z1,29,...,2,) do;deigs .. dx, . (2.48)

Transformacja (2.47) jest wygodna w uzyciu jezeli znane sg rozktady warunkowe H; lub
jesli znana jest tgczna gestos$é rozktadu zmiennych X. Latwo sprawdzi¢, ze dla zmiennych
niezaleznych transformacja Rosenblatta redukuje si¢ do (2.46). Nalezy jednak zauwazy¢,
ze przedstawiona transformacja nie jest jednoznaczna i moze zaleze¢ od uporzadkowania
zmiennych w wektorze X . Tak jak to zostalo pokazane w pracy [55], konsekwencjg tej nie-
jednoznacznosci moga by¢ rézne postacie powierzchni granicznej G(u) = 0, a co za tym
idzie rézne lokalizacje punktu projektowego i w konsekwencji rézne wartosci prawdopo-
dobienstwa awarii. W takiej sytuacji powinno si¢ przeanalizowaé wszystkie n! ustawienia
wektora X 1 wybra¢ ten punkt projektowy, ktéry lezy najblizej poczatku uktadu. Dla
duzych n jest to zadanie bardzo czasochtonne obliczeniowo, jesli w ogéle wykonalne.

2.3.3. Metoda analizy niezawodno$ci pierwszego rzedu (FORM)

W gaussowskiej przestrzeni standardowej U calka opisujgca prawdopodobienistwo znisz-
czenia ma postac

Py = /A on(u) du (2.49)

gdzie p,(u) oznacza lgczna, gestosé standardowego, normalnego rozktadu prawdopodo-
bieristwa (2.42). Jak to juz wspomniano przy okazji definiowania wskaznika niezawodnosci
Hasofera-Linda (por. 2.2.3), punktowi lezacemu najblizej poczatku uktadu wspétrzednych
sposréd punktéw tworzacych obszar awarii odpowiada najwieksza warto$é funkeji (2.42).
Wymnika z tego, ze realizacje zmiennych losowych odpowiadajace punktowi projektowe-
mu z* = T~ (u*) opisujg najbardziej prawdopodobng realizacje uktadu konstrukcyjnego,
ktéra prowadzi do awarii. Ponadto z uwagi na whasnosci 2 i 3 przestrzeni U (por. punkt
2.3.2), funkcja gestosci prawdopodobienistwa maleje wykladniczo z kwadratem odleglosci
w kierunku promieniowym od punktu projektowego, jak réwniez w plaszczyZnie stycz-
nej do powierzchni granicznej w punkcie projektowym. Stad tez, najwigkszy wplyw na
warto$¢ prawdopodobienistwa awarii wyrazona, wzorem (2.49) ma obszar znajdujacy sie
w sasiedztwie punktu projektowego, wyrdézniony na rysunku 2.9 ciemniejszym kolorem.
Zaktada si¢, ze powierzchnia graniczna nie jest silnie nieliniowa i nie posiada innych punk-
téw projektowych (miniméw lokalnych zadania (2.38)) znajdujacych sie w mniej wiecej
w takiej samej odlegtosci co u* (zob. [18,112] oraz dodatek A.2.2 — metody postepo-
wania w przypadku wielu punktéw projektowych). Powyzsze spostrzezenia przemawiaja,
za tym, ze dobre przyblizenie prawdopodobienistwa zniszczenia mozna uzyskaé¢ zastepu-
jac powierzchnie graniczng inng powierzchnia, ktéra dobrze aproksymuje powierzchnie
oryginalng w sasiedztwie punktu projektowego.

W metodzie analizy niezawodnosci pierwszego rzedu (oznaczanej jako FORM od angiel-
skiej nazwy First Order Reliability Method) powierzchnia graniczna G(u) = 0 zastapiona
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Ay,

JAY
@ (u,0,1 ) = const

" obszar o najwigkszym
udziale w P
o
ﬁ G(u)=0 ——
N ”l
A I(u)=0

Rys. 2.9. Przyblizenie pierwszego rzedu

jest hiperptaszczyzna, styczng do G(U) w punkcie projektowym (zob. rys. 2.9). Réwnanie
hiperplaszczyzny ma postac

U)=-a"U+3, (2.50)

—~

gdzie a jest wektorem jednostkowym o kierunku przeciwnym do gradientu funkcji G(U)
w punkcie ©*, danym jako
VGU)
a=———"+ : (2.51)
VGO e
a (3 jest wskaznikiem niezawodno$ci Hasofera-Linda, zwigzanym z odlegloscig od poczatku
uktadu wspéhrzednych 0* poprzez réwnanie (por. (2.36) i (2.39))

B = sign[G(0)] [lu"]| . (2.52)

Wykorzystujac réwnanie hiperplaszczyzny (2.50), wskaznik niezawodnosci § mozna wy-
razi¢ za pomocg wektora a jako
f=aru". (2.53)

Powyzszy wzér podkresla fakt, iz prosta normalna do powierzchni granicznej w punkcie
projektowym przechodzi przez poczatek uktadu. W odréznieniu od wskaznika niezawod-
nosci zdefiniowanego w punkcie 2.2.3, wskaznik (2.53) uwzglednia informacje o rozkta-
dach prawdopodobieristwa zmiennych losowych przez wykorzystanie opisanej wczesniej
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transformacji (2.47). Na podstawie wlasnosci 4 gaussowskiej przestrzeni standardowej
przyblizenie pierwszego rzedu prawdopodobieristwa awarii ma postac

P = o(=0) . (2.54)

Wystepujacy we wzorze (2.54) wskaznik niezawodnosci moze by¢ interpretowany jako
przyblizenie pierwszego rzedu $cistej wartoéci 5 danej wzorem (2.8). Przyblizenie to jest
tym lepsze im bardziej réwnanie powierzchni G(u) = 0 zblizone jest do réwnania hiper-
plaszczyzny (im mniejszy jest wpltyw czlonéw nieliniowych). Nieliniowosci mogg wynikaé
z samej postaci funkcji granicznej w przestrzeni oryginalnej jak rowniez z transformacji
do przestrzeni U. Zazwyczaj dobrym oszacowaniem biedu popelianego przy stosowa-
niu metody FORM jest poréwnanie wynikéw z metods aproksymacji drugiego rzedu
SORM, oméwionej w punkcie 2.3.4. Jednak wieloletnie do$wiadczenia w stosowaniu me-
tody FORM potwierdzily, iz uzyskiwana przy jej pomocy aproksymacja prawdopodobieni-
stwa awarii jest wystarczajaca z punktu widzenia analizy niezawodnosci szerokiej klasy
konstrukeji inzynierskich.

Przykiad 2.3

Kontynuujac przyklad analizy niezawodno$ci wspornika kratowego, opis stochastyczny
konstrukcji z przykladu 2.1 (wektor wartosci rednich i macierz kowariancji) uzupetiony
zostal o informacje o typach rozkladéw prawdopodobienistwa zmiennych losowych. Przy-
jeto, ze pola przekrojéw pretéw (zmienne X;—X7) majg rozktad logarytmiczno-normalny,
natomiast mnoznik obcigzenia (Xg) modelowano kolejno jako zmienng losows, o rozkla-
dzie: jednostajnym, normalnym, logarytmiczno-normalnym, Gumbela oraz Frecheta. Na
rysunkach 2.10 i 2.11 przedstawiono poréwnanie wartosci wskaznikéw [ oraz odpowiada-
jacych im prawdopodobienstw zniszczenia dla réznych wartoséci odchylenia standardowego
mnoznika obcigzenia. Obliczenia wykonano przy pomocy programu analizy niezawodno-
sci COMREL [12] bedacego czescig rozwijanego w ramach pracy pakietu OPTIREL.
7 przedstawionych wykreséw widaé, iz wrazliwo$é otrzymywanych wynikéw na przyjety
typ rozktadu prawdopodobieristwa zmienia si¢ znacznie w zaleznosci od wielkosci odchy-
lenia standardowego. Widac¢ tez, jak istotnym zagadnieniem w analizie niezawodno$ci jest
przyjecie prawidlowego opisu stochastycznego. Niekompletne dane statystyczne oraz nie-
wiasciwie przyjete zalozenia dotyczace rozkladéw prawdopodobienstwa moga prowadzié
do powaznych réznic w ocenie bezpieczenstwa konstrukeji. Jesli w rzeczywistosci obcigze-
nie ma rozklad Gumbela, to przyjecie zalozenia o normalnosci mnoznika obcigzenia (tak
jak sie to de facto robi w metodach bazujacych na znajomosci jedynie dwéch pierwszych
momentéw) prowadzi, dla oy, = 0.2, do uzyskania prawie dwukrotnie mniejszej wartosci
prawdopodobienistwa awarii. <»
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Rys. 2.10. Wskaznik niezawodnosci dla réznych rozktadéw prawdopodobieristwa oraz wartosci
odchylenia standardowego mnoznika obciazenia
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Rys. 2.11. Prawdopodobienistwo awarii dla réznych rozkladéw prawdopodobieristwa oraz war-
tosci odchylenia standardowego mnoznika obciazenia
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2.3.3.1. Wrazliwosé wskaznika niezawodnosci w metodzie FORM Bardzo duza
zaletg metody FORM jest to, iz umozliwia ona obliczenie wrazliwosci wskaznika nieza-
wodno$ci na zmiane dowolnych wystepujacych w opisie zadania parametréw praktycz-
nie bez potrzeby dodatkowych obliczen. Znajomosé (oraz tatwosé uzyskania) wrazliwosci
wskaznika [ ma kluczowe znaczenie w optymalizacji niezawodnosciowej. Moze tez by¢
przydatna w lepszym zrozumieniu pracy konstrukcji, jak réwniez stanowi¢ cenng, infor-
macje w interaktywnych systemach optymalizacyjnych.

Wrazliwosé wskaznika niezawodnosci na wspotrzedne punktu projektowego u* dostepna
jest bezposrednio ze wzoru (2.53) i ma postaé

op

8ul- u=u*

= q; i1=1,...,n. (2.55)

Jak wida¢, wektor a (por. (2.51)) moze by¢ traktowany jako wzgledna miara znaczenia
zmiennych standaryzowanych. Wigksza wartos¢ «; oznacza wigkszg wrazliwosé 3 lub Py
na zmienng U;. Wrazliwo$¢ wskaznika niezawodno$ci na potozenie punktu projektowego
x* w przestrzeni oryginalnej dana jest wzorem

0 = ou; =
6 — Zlaj 8ZZ = ZlOéiji
J= J=

8@-
gdzie J = [Ou;/0z;] jest macierzg jakobianu transformacji U = T'(X). Korzystajac
z definicji (2.52) oraz wzoru (2.55) wrazliwos¢ wskaznika niezawodnosci na parametry
rozkladéw prawdopodobieristwa zmiennych losowych € dana jest jako (zob. [4,56])

9 _ -, OLX.0)
i 5O

i=1,....n, (2.56)

T=x* T=x* r=x*

0 7 P SRR (2.57)

gdzie mg jest wymiarem wektora 6, a przez zapis U; = T;(X,0) w sposéb symboliczny
podkreslono zaleznosé transformacji od parametréw rozkladéw. Przedstawiajac funkcje
graniczng, jako g(X,n), gdzie n jest wektorem parametréw deterministycznych, wrazli-
wos¢ 3 na parametry funkcji granicznej ma postac

9 1 ay(X.m)
o ING@H on le—ar

i=1,...,my,. (2.58)
Zarowno dla parametréw typu 0 jak i n wrazliwo$¢ przyblizenia pierwszego rzedu praw-
dopodobienstwa awarii dostaje sie rézniczkujac réwnanie (2.54)

dPp o
Opi Opi

=—p(0) t=1,...,mg+my . (2.59)

gdzie p = {0,n}, a p(-) jest funkcja gestosci standardowego rozktadu normalnego.

Jak to zostanie pokazane na wielu przykladach w rozdziale poswieconym optymalizacji
niezawodno$ciowej, do obliczenia gradientéw ograniczen niezawodnosciowych potrzebna
jest znajomos¢ wrazliwosci wskaznika [ na parametry rozkladéw prawdopodobieristwa
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oraz parametry funkcji granicznej ¢g. Jako zmienne projektowe zadania optymalizacji mo-
gg by¢ bowiem wybrane wartosci srednie i odchylenia standardowe rozktadéw zmiennych
losowych, a takze parametry deterministyczne nie wchodzace do opisu stochastycznego
konstrukcji.

Zmajomosé¢ wrazliwosci wskaznika niezawodnosci moze by¢ réwniez pomocna w optymali-
zacji interaktywnej do prognozowania trendéw procesu optymalizacji oraz we wstepnych
studiach przy budowaniu modelu stochastycznego. W celu lepszej interpretacji oraz po-
rownania wartosci otrzymywanych wrazliwosci wygodnie jest wprowadzi¢ znormalizowa-
ng miare wrazliwosci, tzw. elastyczno$é wskaznika niezawodnodci (z ang. ‘elasticity of the
reliability index’, zob. [34,104]) postaci

op Di
Si=
5pz’ 3

i=1,...,mg+my. (2.60)

S; mozna interpretowaé jako procentows, zmiang (3 przy zmianie parametru p; o 1%.
Zmnajomo$¢ wektora elastycznosci umozliwia ewentualng redukcje liczby zmiennych lo-
sowych przyjetych do opisu konstrukeji. Jesli np. elastyczno$é¢ wskaznika niezawodnosci
ze wzgledu na odchylenie standardowe zmiennej X; jest mala w poréwnaniu do innych
elastycznosci, to mozna uznaéd, iz wplyw X; na wartos¢ prawdopodobieristwa zniszcze-
nia jest niewielki i traktowac¢ jg w kolejnych obliczeniach jako parametr deterministycz-
ny. Decyzje o redukcji modelu stochastycznego utatwi¢ mogg takze, zdefiniowane przez
Madsena [79], tzw. wspétczynniki wrazliwosci pominiecia (ang. omission sensitivity fac-
tors) bedace stosunkiem wskaznika niezawodnosci obliczonego po zastapieniu niektérych
zmiennych losowych przez wartosci deterministyczne do wskaznika niezawodnosci obli-
czonego dla wyjsciowego modelu stochastycznego. W przypadku zmiennych niezaleznych
wspétezynnik wrazliwo$ci pominigcia ma postaé

Blxices B — @ ' [Fx,(zd)]
(pd) — K= ~ X
f}/l(xz) 6 ﬁ 1 —Oé2 ’

7

(2.61)

gdzie /6} X—gd 0ZNACZA wartos¢ wskaznika [ otrzymang po zastgpieniu zmiennej losowej
7

X; wartoscig deterministycznag x¢.

Przykiad 2.4

Dla danych jak z przyktadu 2.1 (funkcja graniczna (2.15)) oraz przy zalozeniu rozkladu
logarytmiczno-normalnego dla pdl przekrojéw oraz Gumbela dla mnoznika obcigzenia
wskaznik niezawodnosci i odpowiadajace mu prawdopodobienistwo awarii wynosza

B =1.984499, P; =0.02360002 , (2.62)

natomiast wektor a, oraz wektory wrazliwosci oraz elastycznosci na odchylenia standar-
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dowe zmiennych losowych maja postaé

[ 3.2490-107! ] [ —5.2499-1072 ] [ —3.9682 - 1072 ]
1.0126 - 10! —4.1942 - 1072 —3.1703 - 102
6.9661 - 1072 —5.1502 - 1072 —3.8928 - 1072
o — 4.2227 - 1072 0B | —4.0347-107* g_ —3.0497 - 1072
N 9.5990-107° |’ dox | —2.3290-107° |’ 7 | —1.1736-107°
—1.0337-107* —1.7136 - 107° —8.6350 - 10~¢
—2.2472 - 107° —2.7868 - 1076 —1.1234-10°¢

| —9.3678 - 107" | I —5.8689 | | —5.9147- 107" |

7. powyzszego widaé, ze elastycznosci odpowiadajace odchyleniom standardowym pdl
przekrojéw pretéw 5-7 (por. rys. 2.5) sg o kilka rzedéw wielkosci mniejsze od pozostatych
wyrazow wektora S. Mozna wiec, jako nie majace wplywu na warto$é¢ prawdopodobieri-
stwa awarii, zastgpi¢ zmienne losowe X;—X; przez ich wartosci srednie. Zredukowany
model stochastyczny zadania dany bedzie wtedy nastepujaco

X1 — Aj rozkt log-normalny 15.0] [1.5] (1.0 0.8 0.8 0.8 0
X9 — Aj rozkt. log-normalny 15.0 1.5 0.8 1.0 0.8 08 0
X5 — A rozkt. log-normalny X% = [15.0| ox = |1.5| p= |0.8 0.8 1.0 0.8 0
X4 — Ay rozkt log-normalny 15.0 1.5 0.8 08 0.8 1.0 0
X5 — A\ rozkl. Gumbela 1.0 0.2 O O0O 0 0 10

Wskaznik (i prawdopodobienistwo awarii dla tak zmodyfikowanego zadania niezawodno-
$ci wynosza, odpowiednio

B =1.984501, Pr=0.0235999 . (2.63)

Poréwnujac (2.62) i (2.63) wida¢, ze wynik praktycznie nie ulegl zmianie, co potwier-
dza trafnosé decyzji o redukcji. Zastepujac nastepnie zmienne X;-X, przez ich wartosci
srednie dostajemy

g =2.135, P; =0.0164 . (2.64)

Uzyskane w ten sposéb przyblizenie prawdopodobieristwa awarii rézni si¢ o ponad 30%
od wyniku (2.62). Jest to dos¢ istotna réznica i dlatego wydaje sig, ze poprzedni, zredu-
kowany model stochastyczny byl optymalny ze wzgledu na koszt obliczen. <

2.3.4. Metoda analizy niezawodno$ci drugiego rzedu (SORM)

W metodzie analizy niezawodnosci drugiego rzedu (oznaczanej jako SORM od angielskiej
nazwy Second Order Reliability Method ) dwukrotnie rézniczkowalna powierzchnia gra-
niczna G(u) = 0 zastepowana jest w przestrzeni U hiperpowierzchnia, drugiego stopnia
zawierajaca, punkt projektowy w* (zob. [10,30,40]). W celu zbudowania tej powierzch-
ni wprowadza si¢ najpierw nowy ukltad wspéhrzednych [vf,v), ... v)] poprzez taki obrét
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A
v vh=,
A%
v
v*
hv(v) =f 'u('a) -v,=0
v, =5,(0)
0 g
A

Rys. 2.12. Przyblizenie drugiego rzedu

ukladu [u], aby nowa o$ v/, pokrywala si¢ z wektorem u* (zob. rys. 2.12). Transformacja
ortogonalna opisujaca to przeksztalcenie ma postac

V' =Q'U , (2.65)

gdzie Q jest macierza transformacji n x n, ktérej ostatnia kolumng jest wektor cosinu-
séw kierunkowych e, dany wzorem (2.51), a pozostate kolumny tworzone s za pomo-
cg odpowiednich metod ortogonalizacji, np. metody Grama-Schmidta [41]. Powierzchnia
graniczna G(u) = 0 transformuje si¢ na powierzchnie

Go(v) =0, (2.66)

dang w ukladzie wspéhzednych [v'] = [@/,v]] = [v],v5,... v/ _4,v.]. Réwnanie (2.66)

rozwigzane wzgledem v/, zapisa¢ mozna jako
v, = fu(?'). (2.67)
n—1
——
Punkt projektowy w* transformuje sie na punkt v* = Qu* = {0,0,...,0, 3}, gdzie
[ jest wskaznikiem niezawodnosci danym przez (2.52). Paraboliczna aproksymacja po-
wierzchni granicznej wokét punktu v'* ma postaé

1
vy = B+ 5ri/THf/ . (2.68)

v'=0
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gdzie H jest macierza hesjanu funkcji f,(?’) o wymiarach (n — 1) x (n — 1), obliczong,
w punkcie ¥ = 0. Uklad [v] obracany jest nastepnie wokdlt osi v/, tak aby mieszane
drugie pochodne w nowym ukladzie [v] = [0,v,] = [v1,v2,..., V1,0, = v}] znikaly.
Transformacja ta ma postac

V=RV, (2.69)

gdzie R jest macierza ortogonalng spetiajacg rownanie
H = RAR" (2.70)

gdzie A jest diagonalng macierza o wymiarze (n — 1) X (n — 1) z wartosciami wlasny-
mi macierzy H na przekatnej. Oznaczajac przez G,(v,v,) = 0 powierzchnie graniczng,
w nowym ukladzie wspétrzednych oraz podobnie jak w (2.67) przedstawiajac ja w postaci

aproksymacja paraboliczna funkcji granicznej w otoczeniu punktu v*, ktéry odpowiada
punktowi projektowemu w*, ma postaé (zob. rys. 2.12)

n—1
1

Go() = fo(®) = v = 54(D) — v, :5+§;W§ — U, (2.72)

gdzie k;, i = 1,...,n — 1 sg krzywiznami gtéwnymi powierzchni v, = f,,(0) w punkcie v*
postaci

02 fo(0 _
ki = fg”> i=1,2,....n—1. (2.73)
C P

Transformacje (2.65) i (2.69) sg liniowe i zachowuja poczatek uktadu wspéhrzednych w
u = 0. Wektor losowy U transformuje sie tozsamosciowo na wektor losowy V', ktére-
go skladowe sg niezaleznymi standaryzowanymi zmiennymi gaussowskimi. Oszacowanie
prawdopodobienistwa awarii dla parabolicznej aproksymacji funkcji granicznej (2.72) ma
postaé

P;=PIGU) <0] = /A On(u,0,I) du =

—PIGLV) 0= [ (0,01 dv=
G (v)<0

_ B[V, > fu(V)] = / P30, D do

Ppy =PV, > 5,(V)] = / o(v)n-1(0,0,I) dv =
VU >80 (D)

_ /_°°. ../_oo o(-p- %gniv5>¢n_1(i),0,I) do. (2.74)

o0
——— —

n—1



2.3. METODY WYKORZYSTUJACE INFORMACJE O ROZKEADACH PRAWDOPODOBIENSTWA 41

Wykorzystujac rozwiniecie w szereg Taylora funkcji In ®(—( — z) ~ In &(—f3) — x(—f),
gdzie ¥(—f) = p(—0)/P(—0), oszacowanie prawdopodobienstwa zniszczenia (2.74) dane
jest nastepujaco:

Pam ) [ [ ew(5u-0) S n!) T exp(—50t) di =
N ~~ y i=1 i=1
= o(~1) Ul | e (=5t (L mv(-5) ) dus =
— o) TI0 + s (2.75)

i=1

W przypadku gdy 3 — oo, ¥(—pF) — B (zob. [10]), wzér (2.75) uprosdci¢ mozna do po-

stacl
n—1

Prom (=) [ J[1+mi] % (2.76)

Wskaznik niezawodnosci odpowiadajacy prawdopodobienstwu zniszczenia Pry wynosi
BN = 7 (Ppy) . (2.77)

Aproksymacja funkcji granicznej paraboloidg pozwala wprowadzi¢ wspétczynnik popraw-
kowy do oszacowania prawdopodobieristwa awarii (2.54). Uwzglednia on krzywizny po-
wierzchni granicznej w punkcie u*. Wzory (2.75) i (2.76) moga by¢ stosowane przy za-
lozeniu, ze odpowiednio x; > —1/¢¥(—f) oraz k; > —1/8, 1 = 1,...,n — 1. Krzywizna
mniejsza niz —1/ jest nieakceptowalna, gdyz swiadczy o istnieniu na powierzchni gra-
nicznej w otoczeniu wyznaczonego punktu 4* innego punktu blizszego poczatkowi uktadu
wspoétrzednych.

Jak to zostalo wezedniej pokazane, doprowadzenie macierzy hesjanu funkeji for (") do po-
staci diagonalnej wymaga rozwigzania zagadnienia wlasnego. W przypadku probleméw
o duzej liczbie zmiennych losowych moze byé to zadanie wymagajace duzego nakladu
obliczenn numerycznych. Der Kiureghian i in. w pracy [21] (zob. tez [129]) zaproponowa-
li uproszczong metode aproksymacji drugiego rzedu, ktéra nie wymaga rozwigzywania
problemu wlasnego. Zaktada sie¢ w niej, ze osie uktadu [v'] pokrywaja sie z kierunka-
mi gtéwnych krzywizn paraboloidy niezaleznie od ich rzeczywistej orientacji. Krzywizny
potrzebne w oszacowaniu (2.75) uzyskuje sie poprzez odpowiednig konstrukeje parabolo-
idy, dopasowanej do rzeczywistej powierzchni granicznej w punktach znajdujacych sie w
pewnej odlegloséci od punktu projektowego.

Przykilad 2.5

Przyjmujac dane jak w przykladzie 2.3 policzono prawdopodobienistwo awarii wspornika
kratowego metoda niezawodnosci drugiego rzedu. Na rysunku 2.13 przedstawiono poréw-
nanie wynikow otrzymanych przy zalozeniu rozkladéw normalnego i Gumbela mnoznika
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obcigzenia dla réznych warto$ci odchylenia standardowego. Zaznaczono réwniez procen-
towg, réznice w stosunku do oszacowania pierwszego rzedu (zob. rys. 2.11). Maksymalna,
réznica wynosi 15.3%, a zatem wplyw nieliniowosci powierzchni granicznej nie jest zna-
czacy 1 wyniki uzyskane przy uzyciu FORM mozna uznaé jako zadawalajace. <

0.065 P,
0.060
0.055
0.050
0.045|
0.040
0.035|
0.030|
0.025]
0.020
0.015
0.010
0.005] 15.3% 5.8%

%25 13.8% ‘ ‘ ‘ o ‘
0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 Xg 0.30

0.7%

2.7%

—<— Norma
—4&— Gumbel

Rys. 2.13. Prawdopodobieristwo awarii wedtug SORM dla réznych wartosci odchylenia stan-
dardowego mnoznika obcigzenia; zaznaczono procentows réznice w stosunku do FORM (zob.
rys. 2.11)

Nalezy stwierdzi¢, ze metoda drugiego rzedu pomimo poprawy oszacowania prawdopodo-
bienistwa awarii nie jest jednak efektywna metoda w zastosowaniu do optymalizacji nieza-
wodnosciowej. Obliczenie wartosci krzywizn powierzchni granicznej wiaze si¢ w przypad-
ku wigkszosci praktycznych probleméw niezawodnosci (gdy funkcja graniczna nie dana
jest w sposéb jawny) z koniecznoscig zastosowania metod réznicowych. W kontekscie
optymalizacji niezawodnosciowej, gdy obliczenia prawdopodobieristwa zniszczenia powta-
rzane by¢ muszg czesto setki razy, zastosowanie metody SORM powodowaloby zwielo-
krotnienie czasu obliczeniowego. W przeciwienstwie do FORM, metoda drugiego rzedu
nie umozliwia takze tatwego otrzymania wrazliwosci wskaznika niezawodnosci. Uzywany
w pracy pakiet COMREL oferuje jedynie wrazliwo$é¢ wskaznika [ obliczonego metods
FORM.

2.3.5. Metoda Mean-Value First-Order (MVFO)

Wskaznik niezawodnosci obliczany przy pomocy metody Mean-Value First-Order, ozna-
czany dalej jako SMV¥© bardzo przypomina omoéwiony wczesniej wskaznik niezawodno-
sci Cornela. Réznica pomigdzy nimi polega na tym, ze w metodzie MVFO linearyzacji
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w punkcie wartosci §rednich podlega powierzchnia graniczna po transformacji do gaus-
sowskiej przestrzeni standardowej, a wiec powierzchnia ¢[T~*(U)] = G(U). Rozwijajac
G(U) w szereg Taylora wokét punktu w = 0 i zachowujac wyrazy do pierwszego rzedu
wlacznie otrzymuje si¢

GU)~GU) =G(0) + i 9G(U) U; . (2.78)

Korzystajac nastepnie z geometrycznej interpretacji wskaznika Hasofera-Linda, ktéry dla

funkcji liniowej dany jest wzorem (2.36), wskaznik SMVF© przyjmuje postacé
0
VGO,

Podobnie jak wskaznik Cornela, wskaznik GMYFO stanowi bardzo zgrubna miare bezpie-
czenstwa konstrukeji i powinien byé¢ uzywany jedynie do liniowych oraz stabo nieliniowych
funkcji granicznych. Jego niewatpliwg zaleta jest jednak niewielki koszt obliczeniowy. Nie
liczac operacji numerycznych zwigzanych z transformacjg z przestrzeni oryginalnej do
przestrzeni U, aby otrzymac warto$¢ wskaznika nalezy policzy¢ jedynie warto$¢ oraz gra-
dient funkcji granicznej dla u = 0.

Jak to zostanie pokazane w czesci pracy poswieconej optymalizacji niezawodnosciowej,
zmodyfikowany wskaznik (2.79) moze by¢ w pewnych sytuacjach uzyty zamiast wskaz-
nikéw opartych na FORM lub SORM, ktérych obliczenie wymaga znalezienia punktu
projektowego. Modyfikacja polega na linearyzacji funkcji G(U) nie w punkcie u = 0
lecz w dowolnym punkcie u. Oznaczanie wskaznika niezawodnosci odpowiadajacego tak
zlinearyzowanej funkcji granicznej przez SMVFC nie jest juz uprawnione. Jednak dla pod-
kredlenia podobieristw obu wskaznikéw bedzie on oznaczany G¥MVF©
Modified Mean-Value First-Order. Rozwijajac G(U) w szereg Taylora punkcie u = u i ko-

, od angielskiej nazwy

rzystajac ponownie ze wzoru (2.36) otrzymujemy

/8MMVFO — = . (2.80)

Przyklad 2.6

Przyjmujac dane jak w przyktadzie 2.4 (rozklad logarytmiczno-normalny dla pdl przekro-
jow oraz rozktad Gumbela dla mnoznika obcigzenia), przy pomocy metody mean-value

ﬁMVFO

first-order policzono warto$¢ wskaznika oraz prawdopodobienistwo awarii. Wynosza

one
BMVFO — 2 796 | P}“VFO =3.202-1072.

Wartosci te réznig si¢ znacznie od wynikéow uzyskanych przy pomocy FORM i SORM
(FORM: g = 1.984, SORM: g = 1.976). Mozna wyobrazi¢ sobie jednak sytuacje, ze
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przeprowadzona zostala, przy pomocy metody pierwszego rzedu, analiza niezawodnosci
konstrukcji podobnej do analizowanej (np. taka sama geometria, wymiary i warunki pod-
parcia, a nieznacznie inne parametry materialowe) i dysponujemy wspéhrzednymi punktu
projektowego x*. Mozna si¢ wiec spodziewaé, ze punkt projektowy dla naszego zadania
analizy niezawodnosci bedzie lezal w poblizu punktu projektowego konstrukcji podob-
nej, a co za tym idzie nie popelimy duzego btedu linearyzujac tam funkcje graniczng i
aproksymujac wskaznik niezawodnosci konstrukeji przez fMMVFC. W rozpatrywanym przy-
ktadzie funkcje graniczng zlinearyzowano w punkcie

x* = {12.317,12.325,12.318, 12.326, 9.950, 9.950, 7.960, 1.273} .

Jest to punkt projektowy odpowiadajgcy konstrukeji, ktéra rézni sie od analizowane;j
jedynie wielkogciami pdl przekrojéw pretéw 1-4 (por. rys. 2.5). Przyjeto wartosci srednie
oraz odchylenia standardowe pél przekrojéw tych pretéw réwne, odpowiednio, 13 cm?
i 1.3 cm?. Obliczajac nastepnie, ze wzoru (2.80), wskaznik niezawodnosci, dostajemy

YNV = 2,002, PNV =2.264-1077.

6MMVFO

Powyzsza warto$¢ wskaznika niewiele r6zni si¢ od wartosci § = 1.984, otrzymane;j

z analizy FORM.

2.3.6. Metoda Monte Carlo

Klasyczna metoda symulacyjna Monte Carlo polega na generowaniu realizacji « wektora
losowego X zgodnie z taczng gestoscig rozktadu prawdopodobieristwa fx (), a nastepnie
sprawdzaniu czy dana realizacja lezy w obszarze bezpiecznym czy w obszarze awarii. Licz-
ba ‘trafiei” w obszar awarii w stosunku do catkowitej liczby symulacji stanowi estymator
prawdopodobienistwa awarii. Powyzszg idee zapisa¢ mozna definiujac funkcje charaktery-
styczna, zbioru € (obszaru awarii) jako

1 jesli z e
X, () = o ! (2.81)
0 jesli o & Qy

XQf(X ) jest zatem zmienna, losows, o rozkladzie dwupunktowym
P[xq,(X) =1] = Py, P[Xo,(X)=0] =1~ Py, (2.82)
gdzie Py = P[X € Qy]. Warto$¢ srednia oraz wariancja Xa, (X') majg postaé
Xa,(X) =E[xq,(X)] =1-P;+0- (1 - P;) = P (2.83)
Var[Xa, (X)] = E[(Xo,(X)7] ~ (Elxa,(X)]) =P~ P2 =P(1-P;)  (284)

W metodzie Monte Carlo do obliczenia prawdopodobienistwa awarii wykorzystuje sie
estymator wartosci sredniej funkcji charakterystycznej zbioru, postaci

. 1 & .
Xo, = 76 2 Xa, (Xi) = Py, (2.85)
k=1



2.3. METODY WYKORZYSTUJACE INFORMACJE O ROZKEADACH PRAWDOPODOBIENSTWA 45

gdzie X, s niezaleznymi wektorami losowymi o rozktadzie prawdopodobienistwa zdefinio-
wanym funkcjg gestosci fx(x), a K jest liczbg symulacji. Wartosé srednia oraz wariancja
estymatora (2.85) dane sg jako

K

~ ~ 1 1

P =E[P] = i ngf(xk) = oK P =Py (2.86)
k=1

= =

PO 1
op, = Var[P] = > Var[xo, (Xy)] = g KP(1 = Pp) = =Py (1=Py)  (2.87)
k=1

Wspdétezynnik zmiennosci estymatora ma postaé

_ 7 1= P

7 powyzszego wzoru wynika, ze uzyskanie wspélczynnika zmiennosci estymatora rzedu 0.1

przy przewidywanym prawdopodobienstwie awarii, ktére dla rzeczywistych konstrukcji
waha si¢ w granicach 1077 + 107, wymaga przeprowadzenia K = 10° + 10° symulacji
co nawet przy wspotczesnych komputerach wieloprocesorowych jest zadaniem ogromnym,
jesli w ogdle wykonalnym w mozliwym do zaakceptowania czasie.

Olbrzymi naktad obliczeniowy zwigzany z klasyczng metods Monte Carlo dyskwalifikuje
jej przydatnos¢ do analizy praktycznych probleméw niezawodnosci konstrukeji. Dla nie-
wielkich zadan, gdy czas obliczenia wartosci funkcji granicznej jest bardzo maly, metoda
ta moze byé¢ stosowana do weryfikacji wynikéw otrzymanych przy uzyciu FORM lub
SORM (np. wykrycia grubych bledéw wynikajacych z nieuwzglednienia wielokrotnych
punktéw projektowych).

Przyklad 2.7

Przyjmujac opis stochastyczny jak w przykiladach 2.1 i 2.3 oraz zakladajac, ze mnoz-
nik obcigzenia A (zmienna losowa Xg) ma rozklad Gumbela o odchyleniu standardo-
wym ox, = 0.2 przeprowadzono K = 600000 symulacji losowych. Do generacji wektora
zaleznych zmiennych logarytmiczno-normalnych (opisujacych pola przekrojéw pretéw)
wykorzystano generator zaleznych zmiennych gaussowskich po odpowiedniej modyfika-
¢ji macierzy kowariancji, opisanej w pracy [30]. W tabeli ponizej przedstawiono wyniki
symulacji oraz odpowiadajace im wyniki FORM i SORM.

FORM | SORM | Monte Carlo
154 1.984 1.976 1.972
P; | 0.0236 | 0.0240 0.0243

Wspélezynnik zmiennoéci estymatora prawdopodobienistwa awarii, obliczony na podsta-
wie wzoru (2.88) wynosi 0.008. <
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2.3.7. Metoda ‘importance sampling’

Metoda tgczaca zalety FORM i SORM z mozliwo$ciami technik symulacyjnych jest meto-
da ‘importance sampling’. W poréwnaniu do klasycznej metody Monte Carlo wymaga
ona przeprowadzenia znacznie mniejszej liczby symulacji w celu uzyskania wiarygodnej
oceny prawdopodobieristwa awarii konstrukcji. Istnieje wiele odmian tej metody. Przeglad
oraz omoéwienie metod symulacyjnych stosowanych w analizie niezawodnosci konstrukeji
znalez¢ mozna w pracy [85]. Ponizej przedstawione zostang najwazniejsze elementy me-
tody ‘importance sampling’ zaimplementowanej w wykorzystywanym w pracy pakiecie
analizy niezawodno$ci COMREL. Metoda ta pozwala na poprawe wynikéw uzyskiwa-
nych przy uzyciu metod przyblizonych (zob. [29,57]).

Metody ‘importance sampling’ opierajg si¢ na nastepujacej tozsamosci:

Exx(X)] = [ [ X(@)fx(e)do
Lo S

fx(w) fxowyp @89

: Qﬁwwwﬂw o= B0 )

gdzie x(+) jest dowolna, catkowalng funkcja, w przestrzeni R, fx(:) i gw(-) sa funkcjami
gestosci rozktadu prawdopodobienstwa, odpowiednio wektora losowego X i W, a przez
Ex[] i Ew/[:] oznaczono operacje wartosci $redniej, odpowiednio wzgledem rozktadu fx(-)
i gw(-). Wzér na prawdopodobieristwo awarii (por. (2.83)) mozna wiec wyrazi¢ w postaci

fx(W)
P;=E X)|=E W)——= 2.90
lub po transformacji zmiennych X do gaussowskiej przestrzeni standardowej
on(W,0,I)
Pr=E U)]=E W)———~ 2.91
s = BlXa, (U] = B s, () 220000 (291)

gdzie przez x A, 0ZNaczono funkcje charakterystyczng obszaru awarii Ay. Na podstawie

powyzszego wzoru, estymator prawdopodobieristwa awarii, f’;, przyjmuje postaé

Qpn(Wka 07 I)

gw(Wi) 292

K
1
Py = ?; Xa,(Wk)

przy czym do obliczeri realizacji estymatora wykorzystuje si¢ realizacje wj wektora Wy
generowane zgodnie z rozkladem prawdopodobieristwa danym przez gy (w). Najwazniej-

DJ. Putresza w swoim doktoracie [95] thumaczy nazwe ‘importance sampling’ jako: metoda symulacji
wedtug funkcji waznosci.
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szym zadaniem jest teraz wybranie takiej funkcji gw (-), ktéra maksymalizowalaby efek-
tywnosé estymatora (2.92). Powinna ona spehiaé¢ nastepujace warunki (zob. [29]):

/ gw(w)dw =1, (2.93)
Ay

gw(w) = Cop(w,0,1) X5 (w) prawie w calym obszarze Ay, (2.94)

gdzie ( jest liczba rzeczywista. Wynika stad, iz gestos¢ rozkladu prawdopodobienistwa
wektora W powinna koncentrowaé si¢ w otoczeniu punktu, wokdt ktérego skupia sie
przewazajaca cze$¢ masy prawdopodobieristwa decydujgca o wartodci Py. Czesto jako
funkcje gw(-) przyjmuje sie¢ n-wymiarowa gaussowska, funkcje gestosci prawdopodobieri-
stwa, ‘rozpieta’ nad punktem projektowym wu*, postaci

gw(w) = o (w,u*, I) H‘P (2.95)

Estymator prawdopodobieristwa awarii zapisa¢ mozna wtedy jako

K
1 on(Wi,0,1)
=2 ; Xa, (W) =y (2.96)

Takie rozwigzanie zwieksza znacznie efektywnosé estymacji, ciagle jednak konieczne jest
przeprowadzenie kilku tysiecy symulacji. Dalsza poprawe efektywnosci mozna uzyskaé
uwzgledniajac whasnosci funkeji granicznej przy okreslaniu funkcji gestosci gw (-). Wpro-
wadzajac, tak jak to bylo zrobione przy wyprowadzaniu wzoréw metody drugiego rzedu
(zob. punkt 2.3.4), uktad wspétrzednych [v], prawdopodobieristwo awarii mozna wyrazi¢
w postaci (por. (2.74))

Py =P[G,(V) <0] =P[V,, > fo(V)] = / . ©(U)pn-1(0,0,I) dv =

/ / ))$n-1(9,0,1) dv = Eg [®(=fo(V))] (2.97)

Z poréwnania wzoréw (2.97) i (2.89) widaé¢, ze do oszacowania prawdopodobieristwa
awarii, Py, wykorzysta¢ mozna estymator wartosci sredniej, postaci

2 (Vi) (2.98)

gdzie gw(-) jest (n—1) wymiarowsg funkcjg gestosci rozktadu prawdopodobienstwa, ktérej

posta¢ i parametry nalezy tak dobraé, aby efektywnos¢ estymacji byta jak najwieksza.
Przyjecie gaussowskiego rozktadu prawdopodobienstwa

n—1

gw(w) = g1 (w,0.9) =[] — o). (299)

i1 0; 0;
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w ktérym ¥ = [o;] jest macierza, diagonalng, pozwala na zmiang skupienia realizacji wy,
wokét punktu ©* = 0 poprzez sterowanie wartodciami wariancji o?. Przyjmujac nastepnie
paraboliczng, aproksymacje (2.72) funkcji granicznej oraz funkcje gw(-) dang wzorem
(2.99) estymator prawdopodobienstwa awarii (2.98) przyjmuje postaé
K ~
o = 1 - (pn—l(Vk>0>I)
Py~ Pro= > 0(—su(Vi)) - .
k=1 Qpn—l(Vka 07 2)
Minimalizujac wariancje powyzszego estymatora wzgledem odchyleri standardowych, o;
w rozkladzie (2.99) otrzymuje si¢ (zob. [29])

(2.100)

5 1
o2 = — o (2.101)
1_|_ &7
1-'-/'{2'7]

— 1, oznaczono krzywizny gléwne powierzchni v, = f,(?)

gdzie przez ki, 1 = 1,...,n ,
w punkcie v* (por. (2.73)), ¥(—0) = ¢(—05)/P(—[3), a parametr 1 dany jest nastepujaco

Y(=P) 1
R dla — 5 < i <0 210
0 dla k>0

Przyjmujac wariancje (2.101) wyznaczone dla parabolicznej aproksymacji funkeji granicz-
nej w definicji funkcji gestosci gw (+) = ¢(+, 0, X), estymator prawdopodobieristwa awarii
(2.98) przyjmuje ostatecznie postacé

1 - (f/ka 07 I)

Pr=—3 0(—f,(V;)) 2= -
! K; L) S Vo, x)

(2.103)

Otrzymany estymator charakteryzuje si¢ bardzo duza, efektywnoscia. W wigkszosci przy-
padkéw w celu uzyskania wspdlezynnika zmiennosci estymatora mniejszego niz 10% wy-
starcza K = 20 <+ 100 symulacji niezaleznie od wielkosci szacowanego prawdopodobieni-
stwa awarii. Pomimo tak znacznej w stosunku do klasycznej metody Monte Carlo popra-
wy efektywnosci, nalezy stwierdzi¢, iz metody 'importance sampling’ nie nadajg sie do
zastosowania w zadaniach optymalizacji niezawodnosciowej. Spowodowane jest to ciagle
znacznym w porownaniu z FORM czasem obliczen oraz niemozno$cig szybkiego uzyskania
wrazliwosci otrzymywanego prawdopodobienistwa zniszczenia na parametry projektowe.
Ze wzgledu na swg duza, doktadnosé, metoda ta bardzo dobrze nadaje si¢ do okreslenia
btedu popelnianego przez metody pierwszego i drugiego rzedu.

Przykiad 2.8

Przyjmujac dane dla analizowanego w biezacym rozdziale wspornika kratowego jak w przy-
ktadzie 2.4, prawdopodobieristwo awarii oraz wskaznik niezawodnosci uzyskane po 100 sy-
mulacjach metoda ‘importance sampling” wynoszg odpowiednio, Py = 0.0240 i 8 = 1.976.
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7 poréwnania z wynikami zamieszczonymi w tabeli w przyktadzie 2.5 widaé¢, ze otrzy-
mane wartosci sg identyczne jak dla metody SORM, ktérg w przypadku tego prostego
przykladu mozna uznaé za doktadna. <

2.4. Podejscie probabilistyczne w normach

W celu uzyskania bardziej kompletnego obrazu zagadnieri oceny bezpieczeristwa konstruk-
¢ji oraz metod niezawodnosciowego projektowania warto jest wspomnie¢ o ‘klasycznej’
normowej metodzie czgsciowych wspélezynnikéw bezpieczenstwa. W podrozdziale 3.3 do-
konano proby poréwnania wynikéw optymalizacji niezawodnosciowej oraz optymalizacji
deterministycznej, w ktorej wartosci parametrow projektowych oraz obcigzen przyjmo-
wane byly zgodnie z zaleceniami odpowiednich norm. Dlatego tez ponizej podane zostaly
najwazniejsze zasady ustalania warto$ci wspétczynnikow czesciowych.

W obowigzujacych obecnie normach projektowych stochastyczny charakter parametréw
opisujacych konstrukcje oraz dzialajace na nia obcigzenia uwzgledniany jest poprzez za-
stosowanie tzw. metod probabilistycznych poziomu I [90]. Metody te, zwane takze pél-
probabilistycznymi, polegaja m.in. na statystycznym okresleniu niektérych czesciowych
wspétezynnikéw bezpieczenistwa (gléwnie jakosci materiatu konstrukcyjnego oraz charak-
teru i zmiennosci obcigzen), przy okresleniu pozostatych wspétezynnikéw bezpieczenistwa
w sposéb arbitralny. Najczesciej wyrdznia si¢ nastepujace wspétezynniki czesciowe zwia-
zane z:

e losowoscia, wlasciwosci mechanicznych materialéw i wymiaréw przekrojéw,

e losowoscig, obcigzen dziatlajgcych na konstrukcje,

e doktadnoscig teorii obliczeniowych i ich zgodnoscia, z rzeczywista pracg konstrukeji,

e uwzglednieniem zmian w materiale konstrukcyjnym w okresie eksploatacji,

e jakoscig pracy wytworni.
W ramach metod poziomu I, jedna wartos¢ charakterystyczna okredla kazdy parametr
losowy. Oznaczajac dalej przez R i o odpowiednio wartoéé érednig i odchylenie stan-
dardowe wytrzymalosci materiahu, a przez Q° i og warto$¢ érednig i odchylenie standar-
dowe obcigzenia, wytrzymalo$é charakterystyczna materiatu Ry oraz charakterystyczna
wartos¢ obciazenia () zdefiniowane sg jako

R = R° — tROR QL = QO +1igog, (2.104)

gdzie parametry tp i tg dobiera sie tak, aby wartodci charakterystyczne Ry i Q) byly
odpowiednimi kwantylami zmiennych losowych R i @ (np. na poziomie: 2%, 5% dla wy-
trzymalosdci oraz na poziomie 98% rocznego maksimum dla obcigzenia). Czesto przyjmuje

sie

2 dla konstrukeji stalowych (zalecenie ECCSY)
L (2.105)

1.645 dla konstrukcji betonowych (zalecenie CEB?)

D Europejska Konwencja Konstrukeji Stalowych
2)Europejski Komitet Betonu
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Wprowadza sie nastepnie tzw. wartosci obliczeniowe (projektowe) Ry i g, dane jako

s

Ry Qa =77 Qr (2.106)
gdzie 7, i v sa odpowiednio wspdtczynnikami czedciowymi wytrzymaltosei i obcigzenia.
Zasady przyjmowania wartosci tych wspotczynnikéw omoéwione zostana w dalszej czesci
rozdziatu.

Koncentrujac sie dalej na konstrukecjach stalowych (zob. [78,131]), schemat ‘normowego’
podejscia do projektowania konstrukeji przedstawiony zostanie na podstawie obowigzuja-
cej normy PN-90/B-03200. Norma ta stanowi, iz wymiarowanie konstrukcji nalezy prze-
prowadzaé metoda stanéw granicznych, rozrézniajac:

e stany graniczne nosnosci i odpowiadajgce im obcigzenia obliczeniowe,
e stany graniczne uzytkowania i odpowiadajace im obcigzenia charakterystyczne.

Przy wymiarowaniu konstrukcji nalezy wykazaé¢, ze we wszystkich mozliwych do przewi-
dzenia przypadkach projektowych, w fazach realizacji i eksploatacji, spelnione sg warunki
nosnosci i sztywnosci konstrukeji. W ogdlnym przypadku warunek normy zapisa¢ mozna
W postaci

9(Qq, Ri; vy ) > 0, (2.107)

gdzie przez -, oznaczono wspéiczynniki uwzgledniajace niepewnosci modelu, inne niz
te, ktére wzieto w rachubg¢ przy specyfikowaniu wspéteczynnikéw v i 5, natomiast -,
oznacza wspolczynnik konsekwencji zniszczenia.

Obciazenia

Wartoé¢ charakterystyczna obciazenia ustalana jest bezposrednio na podstawie norm,
np.: PN-82/B-02000,/2001,/2003/2004, PN-80/B-02010, PN-77/B-02011, PN-87/B-02013,
PN-88/B-02014, PN-86/B-02015. W zaleznosci od czasu trwania i sposobu dzialania,
obciazenia dzieli si¢ na: stale, zmienne i wyjatkowe. Zgodnie z norma PN-76/B-03001,
warto$¢ charakterystyczna, ustala sie:

e dla obcigzeni stalych - jako wartos¢ srednia,

e dla obciazen zmiennych - jako warto$¢ majaca okres powrotu co najmniej réwny
zaktadanemu okresowi eksploatacji konstrukeji lub inny uzasadniony ekonomicznie
i zapewniajacy bezpieczenstwo konstrukcji.

Zgodnie z definicja, (2.106), wartosci obcigzeni obliczeniowych uzyskuje sie mnozac war-
tosci charakterystyczne przez odpowiednie wspétezynniki czesciowe. W celu okreslenia
wartosci obliczeniowych kombinacji obciazeri dziatajacych na konstrukcje wprowadza sig¢
nastepujgce wspdtezynniki:

e wspllczynnik obcigzenia (czeSciowy wspélezynnik bezpieczeristwa) vy - uwzgled-
nia on mozliwos¢ wystapienia wartosci obcigzenia nie korzystniejszej od wartosci
charakterystycznej. Wartos¢ tego wspoélczynnika waha sie w granicach 0.8 <+ 1.4
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przy czym wartoéci v5 < 1 nalezy stosowa¢ gdy zmniejszenie obcigzenia powodu-
je zmniejszenie bezpieczeristwa konstrukeji. Np. dla obcigzenia sniegiem ~; = 1.4,
dla obcigzenia wiatrem vy = 1.3, a dla obcigzenia od cigzaru wlasnego elementéw
konstrukeji vy = 1.1.

e wspolczynnik jednoczesnosci obcigzen zmiennych 1, - wspolczynnik uwzgledniaja-
cy zmniejszone prawdopodobienistwo jednoczesnego wystapienia kilku réznych ob-
cigzen o wartosciach charakterystycznych w pelnej ich wielko$ci. W zaleznosci od
znaczenia obcigzenia zmiennego wspolczynnik 1), przyjmuje wartosci od 0.7 do 1.0.

e wspdélezynnik dynamiczny oy - wspotczynnik ten uwzglednia si¢ w przypadku, gdy
obcigzenia dzialajace na konstrukcje majg charakter dynamiczny. W przypadku
gdy nie przeprowadza si¢ specjalnej analizy dynamicznej, wspélczynnik ten mozna
przyja¢ na podstawie normy PN-82/B-02003.

e wspdlezynnik konsekwencji zniszczenia 7, - czesciowy wspoélezynnik bezpieczenstwa
przyjmowany w celu dodatkowego zwigkszenia lub zmniejszenia bezpieczenstwa kon-
strukcji w zaleznosci od stopnia zagrozenia zycia ludzkiego i wielkosci strat gospo-
darczych. Dla budowli, ktérych zniszczenie pociggnetoby katastrofalne skutki mate-
rialne i spoleczne przyjmuje sie v, > 1.0, dla budowli nie przeznaczonych na staly
pobyt ludzi v, < 1.0, dla pozostatych ~,, = 1.0.

W analizie stanéw granicznych no$no$ci norma zobowigzuje projektanta do uwzglednie-
nia dwéch kombinacji obcigzeni, tzw. kombinacji podstawowe] i kombinacji wyjatkowe;j.
Kombinacja podstawowa sklada si¢ z obcigzenn stalych oraz zmiennych, uszeregowanych
wg ich znaczenia. Odpowiadajace jej obcigzenie obliczeniowe ma postaé

P= <Z Grivri+ Y Quj boi Vs adj) Tn s (2.108)
i=1 j=1

gdzie przez ()i; oznaczono tu warto$¢ charakterystyczna j-tego obcigzenia zmiennego,
statycznego, a przez Gy; wartos$é¢ charakterystyczng i-tego obcigzenia stalego. W przy-
padku kombinacji wyjatkowej wszystkie kombinacje obcigzent zmiennych, niezaleznie od
ich liczby i znaczenia nalezy pomnozy¢ przez wspoétezynnik ¢, = 0.8. Obcigzenie oblicze-
niowe w kombinacji wyjatkowej skladajacej si¢ z obcigzeni statych, niektérych zmiennych
i jednego wyjatkowego oblicza si¢ wg nastepujacego wzoru:

P, = ZG]“ Y i —|—0.82ij vVrj g+ Fy (2.109)
i=1 j=1
gdzie F, jest obcigzeniem wyjatkowym.

W stanach granicznych uzytkowania uwzglednia si¢ jedynie obcigzenia charakterystyczne,
przyjmujac kombinacj¢ obcigzent skladajaca si¢ ze wszystkich obcigzen stalych i jednego
najniekorzystniejszego obcigzenia zmiennego, postaci

P, = ZG’” + Qu; - (2.110)
i=1
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Wytrzymatosé stali

Wymienione w normie PN-90/B-03200 stale materialowe takie jak: masa objetoscio-
wa, modut sprezystosci, wspélczynnik Poissona czy wspélezynnik rozszerzalnosci cieplnej,
traktowane sg, jako wielkosci deterministyczne, niezalezne od gatunku stali. Stochastycz-
ny charakter wtasciwosci mechanicznych materiatu uwzglednia si¢ przyjmujac wytrzyma-
tosé stali jako zmienng losows. Podobnie jak w przypadku obcigzen, rozréznia sie wy-
trzymalo$é¢ charakterystyczng i obliczeniows. Inaczej jednak niz w normach dotyczacych
obcigzen, w normie ‘stalowej’ podano gotowe wartosci wytrzymalosci obliczeniowych®.
Warto$¢ charakterystyczng wytrzymatosci przyjmuje si¢ jako odpowiedni kwantyl gra-
nicy plastycznosci stali ¢°. Dla najczesciej stosowanych gatunkéw stali odpowiadajace
im wartodci charakterystyczne podane sg w oddzielnej tabeli. Dla pozostatych gatunkéw
stali podano regule ustalania wartosci wspétczynnika czesciowego 75 (por. (2.106)). W
zaleznosci od wartosci granicy plastycznosei, przyjmuje sie, ze v, = 1.1 + 1.25.

DW normie PN-90/B-03200 wytrzymalo$¢ obliczeniowa stali przy rozcigganiu, $ciskaniu, zginaniu
oznaczana jest symbolem fy



ROZDZIAL

NiezawodnoSciowa optymalizacja
konstrukcji

3.1. Podzial, oznaczenia i grupowanie parametréw

Parametrami projektowymi (decyzyjnymi, optymalizacyjnymi) zadania optymalizacji nie-
zawodnosciowej moga byé¢ zaréwno parametry deterministyczne jak tez parametry (lub
momenty statystyczne) rozkladéw prawdopodobieristwa zmiennych losowych. Ponadto, z
uwagi na wykorzystywanie w pracy metod optymalizacji interaktywnej, warto jest rozréz-
ni¢ tzw. parametry projektowe czynne oraz bierne. Przez parametr czynny rozumieé sig¢
bedzie wlasciwy parametr projektowy, ktérego wartosé¢ zmienia si¢ w procesie optymali-
zacji, natomiast wartos¢ parametru biernego pozostaje stala. Rozréznienie to, z pozoru
sztuczne, jest wygodne w kontekscie optymalizacji interaktywnej, gdzie uzytkownik nad-
zorujacy proces optymalizacji moze zadecydowac¢ o przeniesieniu parametru projektowego
z poczatkowego zbioru czynnych parametréw projektowych do grupy parametréw bier-
nych, czyli méwiac inaczej, zmienié liczbe parametréw decyzyjnych.

W opracowaniach dotyczacych optymalizacji niezawodno$ciowej nie wypracowano jak do-
tad dominujacego systemu oznaczen, ktére w czytelny sposéb oddawalyby réznorodnosé
typéw parametréow, charakterystycznych dla tego zagadnienia. W niniejszej pracy przy-
jeto oznaczenia zaproponowane przez Santosa i in. w artykule [104] (zob. rys. 3.1). Tak
jak w rozdziale 2, parametry (zmienne) losowe przyjeto oznaczaé¢ duza litera, X, nato-
miast realizacje tych parametréw oraz parametry deterministyczne przez x. Parametry

53
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Rys. 3.1. Podzial i oznaczenia parametréw w zadaniu optymalizacji niezawodnosciowej

deterministyczne okreslane sg jedng wartoscig, liczbows, ktora utozsamiana moze by¢
badZ z wartoscig charakterystyczna, lub obliczeniows, (por. punkt 2.4), badZ z wartoscia

4 oznacza si¢ czynny parametr projektowy zwigzany z parametrem deter-

srednig. Przez x
ministycznym, natomiast przez x* i 7 przyjeto oznacza¢ czynne parametry projektowe,
zwigzane odpowiednio z wartoscig $rednig X° i odchyleniem standardowym ox zmiennej
losowej X . Bierne parametry projektowe oznacza sie przez dodanie ‘falki’ nad parametrem

czynnym, % o = {d, u,0}.

Bardzo istotnym zagadnieniem z punktu widzenia efektywnosci numerycznej procesu
optymalizacji niezawodnosciowej jest redukcja liczby parametréw projektowych oraz lo-
sowych. Biorac pod uwage np. zatozenia dotyczace zachowania symetrii optymalizowanej
konstrukcji badz zachowania proporcji niektérych jej wymiaréw, czy tez ograniczonej
liczby réznych przekrojow pretéw lub cech materiatlowych, stosuje si¢ czesto grupowanie
parametrow wynikajacych z dyskretyzacji konstrukcji metoda elementéw skonczonych.
W przypadku konstrukeji pretowych jest to postepowanie dosé naturalne i czgsto spoty-
kane. Projektujac np. dZzwigar kratowy, projektant moze zalozy¢, ze prety pasa gérnego
wykonane zostang z jednego rodzaju elementéw, analogicznie ujednolicone zostang, prety
pasa dolnego oraz odpowiednio, przekroje krzyzulcéw i stupkéw. Takie rozwigzanie po-
zwala na opis czesto skomplikowanych konstrukeji za pomocsg kilku parametréw projek-
towych i stanowi pewien kompromis pomigdzy dazeniem do zaprojektowania konstrukeji
optymalnej, a ograniczeniami natury obliczeniowej i wykonawczej.
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W stworzonym w ramach pracy systemie optymalizacji niezawodnosciowej OPTIREL
grupowaniu podlegajg parametry tego samego typu (pola przekrojéw pretéw, parame-
try materialowe, parametry ksztattu), wynikajace z przyjetego modelu metody elemen-
tow skoriczonych. Grupa definiowana jest przez wskazanie parametru reprezentatywnego
oraz parametréw zaleznych. Warto$¢ parametru zaleznego obliczana jest jako funkcja
liniowa wartosci parametru reprezentatywnego. Przyjmujac x; jako parametr reprezenta-
tywny oraz x; = a;x1 + b;, © = 2,...,n, jako parametry zalezne, wrazliwos¢ zachowania
konstrukeji ¥(g(x),x) na zmiang parametru x;, gdzie q jest wektorem przemieszczeri
weztowych o wymiarze m X 1, oblicza si¢ ze wzoru

AU 0¥ = OV dg; da

i=1

Nalezy podkredli¢, ze dla algorytmu optymalizacyjnego jedynie x; jest parametrem decy-
Zyjnym.

3.2. Zadanie optymalizacji niezawodnosciowej

Zadanie optymalizacji niezawodnosciowej formutowane moze by¢ na wiele sposobéw. Po-
nizej przedstawione zostanie sformulowanie, ktére przyjeto w niniejszej pracy i ktére
zaimplementowano w systemie OPTIREL. Doktadniejsze oméwienie alternatywnych sfor-
mulowan zamieszczone zostanie w dalszej czesci tego podrozdziatu.

Typowy problem niezawodno$ciowej optymalizacji wyrazi¢ mozna jako minimalizacj¢ ob-

jetosci / kosztu poczatkowego konstrukeji przy ograniczeniach natozonych na jej nieza-
wodno$¢ (zob. [34,66,114]):

znalez¢  min Cy(x®) a={d,u,o}, (3.2)
przy ograniczeniach:
Bi(x) > gmn i=1,...,m,, (3.3)
cj(x*) >0 j=1,....,myq,
e < < Ul k=1,...,n,
gdzie C oznacza koszt poczatkowy konstrukcji, 5;, ¢ = 1,...,m,, sa wskaznikami nie-
zawodnosci dla odpowiednio zdefiniowanych funkcji granicznych, 5™ sa minimalnymi,
zadanymi przez projektanta, warto$ciami tych wskaznikéw, c;, j = 1,...,m4 sa ograni-
czeniami deterministycznymi, a ¢ i “w¢, k = 1,...,n, odpowiednio, dolnymi i gérnymi

granicami zmiennosci zmiennych projektowych. W literaturze angielskiej takie sformuto-
wanie zadania optymalizacji niezawodnosciowej nazywane jest ‘elemental reliability-based
optimization’ dla podkreslenia, ze bierze si¢ pod uwage wiele wskaznikéw niezawodnosci
elementéow w odréznieniu od optymalizacji niezawodnosciowej z ograniczeniem natozonym
na wskaznik systemowy.
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g,(x, x%=0

fx (X) =const.
g
(X, x% =0 X
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G,(u(x*, x%), x%) =0

G,(u(x*, x), x) =0
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G,U(x*, x?), x%) =0 G,(u(x*, x9), x%) =0
¢ d

Rys. 3.2. Zadanie optymalizacji niezawodnos$ciowej; przestrzen X: a - projekt poczatkowy,
b - projekt optymalny; przestrzenn U: c - projekt poczatkowy, d - projekt optymalny

Ide¢ zadania optymalizacji niezawodno$ciowej zaprezentowano w sposéb obrazowy na
rysunku 3.2. Opis stochastyczny problemu stanowia, dwie zmienne losowe X; i X,. Para-
metrami projektowymi sg wartosci §rednie oraz odchylenia standardowe tych zmiennych,
odpowiednio, " i ° jak réwniez parametry deterministyczne x¢. Wzieto pod uwage trzy
funkcje graniczne g1(X)—g3(X). Na rysunku 3.2a, dla parametréw projektu poczatkowe-
go, pokazano warstwice tgcznej gestosci rozktadu prawdopodobieristwa fx(x), a takze ob-
szar bezpieczny i obszar awarii, wyznaczone przez powierzchnie graniczne g;(x, %) = 0,
1 = 1,2,3. W sposéb jawny zaznaczono zalezno$é¢ tych funkeji od deterministycznych
parametréw projektowych x?. Ksztalt i potozenie warstwic funkcji fx(x) zmieniaja sie
bowiem w trakcie procesu optymalizacji na skutek zmian parametréow projektowych a#
i 7 natomiast wielkos¢ i polozenie obszarow awarii moze zmienia¢ si¢ jedynie poprzez
zmiany parametréw x¢. Transformacja zmiennych X do gaussowskiej przestrzeni stan-
dardowej U pocigga za sobg transformacje funkcji granicznych, g; [T‘l(u)} = G;(u),
1 = 1,2,3. Na rysunku 3.2¢ przedstawiono ukitad powierzchni granicznych w przestrzeni
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U, ktory odpowiada projektowi poczatkowemu. Przyjmujac, ze minimalne, dopuszczalne
wartodci wskaznikéw niezawodnosci, ™", i = 1,2,3, sg sobie réwne oraz na podstawie
geometrycznej interpretacji wskaznika niezawodnosci Hasofera-Linda (zob. punkt 2.2.3)
mozna zauwazy¢, ze ograniczenia 1 i 2 sg spelnione w punkcie poczatkowym natomiast
ograniczenie 3 nie jest spelnione. Oznaczajac powierzchnie graniczne w przestrzeni stan-
dardowej podkreslono jawng zaleznosé funkcji G1—G3 od wszystkich parametréw projek-
towych. Zalezno$é¢ od parametréw x i % wynika bowiem z zastosowanej transformacji
zmiennych. Rozwigzanie problemu optymalizacji z ograniczeniami charakteryzuje si¢ za-
zwyczaj tym, iz w punkcie optymalnym wszystkie ograniczenia sg spelnione i co najmniej
jedno z nich jest aktywne. Rozpatrywane w naszym przykladzie powierzchnie graniczne
w punkcie optymalnym mogg wygladaé tak jak na rysunku 3.2d, gdzie ograniczenia 1 i 3
sy aktywne. Odpowiedni uklad powierzchni granicznych w przestrzeni oryginalnej oraz
warstwice funkcji fx(x) pokazano na rysunku 3.2b.

Funkcja kosztu poczatkowego, (3.2), zaimplementowana w systemie OPTIREL ma naste-
pujaca postac:

Ci(z®) = Z Ai(z*, 2 L(x", 2N)[1 + ki(27)], (3.6)
i=1
gdzie A; oraz l;, i = 1,...,n., sa, odpowiednio, polami przekrojéw i dlugosciami ele-

mentéw kratownicy, a n,. jest liczbg elementéw. Funkcje ;(x?), bedace bezwymiarowymi
funkcjami odchylenn standardowych granic plastycznosci materialéw, z ktérych zrobiono
prety, pozwalajg na uwzglednienie w poczatkowym koszcie konstrukeji kosztow zwigza-
nych z zastosowaniem materialow réznej jakosci. Przyjmujac wszystkie x; = 0 otrzymu-
jemy zadanie minimalizacji objetosci konstrukcji.

W ramach pracy przyjeto, iz nastepujace parametry konstrukeji i obcigzenia moga, by¢
traktowane jako zmienne losowe:

e modut Younga materiatu poszczegdlnych pretéw,

e granica plastycznosci materialu poszczegélnych pretéw,

pola przekroju poprzecznego pretow,

wspotrzedne kartezjanskie weztéw kratownicy,

e mnoznik obcigzenia.
Parametrami projektowymi zadania optymalizacji niezawodnosciowej moga, by¢:

e wartodci $rednie (w przypadku zmiennych losowych) lub wartosci charakterysty-
czne/obliczeniowe (w przypadku parametréw deterministycznych) pdl przekrojéow
pretow,

e odchylenia standardowe losowych granic plastycznosci materiatu pretéw,

e wartosci $rednie (w przypadku zmiennych losowych) lub wartosci deterministyczne
wspotrzednych kartezjariskich weztéw kratownicy.

Ograniczenia niezawodno$ciowe zadania optymalizacji obliczane sg dla odpowiednio zde-
finiowanych stanéw awaryjnych. W pracy przyjeto trzy rodzaje funkcji granicznych:
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e funkcja graniczna przemieszczeniowa

9(q(X,z%)) =1 " , (3.7)

gdzie ¢; jest wybranym przemieszczeniem wezlowym, a ¢® pewna wartoscia dopusz-
czalng.

e funkcja graniczna naprezeniowa / statecznosci lokalnej

B }Ui(q(X,aca),X,a:a)}
o( X, x®) ’

9(g(X,z%), X, %) =1 (3.8)
gdzie o; jest naprezeniem w i-tym elemencie kratownicy, a of dopuszczalna war-
toscia naprezenia. Wartosé of przyjmowana jest jako réwna granicy plastycznosci
0® w przypadku pretéw rozcigganych, a dla pretéw Sciskanych jako min(o¢", o),
gdzie 0" jest naprezeniem krytycznym postaci: 0" = w2E;J;/(Ail?), gdzie E; jest
modutem sprezystosci materiatu i-tego preta, [; aktualng dlugoscia preta, a J; i
A; odpowiednio momentem bezwladnosci i polem przekroju poprzecznego. W prze-
ciwieristwie do funkcji przemieszczeniowej, funkcja (3.8) jest zaréwno jawng jak
i niejawng, (poprzez q) funkcjg, parametréow X i x®.

e funkcja graniczna statecznosci globalnej
I Aer (X, 2%)) = Aer( X, %) — 1, (3.9)

gdzie A\, jest krytycznym mnoznikiem obcigzenia odpowiadajacym globalnej utracie
statecznosci konstrukeji na skutek bifurkacji potozenia réwnowagi badz przeskoku.

Efektywny system optymalizacji niezawodnosciowej musi zawiera¢ wydajny algorytm ana-
lizy wrazliwo$ci powyzszych funkcji granicznych na wszystkie rozpatrywane parametry
losowe oraz projektowe. Dodatek B poswiecony jest oméwieniu metod analizy wrazli-
wosci liniowych oraz geometrycznie nieliniowych konstrukeji kratowych, ze szczegélnym
uwzglednieniem metod analitycznych.

3.2.1. Budowa systemu optymalizacji niezawodnosciowej

W sktad systemu optymalizacji niezawodno$ciowej umozliwiajacego realizacje zadania
(3.2)—(3.5) wchodzi szereg wyspecjalizowanych moduléw obliczeniowych. Sg to: program
optymalizacyjny (oznaczany dalej skrétem OPT), program do analizy niezawodnosci kon-
strukeji (REL) oraz program metody elementéw skoniczonych, rozbudowany o modut ana-
lizy wrazliwoéci (FEA /DSA). Ponadto, niezbednymi sktadnikami efektywnego systemu sg
modutly interakcji z uzytkownikiem oraz wizualizacji trendéw procesu optymalizacji. Mo-
duly te zostang, szczegétowo oméwione w rozdziale dotyczacym poprawy efektywnosci pro-
cesu optymalizacji niezawodnosciowej. Utworzony w niniejszej pracy system OPTIREL
umozliwia zaréwno optymalizacje interaktywng, jak i automatyczng. Jego organizacje
oraz schemat dzialania pokazano na rysunku 3.3. Grubsza linig zaznaczono wymienione
wyzej gléwne moduly.



3.2. ZADANIE OPTYMALIZACJI NIEZAWODNOSCIOWEJ 59

projekt pocztkowy :l:d , xH y x’
v OPT
|
»| Interakcja uzytkownika :
- wizualzacia wendow Lot T>| projekt optymainya? | x# | &7
>| - modyfikacja zadania :
wN
projekt aktuainy %, z# | 27
, REL v
FEA/DSA
. . . Wwarunek
|, 05 06 o5 | x| MmN o
’ O a}d ’ O xh ’ o0x° spetniony? %
<
2
o
s
realizacje X E
param. losowychX §
¢ K]
3
FEA/DSA =
1 3
8
9 g; =
g, 2% g
ox 2
o
>
©
o o0Cr 0C; 0Cy
D oxd’ gan’ dxo

Rys. 3.3. Schemat systemu optymalizacji niezawodnosciowej - OPTIREL

Jako modul OPT przyjeto, uznawany obecnie za jeden z najefektywniejszych, algorytm
rekurencyjnego programowania kwadratowego NLPQL [106]. Zasada dziatania i charak-
terystyczne elementy tego algorytmu opisane zostaly w punkcie A.1.3 dodatku poswieco-
nego algorytmom optymalizacyjnym optymalizacji niezawodnosciowe;.

Modut REL to komercyjny system analizy niezawodnosci COMREL [12]. Wartosci oraz
gradienty wskaznikéw niezawodnosci ( obliczane sg przy uzyciu metod pierwszego i dru-
giego rzedu (por. punkty 2.3.3 i 2.3.4) oraz metody MVFO (por. punkt 2.3.5). W trak-
cie procesu optymalizacji odchylenia standardowe zmiennych losowych, ktérych warto-
Sci érednie sy parametrami projektowymi, mogg mie¢ warto$¢ staly (zazwyczaj jest tak
w przypadku parametréw ksztaltu) badz zmieniaé sie przy zalozeniu stalego wspélezyn-
nika zmiennosci v (zazwyczaj w przypadku pél przekrojéw pretéw). W tym drugim przy-
padku, gdy #7 = vat', i € {1,...,n}, wrazliwo$¢ wskaznika niezawodnosci na zmiane '

7
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oblicza¢ trzeba uwzgledniajac pochodna 3 wzgledem z7

as _ 08, 08

= V——.
daf'  0alt  0x9

(3.10)

Wystepujace po prawej stronie znaku rownosci pochodne czastkowe wskaznika niezawod-
nosci wyliczane sg ze wzoru (2.57) i nie wymagaja dodatkowego naktadu obliczeniowego.
Zmieniajace si¢ w procesie optymalizacji odchylenie standardowe z¢ jest biernym parame-
trem projektowym, mimo ze w punkcie 3.1, dla przejrzystosci, okreslono parametr bierny
jako taki, ktérego wartos¢ nie zmienia sie w czasie optymalizacji. Definicje te nalezy wiec
rozszerzy¢ o parametry, ktorych wartos$é jest funkcjg parametru czynnego.

Modulem FEA/DSA jest program metody elementéw skoniczonych PSAP-T-NL. Jest to
program oparty na rozwijanym w IPPT PAN systemie POLSAP [92], ktéry wzbogaco-
ny zostal o procedury umozliwiajace analize konstrukcji w zakresie duzych przemiesz-
czen, m.in. metode stalego promienia [15] umozliwiajaca analize numeryczng w otoczeniu
punktu granicznego. W ramach czesci nieliniowej zaimplementowano modut analizy wraz-
liwodci. Istniejace juz w POLSAP-ie procedury analizy wrazliwosci konstrukeji liniowych
uzupekiono o obliczanie wrazliwosci krytycznego mnoznika obcigzenia (zob. dodatek B).

Zadanie optymalizacji niezawodnosciowej (3.2)—(3.5) nazywane jest czasem zadaniem
optymalizacji zagniezdzonej (nested) lub dwupoziomowej (two-level). Latwo jest to zrozu-
mie¢ analizujac schemat na rysunku 3.3. Na kazdym kroku optymalizacji nalezy obliczy¢
wartosci ograniczen niezawodnosciowych, co wigze si¢ z obliczeniem wskaznikéw nieza-
wodnosci. Wewnatrz zewnetrznej petli optymalizacyjnej znajduje si¢ zatem petla zadania
optymalizacji (2.38), lokalizacji punktu projektowego. Wtasnie to zagniezdzenie sprawia,
ze koszt obliczen zwigzany z optymalizacja niezawodnosciows jest bardzo wysoki. Znaj-
dujacy sie wewnatrz obydwu petli program metody elementéw skonczonych oraz analizy
wrazliwosci konstrukeji nieliniowych wykonywany byé¢ musi w zaleznosci od liczby para-
metréw projektowych i zmiennych losowych oraz liczby ograniczen niezawodnos$ciowych
od kilkuset do kilkunastu tysiecy razy. Widaé¢ stad, ze kluczowym elementem efektyw-
nosci systemu optymalizacji niezawodnosciowej jest efektywna metoda analizy wrazliwo-
Sci. Liczenie wrazliwo$ci metodg réznic skoniczonych praktycznie przekresla przydatnosé
systemu (por. [64,114]). Dlatego tez w OPTIREL-u do analizy wrazliwosdci uzywa sie
analitycznej metody ukladu sprzezonego (zob. [63]), ktéra w przypadku geometrycznie
nieliniowych konstrukcji jest najefektywniejsza.

3.2.2. Inne sformulowania

Wykorzystywane w niniejszej pracy sformutowanie zadania optymalizacji niezawodnoscio-
wej (3.2)—(3.5) jest najczesciej stosowanym sformutowaniem tego problemu. W literaturze
spotyka sie takze inne, alternatywne sformutowania.

Jednym z nich jest minimalizacja objetosci / kosztu poczatkowego konstrukeji z uwzgle-
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dnieniem jej niezawodnosci jako systemu:

znalez¢  min Cy(x®) a={d,uo}, (3.11)
przy ograniczeniach:
Bays () > g0 (3.12)
ci(x*) >0 i=1,...,mq, (3.13)
b <ah <l j=1....n, (3.14)

gdzie (s jest systemowym wskazZnikiem niezawodnodci. W analizie niezawodnosci kon-
strukeji jako systemu rozpatruje sie zazwyczaj dwa rodzaje zagadnien: (1) zagadnie-
nie jednoczesnego uwzglednienia wielu funkeji granicznych oraz (2) zagadnienie wielu
mozliwych sekwencji awarii poszczegélnych elementéw prowadzacych do zniszczenia ca-
lej konstrukeji. Oba te zagadnienia wymagajg znajomosci macierzy korelacji poszczegdl-
nych funkeji zniszczenia co w przypadku wigkszosci rzeczywistych konstrukeji jest bardzo
trudne lub wrecz niewykonalne. Uwzglednienie wzajemnej zaleznosci tych funkeji ko-
nieczne jest dla w miare doktadnego oszacowania prawdopodobieristwa awarii systemu
(zob. [95]). Rozpatrywanie niezawodnosci konstrukeji jako systemu w podejsciu (2) wigze
si¢ z koniecznoscia, wygenerowania dominujacych sekwencji zniszczenia co jest mozliwe je-
dynie w przypadku niezbyt ztozonych konstrukeji, przyjmujac dosé restrykcyjne zalozenia
upraszczajace dotyczace ich pracy.

W niektérych pracach zadanie optymalizacji niezawodnosciowej formutuje sie jako zada-
nie minimalizacji catkowitego kosztu budowy i uzytkowania konstrukeji, zob. np. [116].
Na koszt ten skladajg sie koszt poczatkowy (projektu, materialu i wykonania), koszty
inspekcji i napraw, koszty awarii oraz koszt zdemontowania i usunigcia konstrukeji po za-
konczeniu okresu eksploatacji. Jesli uwzglednié¢ jedynie koszt materiatu oraz koszty awarii
(przyjmujac, ze pozostate koszty sa w przyblizeniu stale), funkcja kosztu catkowitego
moze mie¢ postac

Cr(a”) = Cila) + Y G a(-A(a")), (.15

gdzie przez C} oznaczono koszt zwigzany z awaria odpowiadajaca i-temu sposréd m,
warunkéw granicznych. Wartodci Cft przyjmowane by¢ mogg zazwyczaj jedynie z pewnym
przyblizeniem gdyz uwzglednia¢ musza, trudno mierzalne, spoteczne i etyczne aspekty
awarii konstrukcji, zwigzane nierzadko z okresleniem ekonomicznych konsekwencji utraty
ludzkiego zycia. Ponadto, poniewaz prawdopodobienistwo awarii rzeczywistych konstrukeji
inzynierskich jest bardzo male (zazwyczaj rzedu 1077=-107%), to istotne jest uwzglednienie
jedynie takich potencjalnych awarii, dla ktérych odpowiadajace wartosci C}: sa o kilka
rzedow wielkosci wigksze od kosztu poczgtkowego Cf.

Inng grupe stanowig sformutowania optymalizacji niezawodnosciowej jako zadania opty-
malizacji wielokryterialnej (wektorowej). Sformulowania takie sa naturalng konsekwencja,
wielokryterialnej postaci wigkszosci probleméw projektowania konstrukeji. Poniewaz cele
procesu projektowania sg zazwyczaj konfliktowe, to nie mozna w przypadku optymalizacji
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wielokryterialnej mowi¢ o istnieniu jednego rozwigzania optymalnego. Rozwigzanie takie
godzi¢ musi np. dazenie do jednoczesnej minimalizacji kosztu i maksymalizacji nieza-
wodnodci konstrukeji. Zadanie wielokryterialnej optymalizacji niezawodnosciowej zapisaé
mozna w nastepujacej postaci, (por. [43])

znalez¢  min {Cr(x®), —f1 (), ..., —Bn(x”)}, (3.16)
przy ograniczeniach:
ci(x*) >0 i=1,...,mq, (3.17)
L.« « U, N
rf < af < j=1,...,n, (3.18)

gdzie przez (3.16) oznaczono minimalizacje wektora celéw, zawierajacego koszt poczat-
kowy oraz wskazniki niezawodnosci elementéw dane z ujemnym znakiem. Wskazniki ele-
mentéw, odpowiadajgce m warunkom granicznym zastapi¢ mozna jednym wskaznikiem
systemowym. Rozwigzanie, £, powyzszego zadania optymalizacji, charakteryzujace sie
tym, ze wartos$¢ zadnej z funkcji celu nie moze by¢ juz dalej zmniejszona (przy przejsciu
do punktu sasiedniego) bez zwigkszenia wartodci pozostatych celéw, nazywane jest roz-
wigzaniem kompromisowym (optymalnym w sensie Pareto). Jedng z metod wyznaczania
zbioru punktéow Pareto-optymalnych jest zamiana zadania wektorowego na szereg zadan
skalarnych, konstruowanych przez zatrzymywanie jednej funkcji celu z wektora (3.16)
1 przenoszeniu pozostalych do ograniczen typu réwnosciowego. Rozwiazujac nastepnie
zadania optymalizacji skalarnej dla réznych wartosci ograniczen otrzymuje si¢ kolejne
rozwigzania kompromisowe. Kazdy ze zbioru punktéw kompromisowych moze by¢ roz-
wigzaniem optymalnym jesli wezmie si¢ pod uwage dodatkowe preferencje przy wyborze
rozwigzania. Jednym ze sposobéw wyboru rozwigzania preferowanego jest maksymaliza-
cja liniowej funkcji uzytecznosci postaci

W (@) = —wo Co(Z) + Y w; i(&), (3.19)
i=1
w ktérej wy, . .., w,, sa wspolczynnikami wagowymi.

Jak to zostalo podkre$lone przy omawianiu schematu organizacji systemu optymaliza-
cji niezawodnosciowej, (zob. rys. 3.3), dwupoziomowa natura tej optymalizacji wigze
sie z bardzo duzym nakladem obliczen numerycznych. Jednym z pomystéw na popra-
we efektywnosci procesu obliczeniowego jest nowe, jednopoziomowe (one-level) sformu-
lowanie zadania optymalizacji niezawodnosciowej. W ciggu ostatnich kilku lat pojawito
sie wiele prac, w ktérych przedstawiono propozycje takich wlasnie sformulowan, zob.
np. [23,37,69,70,80]. W przeciwieristwie do sformulowania dwupoziomowego, proces po-
szukiwania projektu optymalnego oraz lokalizacji punktéw projektowych odpowiadaja-
cych ograniczeniom niezawodnos$ciowym odbywa si¢ jednocze$nie w ramach jednej, wspél-
nej petli optymalizacyjnej. Parametry projektowe zadania dwupoziomowego oraz zmien-
ne losowe tworzg, teraz jeden zbiér parametréw projektowych zadania jednopoziomowego.
Ponizej przedstawiono jednopoziomowe sformulowanie optymalizacji niezawodnosciowe;
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zaprezentowane w pracy Kuschela i Rackwitza [69], rozbudowane jednak o mozliwos¢ jed-
noczesnego uwzglednienia wielu ograniczenn niezawodnosciowych. Funkcjg celu jest tutaj
funkcja kosztu catkowitego (3.15). Sformulowanie to ma nastepujaca, postac:

znalezé  min Cr(u',... u™,

x” +ZCF —sign[G"(0)] [[w']]),  (3.20)

przy ogramczemaeh:

G'(u',z*) =0, i=1,...,m,, (3.21)
(u)' V, G'(u', ) + [[u']|| Vo G (u', 2*)|| =0, i=1,...,m,, (3.22)
sign[G'(0)] ||lu']| > g™, i=1,...,m., (3.23)
cj(x®) >0 j=1...,mq, (3.24)
e <28 < Ul k=1,...,n, (3.25)
Wi < T(ul) < 'l i=1,...,m,, r=1,...,n,. (3.26)

Jak wida¢, oprocz parametréw x, parametrami projektowymi powyzszego zadania opty-
malizacji jest m,. realizacji wektora zmiennych losowych w gaussowskiej przestrzeni stan-
dardowej, u!, ..., u™ . Rozwigzaniem tego zadania jest bowiem optymalny wektor z<,
a takze punkty projektowe (u!)*, ..., (u™)* odpowiadajace wskaznikom niezawodnogci
B, ..., Bm, dla konstrukcji optymalnej. Warto jest przyjrze¢ sie dokladniej funkcji ce-
lu i ograniczeniom. Konstruujac funkcje (3.20) wykorzystano geometryczng interpretacje
wskaznika niezawodno$ci pierwszego rzedu jako najmniejszej odleglosci od powierzchni
granicznej (por. (2.52)). Funkcje GY(U"), i = 1,...,m, sa funkcjami granicznymi w prze-
strzeni U. Ograniczenia (3.21) i (3.22) maja zapewni¢ zbieznosé¢ parametréw u’ do odpo-
wiednich punktéw projektowych (u?)* i wynikajg z warunkéw Kuhna-Tuckera dla zadania
(2.38). Mozna tatwo sprawdzi¢, ze warunek (3.22) jest spelniony, gdy gradient powierzchni
granicznej wzgledem zmiennych losowych w punkcie u', V,, G*(u’, %), jest wspéHiniowy
z wektorem u', czyli gdy punkt ten jest punktem projektowym (zob. komentarz za wzo-
rem (2.53)). Podobnie jak w funkcji celu, w ograniczeniach niezawodnosciowych (3.23)
wykorzystano definicje wskaznika niezawodnosci (2.52). Ostatnie z ograniczen, (3.26),
wyrazaja przedzialy zmiennosci realizacji zmiennych losowych Poniewaz przedzialy te
okresla si¢ zazwyczaj w przestrzeni oryginalnej, przez T (u') 0ZNaczono transformacje do
przestrzeni X r-tej sposréd n, zmiennych losowych wektora .

Niewatpliwg, zaletg sformulowania jednopoziomowego jest mozliwosé stosowania standar-
dowych algorytmow programowania nieliniowego bez koniecznosci budowy bardziej ztozo-
nych systeméw optymalizacji dwupoziomowej. W cytowanych weze$niej pracach pokaza-
no réwniez, na przykladach prostych konstrukeji, zawierajacych kilka zmiennych losowych
oraz funkcje graniczne bedace jawnymi funkcjami tych zmiennych, ze sformulowanie to
jest bardziej efektywne obliczeniowo niz odpowiadajace mu sformutowanie dwupoziomo-
we. Z zadaniem optymalizacji niezawodnosciowej w postaci (3.20)—(3.26) wiaze si¢ jednak
kilka powaznych ograniczen, ktére zdaniem autora uniemozliwiajg, zastosowanie tego po-
dejécia w optymalizacji niezawodnosciowej rzeczywistych, zlozonych konstrukeji inzynier-
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skich i ktére zadecydowaly o wyborze i udoskonalaniu w niniejszej pracy sformutowania
dwupoziomowego. Ograniczenia te sg nastepujace:

e iteracyjne rozwigzanie zadania optymalizacji za pomocy efektywnych algorytméw
gradientowych wymaga obliczania pochodnych funkcji celu oraz ograniczen wzgle-
dem parametréw projektowych. Wystepujace w ograniczeniach (3.22) gradienty
funkcji granicznych powoduja zatem koniecznosé liczenia drugich pochodnych tych
funkcji. Jest to najczesciej mozliwe jedynie przy pomocy réznic skoriczonych, co wy-
dhuza bardzo znacznie czas obliczenri oraz zmniejsza dokladno$é i utrudnia zbieznosé

procesu optymalizacji.
e znacznie zwigksza si¢ wymiar zadania optymalizacji. Liczba parametréw projek-

towych zadania optymalizacji jednopoziomowej, ktére odpowiada zadaniu dwupo-
ziomowemu o n parametrach projektowych, ng zmiennych losowych i m, ogranicze-
niach niezawodno$ciowych wynosi n+ns-m,.. Tak wiec mate zadanie dwupoziomowe
z 10 zmiennymi losowymi, ktérych wartosci srednie sg parametrami projektowymi i
z 10 ograniczeniami niezawodnosciowymi ma w wersji jednopoziomowej 110 parame-
tréw projektowych - zbyt wiele zeby zastosowaé efektywne gradientowe algorytmy

SQP (zob. dodatek A).
e transformacja z przestrzeni U do X wystepuje w ograniczeniach w sposéb jawny,

co dodatkowo wydluza czas obliczen.

3.3. System optymalizacji niezawodnosciowej jako narzedzie pro-
jektanta

Dominujacg obecnie praktyke projektowania typowych konstrukeji inzynierskich okresli¢
mozna jako optymalizacje deterministyczna w oparciu o ustalone na podstawie odpowied-
nich norm projektowych wielkos$ci obcigzen, wytrzymaltosci i parametréw materiatowych.
Termin “optymalizacja” nie wigze si¢ najczesciej z wykorzystywaniem numerycznych al-
gorytméw optymalizacyjnych, lecz raczej z ‘recznym’, iteracyjnym modyfikowaniem pro-
jektu, az do spemienia wymogéw nalozonych przez norme. Przyjecie ‘normowego’ po-
dejscia do zagadnien losowosci parametréw konstrukeji oraz obcigzeni (przyjecie metod
probabilistycznych pierwszego poziomu) jest pewnym kompromisem pomiedzy uwzgled-
nieniem rzeczywistego, bardziej ztozonego stochastycznego opisu problemu, a efektywno-
Scig procesu projektowania. Jednak rozwdéj teorii niezawodnosci konstrukeji, nieustanny
wzrost mocy obliczeniowej wspoélczesnych komputeréw oraz ich ogélna dostepnosé, jak
réwniez rozwdéj wyspecjalizowanego oprogramowania, pozwalajg mie¢ nadzieje na to, ze
w przysztosci podstawowym narzedziem projektanta bedzie komputerowy system opty-
malizacji niezawodnosciowej. W celu zilustrowania obu metod projektowania oraz poréw-
nania otrzymywanych wynikéw rozpatrzono przykiad minimalizacji cigzaru przestrzennej
konstrukeji kratowej w ksztalcie powltoki cylindrycznej, przedstawionej na rysunku 3.4.
W nastepnym przyktadzie zaprezentowano zadanie optymalizacji kosztu poczatkowego
wspornika kratowego, w ktorym pokazano jak w ramach optymalizacji niezawodno$ciowe;j
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uwzgledni¢ mozna koszt zwigzany z jakoscia materiatu.

Przykiad 3.1

8.5m

R=12.72m

Rys. 3.5. Widok z przodu; stezenie w postaci tuku tréjprzegubowego

Kratownica sklada si¢ z 474 pretéw o przekroju rurowym potaczonych ze sobg w 167
weztach. Z przodu i z tylu konstrukcja wzmocniona jest przeponami w postaci tukéw
trojprzegubowych (rys. 3.5). Dolne wezly zamocowane sg przegubowo do podtoza. Para-
metrami projektowymi zadania optymalizacji sg pola przekrojéw 7 grup pretow, na ktore
podzielono elementy konstrukcji. Grupy te zaznaczono na rysunkach 3.6 i 3.7. Przy-
jeto, ze kratownica stanowi¢ bedzie konstrukcje nosna magazynu, ktéry znajdowaé sie
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bedzie w péinocno-wschodniej Polsce. Wyodrebniono trzy giéwne zrédia obcigzen kon-
strukcji: obcigzenie stale od cigzaru wilasnego pokrycia magazynu, obciazenie $niegiem
oraz obcigzenie od parcia i ssania wiatru (zob. rys. 3.8). Konstrukcja analizowana jest
przy zalozeniu liniowo-sprezystego modelu materialu oraz matych przemieszczeri. Ponizej
wymieniono parametry losowe zadania optymalizacji niezawodnosciowe]j oraz odpowiada-
jace im wartosci charakterystyczne oraz obliczeniowe, przyjete w zadaniu optymalizacji
deterministycznej. Na poczatek przyjeto, ze pola przekrojow elementéw sa wielkosciami
deterministycznymi i réwne sg swoim wartosciom srednim (norma PN-90/B-03200 doty-
czaca konstrukeji stalowych nie przewiduje czesciowych wspélczynnikéw bezpieczenstwa
uwzgledniajacych odchylenia wymiaréw przekroju poprzecznego od zatozonych).

MWVV PV PPIX

N
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mll /I/}B/E
- AL

Grupa 1 Grupa 2

Il 220 m I
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Rys. 3.6. Grupy elementéw 1-4; zaznaczono prety z ograniczeniami naprezeniowymi
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Rys. 3.8. Podstawowe schematy obcigzenia: a - obcigzenie stale, b - obcigzenie $niegiem,
¢ - obciazenie wiatrem

e Granica plastycznoéci - o°

Przyjeto, ze elementy konstrukcji wykonane sg ze stali St3SX, ktorej granica pla-
stycznosci jest zmienng losows, o rozktadzie logarytmiczno-normalnym o wartosci
oczekiwanej i odchyleniu standardowym réwnym, odpowiednio,

E[6°] = 300000 kN/m2,  &,0 = 30000 kN /m?.

Na podstawie (2.105) i (2.106) oraz przyjmujac 75 = 1.1 warto$¢ charakterystyczna
oraz warto$¢ obliczeniowa granicy plastycznosci wynosza

oy = E[0°] — 20,0 = 240000 kN/m?
o) = op/1.1 = 218000 kN/m? .

e Modut sprezystodci - £
Przyjeto rozklad logarytmiczno-normalny o momentach

E[E] = 2.1 - 10® kN/m? op =5.0-10% kN/m?>.

W obliczeniach przeprowadzanych zgodnie z zaleceniami normy uzywa si¢ jedynie
wartosci charakterystycznej modutu sprezystosci

By =E[E] — 205 = 2.0 - 10* kN/m?.
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e Obciazenie stale (rys. 3.8a), mnoznik schematu obciazenia - \,

Przyjeto, ze obcigzenie od cigzaru wiasnego pokrycia magazynu oraz ciezaru wias-
nego konstrukceji jest zmienng losowsg o rozkltadzie normalnym. Zastosowano tu pew-
ne uproszczenie przyjmujac, iz zmiany obcigzenia spowodowane zmieniajacymi si¢
w trakcie optymalizacji wymiarami przekrojéw poprzecznych elementéw sa nie-
znaczne w poréwnaniu do obcigzen maksymalnych. Wartos$é rednia oraz odchylenie
standardowe obcigzenia stalego na m? powierzchni potaci wynosza,

E[p,] = 0.4 kN/m?, 0p, = 0.04 kN/m?,

a co za tym idzie wartosé¢ érednia i odchylenie standardowe mnoznika obcigzenia sg

odpowiednio réwne
E[X] =10, o, =0.1.

Wartosé charakterystyczna i warto$é obliczeniowa p, po przyjeciu wspdlczynnika
obciazenia vy = 1.15 wynosza,

P = Elpa] + 20, = 0.48 kN/m2,
pd=pF.1.15 = 0.55 kN/m?.

Obciazenie $niegiem (rys. 3.8b), mnoznik schematu obciazenia - ),
Obcigzenie $niegiem ustalane jest na podstawie normy PN-80/B-02010 jako ilo-
czyn obcigzenia $niegiem gruntu, Q, i wspélczynnika ksztaltu dachu C. Przyjeto, ze
rozktad prawdopodobieristwa obcigzenia sniegiem gruntu jest rozkladem Frecheta
o wartosci $redniej i odchyleniu standardowym, réwnym dla III strefy obcigzenia
Sniegiem

E[Q] = 0.7 kN/m?, oo = 0.14 kN/m?.
Wartosé charakterystyczng QF przyjeto jako kwantyl na poziomie 98%. Wynosi ona
QF = 1.1 kN/m?. Wspétezynnik C dla dachu walcowego réwny jest 0.8. Ostatecznie
dla zadania optymalizacji niezawodnosciowe]

E[py) = 0.8-0.7=0.56 kN/m?, 0, = V0.82-0.142 = 0.11 kN/m?,
E[)\b] =1.0 s Ox, = 0.2 5

natomiast warto$¢ charakterystyczna i obliczeniowa obciazenia w ‘normowej’ opty-
malizacji deterministycznej (przyjmujac czesciowy wspélezynnik obcigzenia $nie-
giem vy = 1.4) wynosza, odpowiednio,

pf=0.8-1.1=0.88 kN/m?,
P =pp-1.4=123kN/m?

Obciazenie wiatrem (rys. 3.8c), mnoznik schematu obciazenia - A\,
Wedtug normy PN-77/B-02011 wartos¢ sity parcia oraz ssania wiatru oblicza sie ze
WZOoru

p=qC.Co, (3.27)
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gdzie ¢ jest ci$nieniem predkosci wiatru, C, jest wspétczynnikiem ekspozycji, ktéry
dla terenu otwartego wynosi 1.0, C' jest wspélczynnikiem aerodynamicznym przyj-
mowanym w zaleznosci od kierunku wiania wiatru i ksztaltu budynku, a o jest
wspoélczynnikiem dzialania porywow wiatru, ktéry w przypadku rozpatrywanej kon-
strukeji wynosi 1.8 (budowla niepodatna na dzialanie porywéw wiatru). Dla dachu
walcowego, w zaleznosci od czesdci dachu (zob. rys. 3.8¢), wspélczynnik aerodyna-
miczny przybiera wartosci: 0.62, -0.98 i -0.4, gdzie wartos¢ ujemna oznacza ssanie.
Przyjeto, iz ci$nienie ¢ dla budynku umiejscowionego w [ strefie obcigzenia wia-
trem jest zmienng, losowg o rozktadzie Gumbela o wartosci oczekiwanej i odchyleniu
standardowym réwnym

E[g] = 0.17 kN/m?, o, = 0.034 kN/m?,

Wartoéé charakterystyczna ¢*, przyjeta jako kwantyl na poziomie 98%, oraz wartogé
obliczeniowa ¢? wynosza,

¢" = 0.25 kN/m?, ¢* = ¢"v; = 0.25-1.3 = 0.33 kN/m?.

Na podstawie wzoru (3.27) obliczy¢ mozna charakterystyczne i obliczeniowe warto-
sci obcigzenia wiatrem dla poszcezegdlnych czedci potaci dachowej

pF =025-1.0-0.62-1.8 = 0.28 kN/m?, p? =0.28-1.3 =0.36 kN/m?,
Pk, =-025-1.0-0.98-1.8 = —0.44 kN/m?, p% = —0.44-1.3 = —0.57 kN/m?,
pry=-025-1.0-04-1.8=—0.18kN/m?  p% = —0.18-1.3 = —0.23 kN/m?.

Wartodci srednie obcigzenia wiatrem, uzywane w zadaniu optymalizacji niezawod-
nosciowej, dla poszczegdlnych czesci dachu wynosza, odpowiednio,

E[pe] = 0.17-1.0-0.62 - 1.8 = 0.19 kN /m?,
E[pe] = —0.17-1.0-0.98 - 1.8 = —0.30 kN/m?,
E[pes] = —0.17-1.0-0.4- 1.8 = —0.12 kN /m?,

natomiast mnoznik schematu obcigzenia, \., jest zmienng losowsg o rozkladzie Gum-
bela i nastepujacych momentach statystycznych

EM\] =10, o0, =02,

Zadanie optymalizacji przeprowadzono dla 3 kombinacji obcigzenn podstawowych:

e kombinacja I - obcigzenie stale + obcigzenie $niegiem,
e kombinacja II - obcigzenie stale + obcigzenie wiatrem,
e kombinacja III - obcigzenie stale + obcigzenie $niegiem + obcigzenie wiatrem.

Ograniczeniami procesu optymalizacji sg ograniczenia przemieszczeniowe typu (3.7) oraz
ograniczenia typu naprezeniowego /statecznodci lokalnej (3.8). W tabeli 3.1 przedstawiono
opis ograniczen, ktore dla poszczegdlnych kombinacji obcigzen nalozono na maksymalne
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| Ogr. przem. | Ograniczenia naprezeniowe/statecznosei lokalnej

nr 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
I wezel 84 el. 108 | el. 198 | el. 169 | el. 327 | el. 351 | el. 377 | el. 411 | el. 472
q® = 5cm gr. 1 gr. 2 gr. 2 gr. 3 gr. 4 gr. b gr. 6 gr. 7
II wezet 80 el. 14 | el. 165 | el. 328 | el. 220 | el. 352 | el. 376 | el. 413 | el. 410 | el. 458
q* = 5cm gr. 1 gr. 2 gr. 3 gr. 3 gr. 4 gr. b gr. 6 gr. 6 gr. 7
11 wezel 80 el. 108 | el. 154 | el. 316 | el. 350 | el. 341 | el. 376 | el. 410 | el. 472
q* = 5cm gr. 1 gr. 2 gr. 3 gr. 4 gr. 4 gr. 5 gr. 6 gr. 7

TABLICA 3.1. Ograniczenia projektowe

przemieszczenia pionowe wybranych wezléw (rys. 3.4) oraz naprezenia w najbardziej wy-
tezonych pretach (rysunki 3.6 i 3.7). Ponadto, na zakres zmian pdl przekrojéw pretéw
nalozone sa ograniczenia wynikajace z przestanek konstrukcyjnych. Przyjeto rowniez, ze
stosunek srednicy wewnetrznej przekrojow rurowych do ich $rednicy zewnetrznej jest
staly 1 rowny 0.8. Zalozenie takie potrzebne jest do obliczania momentéw bezwladnosci
przekrojéw pretéw na podstawie znajomosci jedynie ich pdl przekrojow.

Po zgromadzeniu wszystkich potrzebnych danych, zadania optymalizacji sformulowaé¢ mo-
zna nastepujaco:

Zadanie ‘normowej’ optymalizacji deterministycznej

7
znalezé  min C(zy,...,27) = C(x) = le l;, (3.28)
i=1
przy ograniczeniach:
T
gi(z) =1— @) 0, (3.29)
qa
gi(w)zl—‘gi@)‘ >0, i=2,...,ms+1, (3.30)
op(x) —
5em? < z; < 35cm? j=1,...,7, (3.31)
gdzie zmiennymi projektowymi xy, ..., z7 sg pola przekrojéw grup pretéw zaznaczonych

na rysunkach 3.6 i 3.7, przez [; oznaczono sume dlugosci pretéw i-tej grupy, gx(x) jest
wybranym przemieszczeniem wezta konstrukeji, a ¢ przemieszczeniem dopuszczalnym,
ktére wyspecyfikowano w tabeli 3.1, o;(x), i = 2,...,ms+ 1, jest naprezeniem w elemen-
cie, ktéremu odpowiada ograniczenie naprezeniowe/statecznosci lokalnej o numerze i, mg
jest liczba ograniczeni tego typu rozpatrywanych dla danej kombinacji obciazeni, a of'(x)
jest naprezeniem dopuszczalnym réwnym wartosci obliczeniowej granicy plastycznosci,
oY, dla pretéw rozcigganych oraz krepych pretéw Sciskanych lub eulerowskiemu napreze-
niu krytycznemu w przypadkach pretéw Sciskanych gdy o) > o¢". Jako punkt startowy
procesu optymalizacji wybrano wektor

z® = [20cm?, 20cm?, 20em?, 20cm?, 20cm?, 20em?, 20em?] . (3.32)

Zgodnie z zaleceniami normy PN-90/B-03200 wartos¢ warunku przemieszczeniowego (3.29)
obliczana jest dla obcigzeri charakterystycznych (por. (2.110)).
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Par. Opis Typ rozktadu Typ par. Wartosé
prawdopodob. | projektow. poczatkowa
1 Pole przekroju pretéw grupy 1 determinist. xd 20.0 cm?
2 Pole przekroju pretéow grupy 2 determinist. xd 20.0 cm?
T3 Pole przekroju pretéw grupy 3 determinist. xd 20.0 cm?
Ty Pole przekroju pretéw grupy 4 determinist. xd 20.0 cm?
x5 Pole przekroju pretéw grupy b determinist. cvg 20.0 cm?
Te Pole przekroju pretéw grupy 6 determinist. xd 20.0 cm?
T7 Pole przekroju pretéw grupy 7 determinist. xd 20.0 cm?
Xg | Granica plastycznosci stali log-normalny zh 3.0 -10° kN/m?
pretéw grupy 1 zg 3.0 -10* kN/m?
Xo | Granica plastycznosci stali log-normalny zh 3.0 -10° kN/m?
pretéw grupy 2 zg 3.0 - 10* kN/m?
Xi0 | Granica plastycznosci stali log-normalny zhy 3.0 -10° kN/m?
pretéw grupy 3 z9 3.0 - 10* kN/m?
X171 | Granica plastycznodci stali log-normalny zh, 3.0 - 10° kN/m?
pretéw grupy 4 z7, 3.0 - 10* kN/m?
X12 | Granica plastycznodci stali log-normalny zhy 3.0 -10° kN/m?
pretéow grupy b 9y 3.0 -10* kN/m?
X153 | Granica plastycznodci stali log-normalny Ty 3.0 -10° kN/m?
pretéow grupy 6 94 3.0 -10* kN/m?
X14 | Granica plastycznodci stali log-normalny z, 3.0 -10° kN/m?
pretéow grupy 7 9, 3.0 -10* kN/m?
X15 | Modul sprezystosci log-normalny s 2.1-10% kN/m?
75 5.0 - 105 kN/m?
Xi6 | Mnoznik obcigzenia stalego A; normalny e 1.0
276 0.1
X7 | Mnoznik obcigzenia $niegiem Ao Frecheta zh, 1.0
(nie wystepuje w opt. z komb. obc. II) z9; 0.2
X1s | Mnoznik obcigzenia wiatrem A3 Gumbela Tl 1.0
(dla opt. z komb. obc. II jest to Xi7) z7q 0.2
TABLICA 3.2. Parametry zadania optymalizacji niezawodnosciowej
Zadanie optymalizacji niezawodno$ciowej
7
malezé  min C(2¢, ... 29) = C(z%) = Z zdl; (3.33)
i=1
przy ograniczeniach:
Bi(x?) > 3.7, (3.34)
Bi(x?) > 3.7, i=2,...,ms+1, (3.35)
Sem® < ¢ < 35cm”? j=1,...,7, (3.36)

gdzie (1 (x?) jest wskaznikiem niezawodnosci odpowiadajacym przemieszczeniowemu wa-
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runkowi granicznemu (3.29), 8;(x?), i = 2,...,m, + 1, wskaznikami odpowiadajacymi
warunkom naprezeniowym (3.30), a X jest wektorem parametréw losowych. Minimalna
wartos¢ wskaznika (3, ktorg we wszystkich ograniczeniach niezawodnos$ciowych przyjeto
réwng 3.7 odpowiada prawdopodobieristwu awarii Py = 1.1 - 10™* (por. tabela na stro-
nie 19) i mozna przyjaé, ze odpowiada nieznacznym konsekwencjom awarii konstrukcji
magazynowej (wspélezynnik konsekwencji zniszczenia v, = 1.0 w podejéciu ‘normowym’).
Punkt startowy procesu optymalizacji dany jest, podobnie jak w przypadku optymalizacji
deterministycznej, przez wektor (3.32). W tabeli 3.2, zgodnie z wprowadzong w punkcie
3.1 konwencja oznaczen, zebrano wszystkie parametry zadania optymalizacji niezawod-

nosciowej. Poczatkowa objetosé¢ materialu elementéw konstrukeji wynosi 2.659 m?.

Optymalizacja deterministyczna
Wartosé Projekt optymalny Wybrany projekt
poczatk. kombinacja I kombinacja IT kombinacja ITI optymalny
1 2 3 4 5
1 20.00 cm? 9.98 cm? 6.63 cm? 9.34 cm? 9.98 cm?
To 20.00 cm? 7.67 cm? 18.50 cm? 18.78 cm? 18.78 cmm?
3 20.00 cm? 14.95 cm? 10.60 cm? 13.71 cm? 14.95 cm?
Ty 20.00 cm? 5.94 cm? 9.18 cm? 8.00 cm? 9.18 cm?
Ts5 20.00 cm? 12.87 cm? 11.76 cm? 10.60 cm? 12.87 cm?
Z6 20.00 cm? 5.00 cm? 5.00 cm? 5.00 cm? 5.00 cm?
T7 20.00 cm? 8.30 cm? 6.45 cm? 8.11 cm? 8.30 cm?
C(x) 2.659 m3 1.416 m? 1.435m? 1.664m? 1.760m?
start — stop start — stop start — stop I/11/111

g1(x) 0.4970 — 0.0000 | 0.3711 — 0.0000 | 0.2827 — 0.0000 | 0.2082/0.1681/0.0483

g2(x) 0.7420 — 0.0000 | 0.9057 — 0.1462 | 0.7545 — 0.0000 | 0.0700/0.6202/0.1207

g3(x) 0.8513 — 0.6326 | 0.7763 — 0.7036 | 0.7536 — 0.6963 | 0.8389/0.7266/0.7014

ga(x) 0.8505 — 0.0000 | 0.8581 — 0.7857 | 0.5275 — 0.0000 | 0.8307/0.8309/0.1546

g5(x) 0.5337 — 0.0000 | 0.7539 — 0.2882 | 0.8528 — 0.6707 | 0.2107/0.5784/0.7086

g6(x) 0.8303 — 0.4356 | 0.8423 — 0.3457 | 0.8811 — 0.3433 | 0.6581/0.3091/0.4777

g7(x) 0.3891 — 0.0450 | 0.8886 — 0.8027 | 0.4644 — 0.0000 | 0.0552/0.8239/0.1679

gs(x) 0.9213 — 0.5727 | 0.9672 — 0.8746 | 0.9310 — 0.6316 | 0.5773/0.8698/0.6277

go(x) 0.8233 — 0.0000 | 0.9857 — 0.9193 | 0.8179 — 0.0000 | 0.0683/0.9212/0.0437

gio(x) — 0.8783 — 0.0000 - - /0.3690/ —

TaBLICA 3.3. Wyniki optymalizacji deterministycznej

Wyniki zadania optymalizacji deterministycznej zamieszczone zostaly w tabeli 3.3. W ko-
lumnach 2, 3 i 4, w gérnej czesci tabeli, wypisano wartosci parametrow projektowych
odpowiadajacych projektom optymalnym, odpowiednio dla kombinacji obcigzen 1, 2 i
3. W tych samych kolumnach, w dolnej czesci tabeli, przedstawiono poczatkowe war-
tosci ograniczeri (3.29) i (3.30) oraz ich wartodci w punkcie optymalnym. Ograniczenia
aktywne wyrdznione zostaly wytluszczonym drukiem. Zadaniem projektanta jest teraz
wybranie takiego projektu, ktéry bytby bezpieczny dla wszystkich rozpatrywanych kom-
binacji obcigzen. Poniewaz w naszym przyktadzie parametrami projektowymi sg jedynie
pola przekrojéw poprzecznych grup pretéw, najprostszym (choé¢ na pewno nie optymal-
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nym) mozliwym rozwigzaniem jest przyjecie najwiekszych wartosci parametréw sposréd
projektéw optymalnych odpowiadajacych poszczegélnym kombinacjom obcigzen. Para-
metry te wypisane zostaly w kolumnie 5. Nalezalo jednak sprawdzi¢, czy tak wybrany
projekt optymalny spelnia ograniczenia wymienione w tabeli 3.1. Obliczone wartosci tych
ograniczen przedstawiono w dolnej czeéci kolumny 5. Jak widaé¢, wszystkie ograniczenia
sg spehione, a zatem projekt mozna uznaé¢ jako bezpieczny.

Optymalizacja niezawodnosciowa
Wartosé Projekt optymalny Wybrany projekt
poczatk. | kombinacja I | kombinacja II | kombinacja II1 optymalny
1 2 3 4 5
xd 20.00 cm? 10.71 cm? 9.27 cm? 10.59 cm? 10.71 cm?
xd 20.00 cm? 10.02 cm? 27.74 cm? 28.81 cm? 28.81 cm?
zd 20.00 cm? 16.13 cm? 14.97 cm? 16.81 cm? 16.81 cm?
xd 20.00 cm? 12.96 cm? 13.90 cm? 13.77 cm? 13.90 cm?
xd 20.00 cm? 26.70 cm? 19.33 cm? 16.72 cm? 26.70 cm?
xd 20.00 cm? 5.00 cm? 5.00 cm? 5.00 cm? 5.00 cm?
xd 20.00 cm? 8.95 cm? 7.27 cm? 8.57 cm? 8.95 cm?
C(x) 2.659 m? 1.695m3 2.051 m?3 2.201 m?3 2.270m?
start — stop | start — stop start — stop I/11/111
51(X) 4.23 — 3.70 4.03 — 3.70 3.82 = 3.70 4.16/ 4.09/3.79
B2(X) 5.70 — 3.70 | 27.95 — 11.37 5.70 — 3.93 3.93/13.86/3.98
B3(X) 6.63 — 5.81 | 9.79 — 10.98 7.54 — 8.23 6.99/11.25/8.27
Ba(X) 6.39 — 4.49 | 12.07 — 11.42 4.85 — 4.21 7.07/12.00/4.18
B5(X) 4.84 — 3.70 9.86 — 7.63 6.46 — 6.13 4.48/ 8.67/6.08
Be(X) 6.49 — 5.85 | 10.72 — 7.60 12.52 — 9.16 6.07/ 7.54/9.21
B7(X) 4.77 — 5.10 | 16.99 — 16.49 4.82 — 4.50 5.16/18.66/5.22
Bs(X) 7.31 — 4.89 | 14.43 — 10.69 6.57 — 5.01 4.93/10.76/4.98
By (X) 6.17 — 3.70 | 26.33 — 23.45 6.20 — 3.70 3.93/23.41/3.91
B10(X) - 11.80 — 3.70 - - /5.01/ -

TaBLICA 3.4. Wyniki optymalizacji niezawodnosciowej

W tabeli 3.4 przedstawione sa wyniki zadania optymalizacji niezawodnosciowej. Podob-
nie jak w tabeli 3.3, zamieszczono wartosci parametréw projektowych odpowiadajgce
projektom optymalnym, a takze warto$ci wskaznikéw niezawodnosci na poczatku i kon-
cu procesu optymalizacji. Analogicznie jak w przypadku optymalizacji deterministycznej
wybrany zostal projekt bezpieczny. Odpowiadajace mu wartosci wskaznikéw 3 przedsta-
wiono w dolnej czesci kolumny 5.

7 poréwnania wynikéw obu optymalizacji widaé, ze objetosé optymalnej konstrukcji
z optymalizacji niezawodnos$ciowej jest o ponad 0.5 m?® wieksza niz w przypadku optyma-
lizacji deterministycznej. Warto jest wigc dla optymalnej konstrukeji ‘deterministycznej’
sprawdzi¢ wartosci wskaznikow niezawodnosci odpowiadajace rozpatrywanym w przykita-
dzie warunkom granicznym. Wartosci te zebrane zostaty w tabeli 3.5. Jak wida¢, w kilku
przypadkach sa one znacznie mniejsze od minimalnej wartosci 3.7 z optymalizacji nie-
zawodnodciowej. Najwicksza roznica wystepuje w przypadku ograniczenia przemieszcze-
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Pola przekrojéw deterministyczne Pola przekrojéw losowe

komb. I | komb. IT | komb. ITII | komb. I | komb. II | komb. III
51(X) 3.21 2.93 2.65 3.20 291 2.62
Ba2(X) 3.50 12.62 3.55 3.40 9.78 3.46
B3(X) 6.54 8.69 9.01 6.53 7.92 8.15
Ba(X) 6.22 10.97 3.73 6.17 10.77 3.63
O5(X) 3.87 6.76 5.62 3.80 6.32 5.61
Ge(X) 5.59 4.11 5.19 5.58 3.89 4.86
B7(X) 3.96 14.01 4.06 3.94 13.33 4.04
Bs(X) 4.99 10.75 5.03 4.92 10.47 4.96
Bo(X) 3.49 23.84 3.46 3.40 17.40 3.36
B10(X) - 4.27 - - 4.08 -

TaBLICA 3.5. Wskazniki § dla konstrukcji optymalnej z optymalizacji deterministyczne;j

niowego dla trzeciej kombinacji obcigzen, gdzie 3 = 2.65. W tej samej tabeli przedsta-
wiono takze wartosci wskaznikéw (3 obliczonych przy zalozeniu losowosci pdl przekrojéw
poprzecznych grup pretéw. Przyjeto, ze sg to zmienne losowe o rozktadzie logarytmiczno-
normalnym, warto$ciach srednich réwnych optymalnym warto$ciom z optymalizacji de-
terministycznej i wspélezynnikach zmiennosci 5%. Tak policzone wskazniki niezawodnosci
nie r6znig, si¢ duzo od tych obliczonych przy zalozeniu pél przekrojow jako wartosci deter-
ministycznych, co $wiadczy, iz uwzglednienie niewielkiej losowosci tych parametréw nie
wplywa w znaczacy sposob na bezpieczeristwo konstrukeji. $

Przykiad 3.2

W poprzednim punkcie rozdzialu przedstawiona zostala propozycja rozszerzonej funk-
cji kosztu poczatkowego, umozliwiajacej uwzglednienie kosztu zwigzanego z zastosowa-
niem materialéw réznej jakosci (por. (3.6)). W zadaniu optymalizacji niezawodnosciowe;j,
w ktérym minimalizowana jest taka wlasnie funkcja, parametrami projektowymi oprécz
wartosci §rednich wybranych zmiennych losowych oraz parametréw deterministycznych
sg takze odchylenia standardowe losowych granic plastycznosci materialéow, z ktérych
zrobione sg prety kratownicy. Warto$¢ odchylenia standardowego granicy plastycznosci
przyjeta zostala na potrzeby pracy jako miara jakosci materiatu, decydujaca o jego kosz-
cie.

W niniejszym przykladzie zaprezentowano optymalizacje kosztu poczgtkowego wspornika
kratowego uzywanego juz w rozdziale 2 do ilustracji réznych metod analizy niezawod-
noéci. Konstrukcja oraz dzialajace na nig obcigzenie pokazane zostaly na rysunku 3.9.
Troche inny niz w rozdziale 2 jest stochastyczny opis parametréw konstrukcji. Zebra-
no je wszystkie w tabeli 3.6. Przyjeto, ze pola przekrojéw elementéw kratownicy sg,
niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie logarytmiczno-normalnym. Parametrami
projektowymi sg ich wartosci $rednie natomiast odchylenia standardowe na poszczegdl-
nych iteracjach procesu optymalizacji obliczane sg przy zalozeniu stalego wspdélczynnika
zmiennosci, v = 5%. Przyjeto, ze konstrukcja sklada sie z katownikéw réwnoramiennych.
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Rys. 3.9. Wspornik kratowy, optymalizacja kosztu poczatkowego: u géry - konstrukcja po-
czatkowa, u dotu - konstrukcja optymalna

Poniewaz w celu obliczania wartosci funkcji granicznej statecznosci lokalnej potrzebna
jest znajomosé wartosci minimalnego momentu bezwtadnosci przekroju, na podstawie ta-
blic [6] skonstruowano przyblizong zaleznosé J(A), (zob. rys. 3.10). Oprécz wartosci $red-
nich pél przekrojow pretéw, zf'—a%, parametrami projektowymi zadania optymalizacji sg
odchylenia standardowe granicy plastycznosci stali dla poszczegdlnych pretéw, x§,—x9,.
Na rysunku 3.11 przedstawiono wykres funkcji x(x?), ktéra we wzorze (3.6) ‘odpowiada’
za dodatkowy koszt zwigzany z uzyciem stali lepszej jakosci. Przyjeto, ze odchylenie
standardowe granicy plastycznosci moze zmienia¢ si¢ w granicach od 1.0 kN/cm? do
4.0kN/cm? a zastosowanie stali najlepszej jakosci jest o 10% drozsze niz stali najstab-
szej. Dodatkowym parametrem projektowym jest odlegtosé elementu nr 5, od podpor.
Ograniczeniami procesu optymalizacji sg ograniczenia naprezeniowe/statecznosei lokalnej
we wszystkich pretach konstrukeji. Zadanie optymalizacji niezawodnos$ciowej wspornika
kratowego sformulowaé¢ mozna wiec nastepujaco:

znalezé¢  min C(xf, ... ak, 29, ..., 25) =

przy ograniczeniach:

Bi(x®) > 4.2, i=1,....7, (3.38)
4cm2§x§‘§350m2, j=1,...,7, (3.39)
300 cm < zf < 500 cm (3.40)
1kN/cm? < 2§ < 4kN/cm? k=14,...,20, (3.41)

gdzie l;, 1 = 1,...,7, sg dlugosciami elementéw. Wskazniki niezawodnosci odpowiadaja-
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Rys. 3.10. Zalezno$¢ miedzy polem przekroju poprzecznego, a momentem bezwladnosci ka-
townikéw réwnoramiennych
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Rys. 3.11. Funkcja x(x7)

ce projektowi poczatkowemu wynoszg, odpowiednio: 3; = 4.96, B2 = 5.64, B3 = —5.18,
By = —3.58, (5 = 10.63, B = 2.55, B = 16.83. Jak widaé¢ jest to projekt niebezpieczny,
szczegolnie ze wzgledu na mozliwo$é utraty statecznoscei pretow pasa dolnego. Poczatko-
wy koszt konstrukcji, mierzony tu w jednostkach objetosci materiatu, wynosi 25741 cm?®.
W wyniku przeprowadzonej optymalizacji niezawodnosciowej koszt poczatkowy wzrdst
do 31637 cm?® natomiast wartosci wskaznikéw 3 odpowiadajgce projektowi optymalnemu
wynosza, odpowiednio: 3; = 4.20, By = 4.20, B3 = 4.20, B4 = 4.20, 05 = 5.52, (s = 4.20,
7 = 15.69. Konfiguracja optymalna konstrukeji przedstawiona jest na rysunku 3.9. Gru-
bosciami linii podkreslono wielkosci poél przekrojéw pretéw. W ostatniej kolumnie tabe-
li 3.6 umieszczono wartosci parametréw projektowych w punkcie optymalnym. Wynika
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stad, ze prety pasa gérnego (elementy 11 2) powinny by¢ wykonane z materialu wyzszej

jakosci natomiast pozostalte prety moga by¢ wykonane z najtanszej stali.

Par. Opis Typ rozkiadu Typ par. Wartosé Wartosé
prawdopodob. | projektow. poczatkowa optymalna
X1 Pole przekroju elementu 1 log-normalny af 10.0 cm? 6.19 cm?
staty wsp. zmiennodci: 5% 9 0.5 cm?
X Pole przekroju elementu 2 log-normalny xh 10.0 cm? 6.31 cm?
staty wsp. zmiennodci: 5% 9 0.5 cm?
X3 Pole przekroju elementu 3 log-normalny ah 10.0 cm? 23.33 cm?
staty wsp. zmiennosci: 5% 5 0.5 cm?
X4 Pole przekroju elementu 4 log-normalny o 10.0 cm? 31.56 cm?
staty wsp. zmiennosci: 5% zg 0.5 cm?
X5 Pole przekroju elementu 5 log-normalny xk 10.0 cm? 4.17 cm?
staty wsp. zmiennosci: 5% g 0.5 cm?
X6 Pole przekroju elementu 6 log-normalny xy 10.0 cm? 5.53 cm?
staty wsp. zmiennosci: 5% zg 0.5 cm?
X7 | Pole przekroju elementu 7 log-normalny zh 10.0 cm? 4.0 cm?
staty wsp. zmiennosci: 5% 7 0.5 cm?
Xs | Polozenie elementu 7 normalny zh 400.0 cm 313.2 cm
odlegtos¢ od wezta nr 2 g 2.0 cm
X Wspéhrzedna y wezta nr 4 normalny zh 0.0 cm
z3 2.0 cm
Xi10 | Wspéhrzedna y wezla nr 5 normalny zho 0.0 cm
9 2.0 cm
X11 | Wspélrzedna = wezla nr 5 normalny zh 800.0 cm
g 2.0 cm
Xi12 | Modul sprezystosci log-normalny zhy 21000.0 kN/cm?
95 1050.0 kN/cm?
X13 | Mnoznik obcigzenia A Gumbela Ty 1.0
295 0.2
X4 | Granica plast. materiatu el. log-normalny zh, 30.0 kN/cm?
x9, 3.0kN/cm? | 1.0 kN/cm?
X15 | Granica plast. materiatu el. log-normalny s 30.0 kN/cm?
x5 3.0 kN/cm? | 1.71 kN/cm?
X6 | Granica plast. materiatu el. log-normalny T 30.0 kN /cm?
g 3.0kN/cm? | 4.0 kN/cm?
X7 | Granica plast. materiatu el. log-normalny zhs 30.0 kN /cm?
x9r 3.0 kN/cm? | 4.0 kN/cm?
X8 | Granica plast. materiatu el. log-normalny Tl 30.0 kN /cm?
9 3.0kN/cm? | 4.0 kN/cm?
X9 | Granica plast. materiatu el. log-normalny zhy 30.0 kN /cm?
9 3.0kN/cm? | 4.0 kN/cm?
Xy50 | Granica plast. materiatu el. log-normalny zhy 30.0 kN /cm?
x5 3.0kN/cm? | 4.0 kN/cm?

TABLICA 3.6. Parametry zadania optymalizacji niezawodno$ciowej wspornika kratowego






ROZDZIAL

Metody poprawy etektywnosci
optymalizacji niezawodnoSciowe]

Proces zagniezdzonej optymalizacji niezawodnosciowej duzych konstrukcji inzynierskich
jest zazwyczaj bardzo czasochlonny i wymaga uzycia komputeréw o znacznej mocy obli-
czeniowej. Jednak z zebranych przez autora do$wiadczen wynika, ze zastosowanie nawet
bardzo szybkich komputer6w moze nie mieé¢ tak duzego wplywu na efektywnosé obliczent
jak implementacja w systemie optymalizacji niezawodnosciowej szeregu metod umozli-
wiajacych aktywne sterowanie parametrami procesu, a takze strategii optymalizacji inte-
raktywnej, ze szczegdlnym uwzglednieniem zmiany statusu ograniczen.

4.1. Redukcja liczby parametréw i ograniczen

Przed bardziej szczegétowym omoéwieniem wzmiankowanych sposobéw poprawy efekty-
wnosci procesu optymalizacji niezawodnos$ciowej nalezy wspomnieé¢ o metodach redukcji
liczby zmiennych losowych i parametréw projektowych. Zredukowany, optymalny oblicze-
niowo model optymalizacyjny i stochastyczny moze znacznie polepszy¢ zbiezno$é¢ procesu
oraz skréci¢ czas obliczen. Jesli to mozliwe, parametry opisujace geometrig, materiat
oraz dzialajace na konstrukcje obcigzenia powinny by¢ pogrupowane zgodnie z zasadami
przedstawionymi w podrozdziale 3.1. Nastepnie nalezy zadecydowaé, ktére z parametrow
reprezentatywnych bedzie sie traktowac¢ jako losowe, a ktére mozna uznaé za determini-
styczne. Mowiac inaczej, wazne jest aby rozpatrywaé jedynie te zmienne losowe, ktore

79
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w istotny sposéb wplywaja na ocene bezpieczenistwa konstrukeji. Tak jak to zostalo po-
kazane w punkcie 2.3.3.1, wazng informacj¢ na temat wplywu losowosci danej zmiennej
stanowi wektor normalny do powierzchni granicznej w punkcie projektowym, o, a takze
znajomosé elastycznosci wskaznikéw niezawodnosci ze wzgledu na odchylenia standardo-
we zmiennych. Poréwnanie tych wielkosci dla wszystkich zmiennych losowych pozwala
podjaé decyzje o zmianie statusu zmiennej z losowej na deterministyczng (zob. przyklad
w punkcie 2.3.3.1).

Zbadanie wplywu zmiennosci poszczegdlnych parametréw nalezy przeprowadzié¢ dla wszyst-
kich ograniczeri niezawodnosciowych wystepujacych w zadaniu optymalizacji. Liczba tych
wlagnie ograniczen, decyduje w najwigkszym stopniu o wielkosci i czasochlonnosci zada-
nia. Jest niestychanie wazne aby na podstawie wstepnych analiz wybraé¢ minimalng liczbe
warunkéw granicznych, wystarczajacg do zapewnienia odpowiedniego poziomu bezpie-
czetistwa w calej konstrukcji. Poniewaz po zakonczeniu procesu optymalizacji, ograni-
czenia nalozone na np. najbardziej wytezone prety konstrukcji poczatkowej mogg nie
odpowiadaé juz analogicznym pretom konstrukeji optymalnej, dlatego tez nalezy dokonad
sprawdzenia niezawodnosci tej konstrukeji dla innych, niz uprzednio zakladane, funkcji
granicznych.

Kolejnym czynnikiem, ktéry wplywa na efektywnosé kazdego procesu optymalizacji, a opty-
malizacji niezawodnosciowej w szczegdlnosci, jest normalizacja wartosci funkeji celu oraz
ograniczen tak aby byly one wielko$ciami tego samego rzedu. Poprawia to zbieznosé pro-
cesu oraz pozwala uniknaé¢ bledéw zaokraglen.

4.2. Sterowanie algorytmem lokalizacji punktu projektowego

Oméwione ponizej metody poprawy efektywnosci optymalizacji niezawodnosciowe]j bazuja,
przede wszystkim na modyfikowaniu parametru zbieznosci oraz punktu startowego algo-
rytmu poszukiwania punktu projektowego, bedacego podstawa procedury obliczania war-
tosci ograniczen niezawodnosciowych. Szczegdly uzywanego w niniejszej pracy algorytmu
Abdo-Rackwitza-Fiesslera [1] przedstawiono w dodatku A.2. Metody te poréwnane zo-
stang nastepnie w przykladzie optymalizacji konstrukeji wsporczej platformy wiertniczej
(zob. 4.4). Redukcja czasu obliczen uzyskana dzieki zastosowaniu poszczegélnych metod
odnoszona bedzie do naktadu obliczeniowego standardowej optymalizacji niezawodno$cio-
wej, oznaczanej dalej jako STD. Przez STD rozumie si¢ automatyczna optymalizacje
niezawodnosciowa, w ktérej wskazniki niezawodnosci wystepujace w ograniczeniach (3.3)
obliczane sa przy nastepujacych zalozeniach:

e parametr zbieznosci algorytmu lokalizacji punktu projektowego € (zob. warunek
(A.80) w dodatku A.2) pozostaje staly w ciggu wszystkich iteracji zewnetrznego
algorytmu optymalizacyjnego,

e algorytm lokalizacji punktu projektowego startuje zawsze z punktu odpowiadajgce-
go warto$ciom $rednim w gaussowskiej przestrzeni standardowej U.
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Najlatwiejszym w realizacji sposobem przyspieszenia procesu optymalizacji niezawodno-
Sciowej jest odpowiednie sterowanie parametrem zbieznosci € (metode te oznaczaé bedzie-
my dalej jako SPZ). Zazwyczaj w poczatkowych iteracjach algorytmu optymalizacyjnego
zmiany parametréw projektowych sg do$¢ znaczne i nie jest konieczne obliczanie wartosci
ograniczen niezawodnosciowych z duzg precyzja. Z drugiej strony, pod koniec procesu
optymalizacji, kiedy projekt jest juz ustabilizowany i zmiany parametréw projektowych
sg bardzo male, pozadane jest zwigkszenie precyzji obliczania wskaznikéw niezawodnosci
(zmniejszenie wartosci €) w celu zapewnienia zbieznosci. Strategie zmian wartosci parame-
tru € mozna zaplanowac z géry i zapisa¢ w zbiorze danych. Takie postepowanie wskazane
jest wtedy, gdy posiada sie juz pewne do$wiadczenia z rozwigzywania podobnych przykta-
déw i mozna przewidzie¢ przebieg procesu optymalizacji. Ponizej przedstawiono fragment
zbioru z danymi dla systemu OPTIREL, w ktérym zaprogramowano 4 modyfikacje para-
metru €, na 1, 3, 5, 1 7 iteracji.

*
* Number of compatt file modifications - IEPSLEVELS (i5)
4
*
* Jteration number, epscon value, reliability computation method: > > - FORM,
* ’s’ - SORM, ’m’ - MVFO (i5,d10.0,a1)
1 0.01
3 0.001
5 0.0001
7 0.00001

*

Lepsza, kontrole procesu optymalizacji daje sterowanie parametrem € w sposéb interak-
tywny, kiedy decyzja co do momentu i wielkos$ci zmiany tego parametru moze by¢ podjeta
na podstawie obserwacji zmian wartosci funkcji celu, ograniczen i parametréw projekto-
wych.

Innym rozwigzaniem znacznie poprawiajacym efektywnosé procesu optymalizacji nieza-
wodnosciowe]j jest odpowiedni dobér punktu startowego w algorytmie poszukiwania punk-
tu projektowego. Startujac, tak jak to jest w podejéciu STD, za kazdym razem z war-
tosci drednich zmiennych losowych traci sie wszelkie informacje z iteracji poprzednie;j.
Naturalnym jest jednak zalozenie, iz szczegdlnie w ostatniej fazie procesu optymalizacji
powierzchnie graniczne odpowiadajace ograniczeniom niezawodnosciowym (3.3) zmienia-
ja sie nieznacznie, a co za tym idzie aktualny punkt projektowy lezy w poblizu punktu
projektowego z ostatniej iteracji. W metodzie PPP (Poprzedni Punkt Projektowy) wspél-
rzedne punktéw projektowych przechowywane sg do nastepnej iteracji, gdzie uzywa si¢ ich
jako punktéw startowych. Idea metody PPP przedstawiona zostata obrazowo na rysunku
4.1, gdzie przez G, (u) = 0 oznaczono powierzchnie graniczng odpowiadajaca wybranemu
ograniczeniu niezawodnos$ciowemu na n-tym kroku optymalizacji, a przez G,,_1(u) = 0
(linia przerywana) powierzchnie graniczng na kroku n — 1. Punkty projektowe, aktualny
oraz poprzedni, oznaczono odpowiednio przez w) i w)_,. Strzalki symbolizuja obliczanie
gradientu funkcji granicznej. Jak juz wspomniano, metoda PPP daje najlepsze rezultaty
gdy zmiany polozenia powierzchni granicznej sa niewielkie. W systemie OPTIREL moze
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UZA Uo A

Rys. 4.1. a - algorytm poszukiwania punktu projektowego startuje z punktu w = 0, b -
metoda PPP, algorytm startuje z poprzedniego punktu projektowego, u) _,

by¢ ona uaktywniana przez uzytkownika w ramach optymalizacji interaktywnej lub tez
w zbiorze z danymi mozna zapisa¢ warunek jej wlaczenia w zaleznosci od maksymalne;j
zmiany parametru projektowego.

. |
G, = & N, W

Rys. 4.2. Metoda MMYV; powierzchnia graniczna linearyzowana jest w poprzednim punkcie

projektowym ) _;

Metode, ktéra bazuje na strategii PPP oraz na koncepcji opisanego w punkcie 2.3.5
wskaznika niezawodnogci fMVFO (por. (2.80)) przyjeto oznaczaé¢ w niniejszej pracy skro-
tem MMV (od Modified Mean Value). W odréznieniu od PPP w metodzie tej nie po-
szukuje sie doktadnego polozenia punktu projektowego, lecz funkcja graniczna G, (U)
linearyzowana jest w poprzednim punkcie projektowym w;_,. Jak to pokazano na rysun-
ku 4.2, metoda MMV wymaga jedynie jednokrotnego obliczenia wartosci oraz gradientu
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funkcji granicznej. Oczywiste jest, ze obliczony w ten sposéb wskaznik niezawodnosci
jest tym lepszg aproksymacja, doktadnej wartosci wskaznika z metody FORM, im mniej-
sze sa, zmiany projektu oraz im blizej siebie lezg powierzchnie graniczne G,_1(u) = 0
i G,(u) = 0. O ile metoda PPP stosowana by¢ moze przy dowolnych zmianach pa-
rametréw projektowych, a jedynie jej efektywnos$é wzrasta gdy zmiany te sa male, to
metoda MMV zastosowana w zbyt wczesnej fazie procesu optymalizacji prowadzi¢ moze
do duzych niedoktadnodci, a nawet do braku zbieznosci procesu.

Dlatego zaleca si¢ stosowanie tej metody jedynie na kilku ostatnich krokach iteracyjnych
gdy maksymalna zmiana parametru projektowego jest mniejsza niz np. 2% i gdy koszt
obliczenia wartosci funkcji granicznej jest wysoki.

4.3. Metody optymalizacji interaktywnej

Wszystkie wymienione w poprzednim punkcie metody mogg by¢ uzyte zaréwno w ra-
mach procesu optymalizacji automatycznej, jak i optymalizacji interaktywnej. To drugie
podejscie, ma jednak te niewatpliwg zalete, iz pozwala uzytkownikowi w sposob ela-
styczny reagowaé na zmieniajace si¢ trendy procesu optymalizacji, ktére trudno czasem
przewidzie¢ programujgc np. strategie zmian parametru zbieznosci € w zbiorze danych
wejsciowych.

Rola interaktywnych systeméw oraz algorytméw obliczeniowych, a optymalizacyjnych
w szczegblnosci, jest obecnie powszechnie znana oraz doceniana (zob. np. [2,103,105,111]).
Coraz czedciej dochodzi sie do wniosku, ze jedynie zintegrowane systemy obliczeniowe,
laczace w sobie nowoczesne algorytmy optymalizacyjne, szybkos¢ wspoélczesnych kom-
puteréw oraz pozwalajace na interwencje uzytkownika (eksperta), poprzez przyjazny w
obstudze interfejs, sg zdolne do efektywnej realizacji duzych i ztozonych probleméw opty-
malizacji. W swojej doskonalej ksiazce, [2], w rozdziale poswigeconym optymalizacji inte-
raktywnej, J. Arora tak definiuje pojecie algorytmu interaktywnej optymalizacji: Istotq
algorytmu interaktywne) optymalizacyi jest wykorzystywanie zmian wprowadzanych przez
uzytkownika w trakcie procesu iteracyjnego. Pisze on réwniez: Algorytmy te musza byc
zaimplementowane w systemach umozliwiajacych przerwanie procesu iteracyjnego i do-
starczenie uzytkownikowi wszelkich informacyi o aktualnym stanie projektu.

Jak wiadomo, najwickszy wpltyw na wielko$¢ zadania optymalizacji niezawodnosciowej,
oprocz ztozonosci modelu samej konstrukeji, ma liczba ograniczen natozonych na wskaz-
niki niezawodnosci elementéw. Dazy sie zatem do tego, aby obliczaé¢ jedynie wartosci
aktywnych ograniczenn niezawodnosciowych. Wiele wspotczesnych algorytméw optymali-
zacyjnych przystosowanych jest do realizacji tzw. strategii aktywnych ograniczeri. Jak
mozna zauwazy¢ analizujac sformutowanie podproblemu programowania kwadratowego
programu NLPQL, (A.58)—(A.63), ‘oszczednosci” wynikajace ze stosowania tej strategii
sprowadzajg sie jedynie do nieobliczania gradientéw ograniczenl nieréwnosciowych. War-
tosci samych ograniczen musza, by¢ jednak w dalszym ciggu obliczane. Podejécie takie
jest niewatpliwie efektywne w przypadku automatycznej optymalizacji deterministycznej,
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gdy gradienty ograniczen liczone sa metoda réznic skoriczonych. Nie stanowi ono nieste-
ty zadnego usprawnienia procesu optymalizacji niezawodnosciowej, w ktérym wskazniki
niezawodnoéci liczone sg metoda FORM i ktorych gradienty dostepne sg jako ‘produkt
uboczny’ tej analizy, bez koniecznosci dodatkowych obliczen. Poprawe efektywnosci niesie
dopiero takie rozwigzanie, gdzie pomija si¢ zupelnie wewnetrznag, petle lokalizacji punktu
projektowego (por. rys. 3.3), a wartosé¢ wskaznika niezawodnosci dla zmiennych projekto-
wych *+Dgx odzie k + 1 jest numerem iteracji, oblicza si¢ na podstawie linearyzacji w
punkcie *) g

B(Ea) = (4 ) = B + 32
i=1 i

Az (4.1)

2

o —(k) o

Metoda ta, oznaczana dalej skrétem AON (od Aproksymacja Ograniczen Niezawodno-
$ciowych), nadaje sie doskonale do implementacji w systemie optymalizacji interaktywnej,
takim jak OPTIREL. Decyzje¢ o aproksymacji wartosci danego ograniczenia podejmuje
uzytkownik na podstawie obserwacji trendéw procesu optymalizacji. Po kazdej iteracji,
wyswietlane sa wartosci ograniczeri niezawodnosciowych dla trzech ostatnich krokéw ite-
racyjnych. Ponadto uzytkownik moze zapoznac sie, w formie tekstowej lub tez analizujac
odpowiednie wykresy, z calg historig zmian parametréw projektowych, ograniczen oraz
funkcji celu. Mozna takze wys$wietli¢ wartosci wrazliwosci wybranych wskaznikéw nie-
zawodno$ci na zmiang parametréw projektowych. Rysunek 4.3 przedstawia przyktadows,
sesje interaktywna, systemu OPTIREL. Oprécz wymienionych juz mozliwosci pozwala
ona na uaktywnienie lub wylgczenie omawianych w poprzednim punkcie metod PPP i
MMV, kontrolge parametru zbieznosci zadania lokalizacji punktu projektowego, €, a tak-
ze parametréow sterujacych algorytmem SQP. Ograniczenia niezawodnos$ciowe obliczane
w sposéb przyblizony zaznaczane sg na ekranie przez dodanie litery L przy ich wartosci.
W przypadku gdy aproksymowane ograniczenie staje si¢ aktywne, jego warto$¢ zmniej-
szyta si¢ znacznie lub tez zmiany projektu od momentu podjecia decyzji o aproksymacji
sa duze, strategia AON powinna zostaé¢ wytaczona. Podobnie, po zakonczeniu procesu
optymalizacji, powinno sprawdzi¢ sie rzeczywiste warto$ci ograniczen niezawodnoscio-
wych aproksymowanych w punkcie optymalnym.

Podejmowanie decyzji w ramach procesu optymalizacji interaktywnej wymaga pewnego
doswiadczenia. Nie bez znaczenia jest tez wiedza na temat zachowania optymalizowanej
konstrukcji. Moze si¢ zdarzy¢, iz niewlasciwa decyzja dotyczaca aproksymacji ogranicze-
nia, zastosowania strategii MMV lub przyjecie zbyt matej wartosci € spowoduje problemy
ze zbieznoscia. W takich przypadkach nieoceniona jest mozliwo$é naprawienia skutkéw
blednie podjetej decyzji, co sprowadza si¢ najczesciej do restartu algorytmu z jednej z
poprzednich iteracji lub w przypadku braku zbieznosci w obliczaniu wskaznika niezawod-
noéci do ponownego wystartowania algorytmu poszukiwania punktu projektowego, np. ze
zlagodzonym warunkiem zbiezno$ci.

Omawiajgc niezbedne sktadniki efektywnego systemu optymalizacji interaktywnej nalezy
wspomnie¢ o wchodzacym w sktad OPTIREL-a programie wizualizacji trendéw opty-
malizacyjnych Optiview (zob. rys. 4.4). Przy pomocy pokazanego na rysunku 4.5 okna
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"= OPTIREL IEI[=I 5 || optimization history  [EI[=][E3
o Flik.  Edpcia  Szukaj Pomoc
[ Ao L] @& @ 55 Al — = == -
----------------------------- ITERATION N = 3 ——mmmmmmmmommmmmmmmmmmmmm oo eration =
Ho. H- 2 H-1 H Hext status Design variables
1 1.12545132D+061
2  7.74567856D+00
1 -.209417 L284576 430262 L
2 - 460841 .805287 166134 3 1.55523993D+M
3 460841 J194164 -164919 4  2.208283239D+02
4 460841 800362 169820 [ 1.12146283D+02
5 460841 81123 L175221
b 460841 800362 -168462 6 1.89471315D+82
7 Jh60841 J194164 164317 7 -1.18166258D+82
8 L9656 - 005008 —.021352 8 1.88397912D+82
9 409656 -.012898 -.029058 9 -2 _291860801D+02
10 409656 -.012898 -.02223% _
11 Tu09456 —laas5008 ~I026528 18 -1.12691156D+82
12 JR09656 000989 -.026538 11 -1.892840871D+02
13 409656 -.013272 -.028025 12 1.13508524D+02
14 L9656 — 006454 - 011191 12 -1.88616345D+02
Seroll Honstop Change the constr. status opt. History Draw graphs _
Parameters constraint Gradient check Linearly controlled constr. Exit Cost = B.75288176D+ 04
Uolume = 8.75280176D+04
B constraint gradients Beta 1 4.13026201D+00
. : : - BNISIES Beta 2 3.86613445D+00
Bik Edycia Szukaj Pomoc Beta 3 3.86491911D+@0
GRADIENT OF THE RELIABILITY COMSTRAINT NO. 1 «|llpeta % 3.86981972D+00
Beta 5 3.87522122D+00
SENSITIVITY ELASTICITY Beta 6 3_86846199D+00
Beta 7 3.86431713D+00
dg/dx 1 = 2.2734615385548D-01 6.1949345769628D- 61 Beta 8 3.67864801D+00
dg/dx 2 = 4.6142257536198D-02 8.653278994057 6D 02 Beta 9 3.670694192D+00
dg/dx 3 = 2.2288378528169D-82 8.3926337419458D-02 Beta 18 3.67776058D+00
dg/dx 4 = -1_86683208051008D-02 -5 68557151833 04D 01 Beta 11 3_.67347216D+00
dg/dx 5 = -5.42381745941068D-03 -1.4726934207160D- 01 Beta 12 3.67116210D+00
dg/dz 6 = -9.25684549807068D-03 -4 246478 048 A9 19D- 61 Beta 13 3.67197486D+00
dg/dx 7 = 5.4789109367908D-03 -1.5144481369037D- 61 ~|||Beta 14 3._688808851D+80
KT a7 |KY | _"DI

Rys. 4.3. OPTIREL - interaktywna sesja po zakoriczeniu iteracji

dialogowego uzytkownik ma mozliwo$¢ wyboru typu oraz parametréw wykreséw, takich

jak zakres iteracji oraz zakres wyswietlanych wartosci funkcji. Optiview napisany zostal

jako aplikacja systemu operacyjnego Windows 95 co w znacznym stopniu ulatwia szybki

wybdr i prezentacje interesujacych uzytkownika wykreséw.

OPTIREL umozliwia rowniez §ledzenie zmian ksztaltu optymalizowanej konstrukcji przy

uzyciu programu AutoCAD. Konfiguracja konstrukcji jest po kazdej iteracji zapisywana

w postaci zbioru polecenn AutoCAD-a z wykorzystaniem oferowanego przez ten program

systemu tzw. kalek. Taka organizacja zapisu pozwala nastepnie po kolei lub jednoczesnie

wyswietla¢ konfiguracje odpowiadajgce wybranym iteracjom procesu optymalizacji.
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Rys. 4.4. Optiview - program wizualizacji trendéw procesu optymalizacji

Optmization history graphs
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Rys. 4.5. Optiview - okno wyboru typu oraz parametréw wykresu
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4.4. Poréwnanie metod realizacji zadania optymalizacji nieza-
wodnosciowej
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Rys. 4.6. Konstrukcja wsporcza platformy wiertniczej, 1, 2 - warunki przemieszczeniowe,
3-24 - warunki naprezeniowe; grupy elementéw

W celu poréwnania réznych strategii usprawnienia procesu optymalizacji niezawodnoscio-
wej rozpatrzony zostal przyklad minimalizacji ciezaru konstrukeji wsporczej platformy
wiertniczej. Konstrukcja modelowana jest jako liniowo-sprezysta kratownica przestrzenna
wykonana ze stali. Sktada sie ona ze 139 elementéw rurowych potaczonych w 46 wezlach.
Dolne wezty sg zamocowane. Wymiary rzutu konstrukcji na poziomie zamocowania oraz
na poziomie platformy wynosza, odpowiednio, 22m x 16m i 11m x 8 m. Catkowita wy-
soko$¢ konstrukeji wynosi 97 m. Kazdy z trzech dolnych segmentéw ma po 25 m wysokosci
natomiast dwa gérne majg po 11 m. Elementy konstrukcji podzielone sg na 6 grup, ktore
zaznaczono na rysunku 4.6. Aby zamodelowaé¢ usztywniajace dzialanie konstrukcji plat-
formy na znajdujace sie bezposrednio pod nig poziome prety kratownicy przyjeto dla nich
sztucznie zawyzony modul sprezystosci. Modut Younga materiatu pozostatych elementéw
wynosi 2.1 - 108 kN /m?.
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Rys. 4.7. Schematy obcigzenia

Przyjeto, ze na konstrukcje dzialajg cztery rodzaje obcigzen, zaznaczone na rysunku 4.7.
Pierwszy schemat obciazenia odpowiada dzialaniu pragdu oraz fal morskich i sktada si¢ z
sit skupionych przylozonych tak jak to pokazano na rysunku 4.7a. Wartosci sit wynosza,
odpowiednio, P, = 4500kN, P; = 2500kN, P, = P, = P; = 3000kN. Drugi schemat
(rys. 4.7b) modeluje obcigzenie cigzarem platformy. Wartosé kazdej sposréd sit skupionych
tego schematu wynosi Fs = 5500 kN. Trzeci schemat odpowiada dodatkowemu obcigzeniu
platformy wiertniczej i sktada sie z trzech sit pionowych Py = 5500kN dziatajacych
jak pokazano na rysunku rys. 4.7c. Czwarty schemat (rys. 4.7d) odpowiada obcigzeniu
wywotanemu parciem wiatru. Wartosci sit wynoszag Ps = 1000 kN.

ho| — N

hy

Rys. 4.8. Parametry ksztaltu - potozenie dwéch dolnych pokladéw

W zadaniu analizy niezawodno$ci przyjeto 11 nastepujacych zmiennych losowych:

e modut sprezystosci materiatu pretéw za wyjatkiem pretéw poziomych, lezacych
bezposrednio pod platforma,
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e pola przekrojéow grup elementéw,

e mnozniki schematow obcigzenia.
Parametrami projektowymi zadania optymalizacji niezawodnosciowej sa:

e wartodci Srednie pél przekrojéow elementow,

e wysokosci, na ktorych potozone sg dwa dolne poklady stanowigce stezenia poziome
konstrukeji (zob. rys. 4.8).

Zgodnie z przyjetag w punkcie 3.1 konwencja, oznaczen wszystkie parametry rozpatrywa-
nego zadania optymalizacji niezawodnosciowej zgromadzono w tabeli 4.1.

Par. Opis Typ rozkladu Typ par. Wartosé
prawdopodob. | projektow. poczatkowa

X1 | Pole przekroju pretéw grupy 1 log-normalny x 1133.91 cm?
staty wsp. zmiennosci: 10% ] 113.39 cm?
X5 Pole przekroju pretéw grupy 2 log-normalny xh 1133.91 cm?
staty wsp. zmiennosci: 10% 9 113.39 cm?
X3 Pole przekroju pretéw grupy 3 log-normalny zh 1133.91 cm?
staty wsp. zmiennosci: 10% 5 113.39 cm?
Xy Pole przekroju pretéw grupy 4 log-normalny o 1133.91 cm?
staty wsp. zmiennosci: 10% g 113.39 cm?
X5 Pole przekroju pretéow grupy 5 log-normalny zk 1133.91 cm?
staty wsp. zmiennosci: 10% g 113.39 cm?
Xs Pole przekroju pretéw grupy 6 log-normalny zh 1133.91 cm?
staty wsp. zmiennosci: 10% g 113.39 cm?
T7 Polozenie pionowe pierwszego poktadu determinist. xd 25 m
s Potozenie pionowe drugiego poktadu determinist. :Cg 50 m
Xy Mnoznik pierwszego schematu obcigzenia \; Gumbela zh 1.0
3 0.15
Xi10 | Mnoznik pierwszego schematu obcigzenia Ay | log-normalny zhy 1.0
9 0.1
X11 | Mnoznik pierwszego schematu obcigzenia A3 | log-normalny zh, 1.0
z7, 0.2
X2 | Mnoznik pierwszego schematu obcigzenia Ay Gumbela 5:‘1‘2 1.0
9y 0.15
X13 | Modut sprezystosci log-normalny s 2.10 103kN/m?
95 1.0510" kN /m?

TABLICA 4.1. Parametry zadania optymalizacji niezawodnosciowej konstrukcji wsporczej plat-
formy wiertniczej

Po wstepnej analizie konstrukeji zdefiniowano 24 funkcje graniczne: 2 funkcje przemiesz-
czeniowe typu (3.7) i 22 funkcje naprezeniowe / statecznosci lokalnej typu (3.8). Z odpo-
wiadajacymi tym funkcjom warunkami granicznymi stowarzyszone sg ograniczenia nie-
zawodnos$ciowe zadania optymalizacji. Wezly oraz elementy odpowiadajace poszczegdl-
nym ograniczeniom zaznaczono nha rysunku 4.6. Dopuszczalne wartosci przemieszczen dla
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funkcji 11 2 wynoszg, odpowiednio, ¢* = 35cm i ¢* = 30 cm. Naprezenie odpowiadajgce
granicy plastycznosei (traktowanej w tym zadaniu jako warto$é deterministyczna) wynosi
0% = 300000 kN/m?. Ostatecznie, zadanie optymalizacji niezawodnosciowej konstrukeji
wsporczej platformy wiertniczej sformutowano nastepujaco:

6
znalez¢  min C(af, ... ok 29 23) = E ol (2l 2d) (4.2)
i=1
przy ograniczeniach:

Bi(x*) > 3.7, a=A{p,d}, 1=1,...,24, (4.3)
0.04082m* < 2% <0.70869m*,  j=1,...,6, (4.4)
15m < 2¢ < 35m), (4.5)
40m < x? < 60m, (4.6)
zf — 29 > 15m, (4.7)
gdzie l;, i = 1,...,6, sg lgcznymi dlugosciami pretéw i-tej grupy, (; s wskaznikami

niezawodno$ci odpowiadajgcymi poszczegélnym warunkom granicznym, a ograniczenie
deterministyczne (4.7) ma zapewnié nieprzekroczenie minimalnej odlegtosci pomiedzy
dolnymi poktadami. Przyjeto, ze stosunek érednicy zewnetrznej przekrojow rurowych do
srednicy wewnetrznej jest staly i wynosi 1.081.

Poczatkowa objetoéé konstrukeji wynosi 289.606 m?, natomiast wskazniki niezawodnogci,
obliczone metoda pierwszego rzedu dla konstrukcji poczatkowej, zmieniajg si¢ w zalez-
nosci od funkeji granicznej od -0.87 do 10.58 (por. kolumna 1 tabeli 4.2). Poréwnano
nastepujace strategie rozwigzywania tego zadania optymalizacji niezawodno$ciowe;j:

e podejscie standardowe - (STD) (wyniki w kolumnie 2 tabeli 4.2)
Podejscie to zostalo scharakteryzowane w podrozdziale 4.2. Przyjeto staly parametr
zbieznosci € = 0.001. Na wykresach 4.9-4.16 przedstawiono historie zmian wartosci
funkcji celu, parametréw projektowych oraz wskaznikéw niezawodnosci wystepu-
jacych w ograniczeniach (4.3). Z analizy wykreséw wynika, ze projekt stabilizuje
si¢ po 0smej iteracji, zmiany potozenia poktadéw sg bardzo nieznaczne, a najistot-
niejsze w spelnieniu ograniczeri niezawodnosciowych byto prawie dwu i pot krotne
zwiekszenie przekroju elementéw grupy 5 (naroznych nég konstrukeji). Aktywnych
w punkcie optymalnym bylo jedynie 8 ograniczeri typu naprezeniowego/stateczno-
sci lokalnej. W tabeli 4.2 zaznaczono je pogrubionym drukiem. Projekt optymalny
znaleziony zostal po 10 iteracjach algorytmu SQP (zewnetrznego algorytmu opty-
malizacyjnego). Wartosci oraz gradienty funkcji granicznych musialty by¢ w tym celu
obliczone, odpowiednio, 2961 i 1774 razy. Pozostale testowane w tym przykladzie
strategie rozwigzania porownywane sg w tabeli 4.2 z podejsciem STD przyjmujac
odpowiadajgcy mu, poréwnawczy czas obliczen jako 1.

e sterowanie parametrem zbieznosci- (SPZ) (kolumna 3 tabeli 4.2)
Modyfikacje parametru e dokonywane bylty w sposéb interaktywny. Zaczynajac od
bardzo zgrubnego kryterium zbieznosci (¢ = 0.05) na trzech pierwszych iteracjach
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[m

procesu optymalizacji, obserwujac trendy zmian parametréw projektowych, ograni-
czen i funkcji celu, warto$é parametru zbieznosci byta stopniowo zmniejszana az do
wartodci 0.001 na 6smej iteracji. Oszczednosci czasu trwania obliczen wynikajace
z zastosowania strategii SPZ, wynosza, ponad 20%.

wykorzystanie wspdtrzednych punktu projektowego z poprzedniej iteracji - (PPP)
(kolumna 4 tabeli 4.2)

Strategia SPZ uzupekiona zostala o omawiang wczeséniej strategie PPP, ktora wia-
czana tu byta w sposéb automatyczny, niezaleznie od wielkosci zmian parametréw
projektowych. Zastosowanie tej nieskomplikowanej w implementacji metody po-
zwolilo na redukcje czasu obliczeniowego o blisko 50%, co sklania do konkluzji, iz
podejscie standardowe nie powinno byé¢ nigdy stosowane.

aproksymacja ograniczen niezawodnosciowych - (AON) (kolumna 5 tabeli 4.2)

W potaczeniu z metodami SPZ i PPP, zastosowano omawiang w punkcie 4.3 inte-
raktywng metode aproksymacji wartosci ograniczen niezawodnosciowych. Wyboru
ograniczen, ktore beda aproksymowane dokonywano kierujac si¢ nastepujaca, ‘bez-
pieczna’ strategia;

1. Wskaznik niezawodnosci odpowiadajacy danemu ograniczeniu jest aproksy-
mowany zgodnie ze wzorem (4.1) jesli ograniczenie to nie jest aktywne (w
rozpatrywanym przykladzie przyjeto ‘z zapasem’ 3; > 3.72) i jedli jego wartosé
jest wigksza od wartosci z poprzedniej iteracji.

2. Aproksymacja jest wylaczana jesli wartosé aproksymowanego ograniczenia jest
mniejsza niz w poprzedniej iteracji.

Szczegdlnie to ostatnie zalozenie czyni takie postgpowanie dosé bezpiecznym, gdyz
aproksymacja wylaczana jest niezaleznie od warto$ci ograniczenia, jesli tylko wy-
kres historii zmian tego ograniczenia zaczyna opada¢. Wykresy zmian wskaznikéw
niezawodno$ci dla optymalizacji interaktywnej pokazano na rysunkach 4.17-4.20.
Miejsca wlgczania strategii AON zaznaczone zostaly flagg z literg A i zmiang li-
nii na przerywana, a iteracje gdzie aproksymacje ograniczenia wylaczano oznaczo-
no przekreslong litera, A. Wartosci ograniczen, ktére w punkcie optymalnym byty
aproksymowane zostaly po zakonczeniu optymalizacji sprawdzone. Jak to widaé¢ w
tabeli 4.2 wszystkie wartosci [ sa wieksze od 3.7, co pozwala zaakceptowaé otrzy-
many projekt optymalny. Czas obliczen zostal zredukowany o 65% w stosunku do
metody STD!

3 ] 290.0
285.0
280.0
275.0
270.0

265.0 x x x x x x x x ]
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

iteracja
Rys. 4.9. Objetos¢ materiatu konstrukeji
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Rys. 4.10. Parametr ksztaltu — polozenie pierwszego pokladu
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Rys. 4.11. Parametr ksztaltu — polozenie drugiego pokladu
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Rys. 4.12. Pola przekrojéw grup elementéw
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Rys. 4.13. Podejscie standardowe. Wskazniki § odpowiadajace ograniczeniom 1-6
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Rys. 4.14. Podejscie standardowe. Wskazniki 3 odpowiadajgce ograniczeniom 7-12
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Rys. 4.15. Podejscie standardowe. Wskazniki § odpowiadajgce ograniczeniom 13-18
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Rys. 4.16. Podejscie standardowe. Wskazniki g odpowiadajgce ograniczeniom 19-24
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iteracja

Rys. 4.17. Optymalizacja interaktywna. Wskazniki 5 odpowiadajace ograniczeniom 1-6
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Rys. 4.18. Optymalizacja interaktywna. Wskazniki § odpowiadajace ograniczeniom 7-12
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Rys. 4.19. Optymalizacja interaktywna. Wskazniki 5 odpowiadajace ograniczeniom 13-18
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Rys. 4.20. Optymalizacja interaktywna. Wskazniki 5 odpowiadajgce ograniczeniom 19-24
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Wyniki optymalizacji

Wartosé poczatkowa STD SPZ SPZ+PPP | SPZ+PPP+AON
1 2 3 4 5

Objetosé 289.606 m® | 268.000 m® | 268.000 m*® | 268.000 m? 268.000 m?
i 1133.91cm? | 476.47cm? | 476.47cm? | 476.47 cm? 476.47 cm?
zh 1133.91cm? | 414.46cm? | 414.46cm? | 414.46 cm? 414.46 cm?
zh 1133.91cm? | 1116.70cm? | 1116.70cm? | 1116.70 cm? 1116.70 cm?
o 1133.91cm? | 498.28cm? | 498.28cm? | 498.28 cm? 498.28 cm?
zt 1133.91cm? | 2745.40cm? | 2745.40cm? | 2745.40 cm? 2745.40 cm?
zh 1133.91cm? | 701.94cm? | 701.94cm? | 701.94cm? 701.94 cm?
zd 25.00m 26.05m 26.05m 26.05 m 26.05 m
zd 50.00 m 49.88m 49.88m 49.88 m 49.88 m
B 1.99 3.77 3.77 3.77 3.77
Bo 1.98 3.91 3.91 3.91 3.91 /3091
B3 1.50 4.80 4.80 4.80 4.89 / 4.80
Ba 2.70 3.97 3.97 3.97 3.97 / 3.97
Bs 1.73 4.85 4.85 4.85 4.95 / 4.85
Be -0.87 3.70 3.70 3.70 3.70
Br 2.14 3.70 3.70 3.70 3.70
B8 3.07 5.71 5.71 5.71 6.21 /5.71
Bo 2.97 6.74 6.74 6.74 741 /6.74
Bio 3.39 3.70 3.70 3.70 3.70
Bi1 6.10 4.01 4.01 4.01 4.01 / 4.01
B2 0.70 5.57 5.57 5.57 5.71 / 5.57
B3 3.45 3.78 3.78 3.78 3.78 / 3.78
B1a 7.53 4.56 4.56 4.56 4.56 / 4.56
Bis 3.85 3.70 3.70 3.70 3.70
Bie 7.10 3.70 3.70 3.70 3.70
Bir 10.58 7.01 7.01 7.01 7.01/7.01
Bis 4.10 3.72 3.72 3.72 3.72
B9 6.78 3.70 3.70 3.70 3.70
B20 7.46 3.70 3.70 3.70 3.70
Ba1 8.21 3.70 3.70 3.70 3.70
B2 7.82 3.80 3.80 3.80 3.80
B3 7.16 3.73 3.73 3.73 3.73
Boa 6.93 4.21 4.21 4.21 419 / 4.21
OPT war. f. celu 10 10 10 10

OPT grad. f. celu 10 10 10 10

REL war. f. granicz. 2961 2325 1577 1039

REL grad. f. granicz. 1774 1450 804 608
Poréwnawczy czas 1.0 0.79 0.53 0.35

TABLICA 4.2. Poréwnanie réznych strategii optymalizacji niezawodnogciowej







ROZDZIAL

Optymalizacja niezawodnoSciowa
konstrukcji geometrycznie nieliniowych

Przy projektowaniu takich konstrukcji pretowych jak: maszty radiowe, stupy trakcji
wysokiego napiecia, powtoki siatkowe czy przekrycia strukturalne konieczne czesto jest
uwzglednienie mozliwosci wystgpienia duzych przemieszczenn konstrukeji oraz utraty sta-
tecznosci. Ponadto zdarza si¢ (zob. np. [99]), Zze otrzymywane w procesie optymalizacji
deterministycznej konstrukcje optymalne sg bardzo wrazliwe na imperfekcje geometrii
i odmienne od zalozonych parametry materiatu, prowadzace do lokalnej lub globalnej
utraty statecznosci. Dlatego tez racjonalnym rozwigzaniem w optymalizacji konstrukeji
geometrycznie nieliniowych wydaje si¢ zastosowanie aparatu optymalizacji niezawodno-
sciowej, w ktérej uwzgledniono funkcje graniczne typu (3.9).

W niniejszej pracy do nieliniowej analizy zagadnienia statyki konstrukecji uzywane sa;
metoda Newtona-Raphsona i metoda stalego promienia (stalej dtugosci tuku) (zob. [15]),
umozliwiajaca numeryczng analize stanu réwnowagi w otoczeniu punktéw granicznych.
Pomimo, ze w przypadku analizy sprezystych konstrukecji geometrycznie nieliniowych nie
jest to konieczne, w celu poprawy zbieznosci algorytmu iteracyjnego realizowany jest on
czesto jako przyrostowo-iteracyjny. W programie PSAP-T-NL zaimplementowano metode
automatycznych przyrostéw, ktéra wylicza wielko$¢ przyrostu obcigzenia w zaleznosci od
tego jaki charakter ma w danej chwili zachowanie konstrukcji.

Poniewaz w przypadku zagadnienn geometrycznie nieliniowych odpowiedZ konstrukeji nie
zalezy od historii obcigzenia, to do analizy wrazliwosci uzyto dyskretnej metody uktadu

99
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sprzezonego (zob. dodatek B.2). Podstawows, zaletg tej metody jest to, iz jej efektywnosé
praktycznie nie zalezy od liczby parametréw projektowych, co jest niestychanie istotne
w kontekscie zadania analizy niezawodnosci.

Poza oméwionymi juz w podrozdziale 4.3 skladnikami efektywnego interaktywnego syste-
mu optymalizacji niezawodnosciowej, system przystosowany do optymalizacji konstrukeji
nieliniowych wyposazony musi by¢ w szereg rozwigzan zapobiegajacych przerwaniu proce-
su optymalizacji w przypadku braku zbieznosci w zadaniu analizy konstrukcji. W progra-
mie PSAP-T-NL w razie wystapienia probleméw ze zbieznoscia, algorytmu iteracyjnego,
uzytkownik w sposéb interaktywny moze zmieni¢ wartosci parametréw algorytmu, takich
jak:

e liczba przyrostéw obcigzenia,
e rodzaj algorytmu iteracyjnego (Newton-Raphson, zmodyfikowany Newton-Raphson,
metoda stalego promienia),

e maksymalna liczba iteracji na kroku przyrostowym,
e tolerancja (parametr zbieznosci),

e parametry sterujace zmianami dhugos$ci promienia.

Po zmianie parametréw analiza moze by¢ kontynuowana lub moze nastapié¢ restart.

Ponizej przedstawione zostang trzy przyklady analizy niezawodnosci oraz optymalizacji
niezawodno$ciowej konstrukcji geometrycznie nieliniowych, narazonych na globalng utrate
statecznosci. Podkreslone zostang trudnosci zwigzane z ich numeryczng realizacjg oraz
metody ich przezwyci¢zenia.

Przykiad 5.1

Do klasy konstrukcji, przy ocenie bezpieczenstwa ktérych istotne jest uwzglednienie du-
zych przemieszczen oraz mozliwosci wystapienia awarii w postaci przeskoku weztéw na-
lezy analizowana juz w podrozdziale 3.3 kratownica przestrzenna w ksztalcie powltoki
cylindrycznej (zob. rysunki 3.4 i 3.5). W niniejszym przykladzie zbadano wptyw losowych
imperfekcji polozenia weztéw tej konstrukcji na prawdopodobienistwo globalnej utraty
statecznoscei (na rys. 5.1 przedstawiono przyktadows postaé¢ pokrytyczng). Podobnie jak
w przyktadzie 3.1, elementy konstrukeji podzielone sg na 7 grup (por. rysunki 3.6 i 3.7).
Schemat obcigzenia konstrukeji pokazano na rysunku 3.8b. Przyjeto intensywnos¢ obcig-
zenia p = 0.28 kN/m?. Rozpatrywane w przykladzie zmienne losowe wymienione zostaty
w tabeli 5.1. Funkcja graniczna dana jest wzorem (3.9). Wystepujacy w tej funkeji kry-
tyczny mnoznik obcigzenia M. jest mnoznikiem schematu obcigzenia o intensywnosci
Ap, gdzie A jest losowym mnoznikiem obcigzenia i dlatego utrata statecznosci konstruk-
cji nastepuje gdy, A\, < 1. Zadanie analizy niezawodno$ci przeprowadzono dla dwdéch
przypadkéw:

1. losowe sg jedynie pola przekrojéw pretow, modut sprezystosci materiatu oraz mnoz-
nik obcigzenia - zmienne X;—Xg,
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Rys. 5.1. Kratowa powloka cylindryczna - utrata statecznosci w postaci przeskoku weztéw;
linia przerywana - konfiguracja poczatkowa, linia ciagta - konfiguracja pokrytyczna

2. uwzgledniono takze imperfekcje potozenia weztéw konstrukeji, modelujac wspélrzed-
ne weztéw niepodporowych jako zmienne losowe o rozkladzie normalnym i odchyle-
niu standardowym od zatozonego potozenia réwnym 1.5 cm - zmienne X79—Xy44.

Otrzymano nastgpujace wyniki:

przypadek 1: B=4137, P;=1.76-10"",
przypadek 2.  3=2167, P;=151-10">

Jak widaé¢, uwzglednienie losowosci potozenia wezléw spowodowalo ponad 850 krotne
zwickszenie prawdopodobienstwa awarii.

Znalezienie punktu projektowego dla przypadku nr 2 przy pomocy algorytmu ARF, przyj-
mujac bardzo zgrubny warunek zbieznosci, wymagalo 14-krotnego obliczenia wartosci
funkeji granicznej (obliczenia wartosci A..) oraz T-krotnego obliczenia gradientu. Nale-
zy tu podkredli¢, ze tylko dzigki zastosowaniu analitycznych metod analizy wrazliwosci
zadanie to mozna bylo rozwigza¢ w stosunkowo krétkim czasie (okoto 10min na kom-
puterze PC z procesorem Pentium II 300 MHz). Policzenie gradientéw funkcji granicznej
metodg réznic skoriczonych wymagaloby co najmniej 3122-krotnego obliczenia wartosci
krytycznego mnoznika obcigzenia, co zajeloby ponad 1.5 doby.
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| Zmienna | Typ rozkladu | Wartos$é srednia | Odch. stand. Opis
X1 log-normalny 30.0 cm? 1.5 cm? Pole przekroju pretéw grupy 1
Xo log-normalny 35.0 cm? 1.75 cm? Pole przekroju pretéw grupy 2
X3 log-normalny 30.0 cm? 1.5 cm? Pole przekroju pretéw grupy 3
X, log-normalny 25.0 cm? 1.25 cm? Pole przekroju pretéw grupy 4
X5 log-normalny 30.0 cm? 1.5 cm? Pole przekroju pretéw grupy 5
Xs log-normalny 15.0 cm? 0.75 cm? Pole przekroju pretéw grupy 6
X7 log-normalny 15.0 cm? 0.75 cm? Pole przekroju pretéw grupy 7
X log-normalny | 21000.0kN/cm” | 500.0kN/cm® | Modut sprezystosci
Xo Gumbela 1.0 0.1 Mnoznik obcigzenia
X0 normalny 0.0m 1.5cm Wsp. x - pierw. niepodpartego wezta
X11 normalny —11.26 m 1.5cm Wsp. y - pierw. niepodpartego wezta
Xis normalny 0.92m 1.5cm Wsp. z - pierw. niepodpartego wezla
X402 normalny 26.09 m 1.5cm Wsp. x - ost. niepodpartego wezta
X3 normalny 11.26 m 1.5cm Wsp. y - ost. niepodpartego wezla
Xga4 normalny 0.92m 1.5cm Wsp. z - ost. niepodpartego wezta

TABLICA 5.1. Zmienne losowe

Przyklad 5.2

2P

Nr X [cm)] y [cm] | z [cm]
P P P 1 0.0 0.0 82.16
2 250.0 0.0 62.16
3 125.0 216.51 62.16
4 -125.0 216.51 62.16
5 -250.0 0.0 62.16
6 -125.0 | -216.51 62.16
7 125.0 | -216.51 62.16
8 433.01 250.0 0.0
9 0.0 500.0 0.0
10 | -433.01 250.0 0.0
11 | -433.01 -250.0 0.0
12 0.0 -500.0 0.0
13 433.01 -250.0 0.0

Rys. 5.2. Kopula kratowa: geometria i obcigzenie (P=20kN)

W niniejszym przyktadzie rozpatrzono zadanie optymalizacji niezawodnosciowej malo-
wyniostej kopuly kratowej, ktérej geometrie oraz schemat obcigzenia pokazano na ry-
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Rys. 5.3. Kopula kratowa: linia ciagta - podstawowa Sciezka réwnowagi, linia przerywana -
uproszczona $ciezka réwnowagi pokrytycznej

sunku 5.2. Ze wzgledu na bardzo silnie nieliniowe zachowanie, konstrukcja ta analizo-
wana byla w wielu pracach po$wieconych mechanice nieliniowej oraz statecznosci (zob.
np. [67,123,126]). Na rysunku 5.3 linig ciagly zaznaczono podstawows, $ciezke réwnowagi
konstrukcji. Na osiach wykresu A i w; odlozono, odpowiednio, mnoznik obcigzenia i prze-
mieszczenie pionowe wezla nr 1 (dodatnia wartosé gdy przemieszczenie do dohi). Sciezka
ta posiada wiele punktéw granicznych oraz, nie zaznaczonych na wykresie, punktéw bi-
furkacji. Kopula sktada sie z 24 elementéw o przekroju rurowym (przyjeto, ze stosunek
srednicy zewnetrznej do wewnetrznej wynosi 1.25), ktére podzielono na 3 grupy. Pierwsza,
grupe stanowig prety o numerach 1-6, drugg prety 7-12, a trzecig prety 13-24. Losowe
wladciwodci materialu 1 geometrii konstrukcji oraz obcigzenia modelowane sg przez 27
niezaleznych zmiennych losowych, ktérych opis zamieszczono w tabeli 5.2. Przyjeto, ze
pola przekrojow grup elementéw sg zmiennymi o rozktadzie logarytmiczno-normalnym
natomiast imperfekcje wykonania uwzgledniono modelujac wspoétrzedne weztéw 1-7 ja-
ko zmienne losowe o rozkiladzie normalnym. Ponadto jako zmienne losowe traktowane
sg modul Younga i granica plastycznosci materialu oraz mnoznik obcigzenia. Zmiennymi
projektowymi zadania optymalizacji sg pola przekrojow grup pretéw, a takze wspétrzedne
x, y wezléw 2-7, co pozwala na zmiane diugodci pretéw bez zmiany wysokosci polozenia
weztow. Zdefiniowano 20 warunkéw granicznych:

e warunek nr 1 - warunek oparty na przemieszczeniowej funkcji granicznej typu (3.7)
natozony na przemieszczenie pionowe wezta 1; przyjeto przemieszczenie dopuszczal-
ne ¢* = 3.5 cm,

e warunki 2-19 - warunki oparte na funkcjach granicznych naprezeniowych / statecz-
nosci lokalnej typu (3.8) nalozone na naprezenia w pretach 1-6 1 1324,

e warunek nr 20 - warunek oparty na funkcji granicznej statecznosci globalnej typu
(3.9).



104 5. OPTYMALIZACJA NIEZAWODNOSCIOWA KONSTRUKCJI GEOMETRYCZNIE NIELIN ...

Powyzszym warunkom odpowiadajg ograniczenia niezawodnosciowe zadania optymaliza-
cji. Na podstawie wstepnych obliczeri stwierdzono, ze naprezenia rozciagajace w pretach
drugiej grupy sa niewielkie i dlatego odpowiedni poziom bezpieczenistwa zapewniony zo-
stanie przez ograniczenia konstrukcyjne, nalozone na minimalng wielkos¢ pol przekrojow
pretéw. Sformulowanie zadania optymalizacji niezawodnos$ciowej dane jest zatem naste-

pujaco:

3
znalezé  min C(z*) = fo Li(x"), (5.1)

i=1

przy ograniczeniach:

Bi(z") > 3.7, i=1,...,19, (5.2)
Pao(xt) > 4.7, (5.3)
dem® < 2! < 30cm? j=1,2,3, (5.4)
150cm < 2§ < 350cm (5.5)
75cm < zf; < 175cm (5.6)
130cm < zf, < 303cm (5.7)
— 175em < 2fy < —7hem (5.8)
130cm < 2fy < 303cm (5.9)
— 350cm < zf; < —150cm (5.10)
— 175em < 2y < —75cm (5.11)
—303cm < 24, < —130cm (5.12)
75cm < xhy < 175cm (5.13)
—303cm < 28, < —130cm (5.14)
gdzie l;, 1 =1, ..., 3 sg lacznymi dlugos$ciami pretéw i-tej grupy. Z uwagi na znacznie po-

wazniejsze konsekwencje awarii w postaci utraty przez konstrukcje statecznosci globalnej
w ograniczeniu (5.3) przyjeto wieksza niz w pozostalych minimalng warto$¢ wskaznika
niezawodnosci. Ograniczenia (5.5)—(5.14) sg ograniczeniami wynikajacymi z przyjetego
zakresu zmiennosci dtugosci pretéw 1-6 (150 cm—350 cm).

Projekt optymalny otrzymano po 8 iteracjach. Odpowiadajace mu wartosci parametréw
projektowych przedstawiono w ostatniej kolumnie tabeli 5.2, a ksztalt konstrukeji opty-
malnej pokazano na rysunku 5.4 (réznymi grubosciami linii zaznaczono wzgledne wielko-
Sci pdl przekrojéow pretéw). Na rysunkach 5.5-5.8 przedstawiono historie zmian procesu
optymalizacji. Mozna zauwazy¢, ze projekt stabilizuje sie po 6 iteracjach, a w punkcie
optymalnym aktywne sa wszystkie ograniczenia niezawodnosciowe za wyjatkiem ogra-
niczenia przemieszczeniowego. Ze zmiany geometrii konstrukeji wynika réwniez ciekawa
zmiana podstawowej Sciezki réwnowagi, pokazanej na rysunkach 5.9 i 5.10. Jak to widaé
na rysunku 5.10, gdzie poréwnano $ciezke rownowagi konstrukeji poczatkowej i optymal-
nej, wartos¢ obcigzenia odpowiadajgca pierwszemu punktowi granicznemu wzrosta ponad
trzykrotnie. Lokalizacja punktu granicznego na $ciezce rownowagi konstrukeji optymalne;j
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Rys. 5.4. Koputa kratowa: konfiguracja optymalna

wymagata modyfikacji standardowego algorytmu bazujacego na sprawdzaniu osobliwo-
$ci macierzy sztywnosci (por. dodatek B.2.4). Poniewaz w naszym przypadku, whasciwy
punkt graniczny poprzedzony jest dwoma punktami ekstremalnymi (mniej wiecej dla
A=51A=09), to warunek osobliwosci macierzy nalezato uzupemié¢ o warunek sprawdze-
nia kierunku przyrostu obciazenia.

W realizacji numerycznej przykiadu niezbedne okazaly si¢, zaimplementowane w progra-
mie PSAP-T-NL, mozliwosci interaktywnej kontroli parametrow procedury rozwiazuja-
cej oraz restartowania algorytmu obliczeniowego. Szczegdlnie na pierwszych iteracjach
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procesu optymalizacji, kiedy w celu policzenia wartosci ograniczen niezawodnos$ciowych
nalezalo obliczy¢ odpowiedZ konstrukeji dla realizacji mnoznika obcigzenia wielokrotnie
przekraczajacych warto$¢é mnoznika krytycznego, wystepowaly problemy ze zbiezno$cia,
algorytmu analizy zadania rownowagi. Problemy te udawalo si¢ zazwyczaj przezwyciezy¢
zwiekszajac warto$é parametru zbieznosci procedury iteracyjnej lub maksymalnag liczbe
iteracji na kroku przyrostowym lub tez zmieniajac parametry sterujace diugoscia pro-
mienia.

Poniewaz, ze wzgledu na ograniczenie (5.3), konstrukcja optymalna ma pracowaé w za-
kresie przedkrytycznym, to wydaje sie uzasadnionym, by dla realizacji parametru A > A,
przemieszczenia weztéw konstrukeji liczy¢ przyjmujac uproszczong postaé pokrytycznej
Sciezki réwnowagi. Propozycje takiego uproszczenia pokazano schematycznie na rysun-
ku (5.3), gdzie do obliczen przyjmuje sie stalg warto$é macierzy sztywnosci z iteracji
poprzedzajacej ‘przejscie’ punktu krytycznego. Postepowanie to moze by¢ réwniez uzy-
te w przypadku klopotéw ze zbieznoscig zwigzanych z poruszaniem si¢ po pokrytycznej
Sciezce réwnowagi. W celu sprawdzenia przydatnosci tej metody, rozpatrywane zada-
nie optymalizacji niezawodnosciowej rozwigzano aproksymujac w opisany powyzej sposob
wartosci oraz gradienty ograniczeri (5.2). Otrzymano identyczne wyniki jak dla zadania
bez aproksymacji w czasie krétszym o okoto 10%. Nalezy jednak pokresli¢, iz postepowa-
nie takie jest uprawnione jedynie wtedy, gdy projektowana konstrukcja ma pracowaé¢ w
zakresie przedkrytycznym <
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Rys. 5.5. Kopula kratowa: objetosé¢ materialu konstrukeji
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Rys. 5.6. Koputa kratowa: odleglo$¢ w planie wezla 1 od weztéw 2-7
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Rys. 5.7. Kopula kratowa: pola przekrojéw grup elementéw
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Rys. 5.8. Koputa kratowa: warto$ci wybranych ograniczen niezawodnosciowych
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Rys. 5.9. Kopula kratowa: podstawowa $ciezka réwnowagi konstrukeji optymalnej
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Rys. 5.10. Kopula kratowa: linia przerywana - Sciezka réwnowagi konstrukeji poczatkowej,
linia ciggla - $ciezka réwnowagi konstrukcji optymalnej
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Par. Opis Typ rozktadu Typ par. Wartosé Wartosé

prawdopodob. | projektow. poczatkowa optymalna

X1 Pole przekroju elem. grupy 1 log-normalny m‘f 15.0 cm? 9.65 cm?
staly wsp. zmiennosci: 5% z9 0.75 cm?

Xo Pole przekroju elem. grupy 2 log-normalny a:g 15.0 cm? 4.0 cm?
staly wsp. zmiennosci: 5% 35 0.75 cm?

X3 Pole przekroju elem. grupy 3 log-normalny x‘; 15.0 cm? 16.53 cm?
staly wsp. zmiennosci: 5% g 0.75 cm?
X4 Modul sprezystosci materiatu log-normalny i‘ff 21000.0 kN/Cm2
zg 1050.0 kN /cm?
X5 Wspétrzedna = wezta 1 normalny i‘E 0.0 cm
zg 1.0 cm
Xe Wspétrzedna y wezta 1 normalny i‘g 0.0 cm
zg 1.0 cm
X7 Wspéhrzedna z wezta 1 normalny zh 82.16 cm
z7 1.0 cm

X3s Wspétrzedna = wezta 2 normalny a:g 250.0 cm 205.65 cm
zg 1.0 cm
X9 Wspétrzedna y wezta 2 normalny i‘g 0.0 cm
zg 1.0 cm
X10 | Wspéhrzedna z wezta 2 normalny 5:?0 62.16 cm
9y 1.0 cm

X11 | Wspétrzedna = wezta 3 normalny xﬁ‘l 125.0 cm 102.81 cm
z7, 1.0 cm

X12 | Wspélrzedna y wezla 3 normalny mﬁbz 216.51 cm 178.11 cm
95 1.0 cm
X13 | Wspélrzedna z wezta 3 normalny fﬁbg 62.16 cm
95 1.0 cm

X14 | Wspétrzedna = wezta 4 normalny 1?4 -125.0 cm | -102.81 cm
z9y 1.0 cm

X15 | Wspélrzedna y wezla 4 normalny mﬁbs 216.51 cm 178.11 cm
75 1.0 cm
Xi16 | Wspélrzedna z wezla 4 normalny fﬁ% 62.16 cm
%6 1.0 cm

X17 | Wspélrzedna = wezta 5 normalny m‘f7 -250.0 cm | -205.65 cm
z9, 1.0 cm
Xi1g | Wspélrzedna y wezla 5 normalny f‘fs 0.0 cm
Z7g 1.0 cm
X19 | Wspélrzedna z wezta 5 normalny f‘fg 62.16 cm
99 1.0 cm

Xo0 | Wspétrzedna = wezta 6 normalny mgo -125.0 cm | -102.81 cm
5, 1.0 cm

X21 | Wspélrzedna y wezla 6 normalny mgl -216.51 cm | -178.11 cm
9, 1.0 cm
Xo2 | Wspéhrzedna z wezta 6 normalny 5:52 62.16 cm
3, 1.0 cm

Xo3 | Wspétrzedna = wezta 7 normalny 5053 125.0 cm 102.81 cm
93 1.0 cm

Xo4 | Wspéhrzedna y wezta 7 normalny x54 -216.51 cm | -178.11 cm
z5, 1.0 cm
Xos | Wspéhrzedna z wezta 7 normalny 5:55 62.16 cm
3% 1.0 cm
Xog Mnoznik obcigzenia \ Gumbela 5:56 1.0
54 0.15
Xo7 | Granica plastycznosci materiatu log-normalny zhe 30.0 kN /cm?
z5, 3.0 kN/cm?

TABLICA 5.2. Parametry zadania optymalizacji niezawodnosciowe]j kopuly kratowej
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Przyklad 5.3

Konstr. Konstr.
P poczatk. optymal.
061 5.85 3.70
. JA50C B 8.37 3.70
16 11450 O3 8.54 3.70
. B4 8.54 3.70
Bs 8.48 3.70
1300.¢ Be 9.24 3.70
1250 0G7 9.00 3.70
1 15 Bs | 9.00 3.70
80 1144 Bo 8.93 3.70
Bo | 6.83 |12.74/7.25
105( B | 11.33 7.95 / 6.51
12 13 087 : B12 11.22 7.80 / 6.26
£ Bz | 11.33 | 7.86 /6.22
Bra | 14.38 4.2
85C i
10 11‘1— 829.:
9
5
670.¢
65C 5]:
g 239
8
4 512.7
1o\ 450
6 7
7 355.2
3
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199.
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2
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Rys. 5.11. Kolumna kratowa: konfiguracja poczatkowa i optymalna oraz wartosci wskaznikéw
niezawodnosci

Przykladem konstrukcji narazonej na awari¢ w postaci wyboczenia pojedynczych pretow
jak réwniez globalng utrate statecznosci typu bifurkacyjnego jest, pokazany na rysunku
5.11, 15-metrowy stalowy stup kratowy. Stup zrobiony jest z 40 katownikéw réwnora-
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miennych o polu przekroju poprzecznego réwnym 20 cm?. Prety podzielono na 13 grup,
skupiajacych elementy potozone symetrycznie wzgledem dwdéch osi symetrii konstruk-
¢ji. Na rysunku 5.11 zaznaczono po jednym elemencie z kazdej grupy. Obcigzenie shupa
stanowi dzialajgca osiowo sita skupiona P = 200kN. Parametry zadania optymalizacji
niezawodno$ciowej przedstawiono w tabeli 5.3. Stochastyczny opis konstrukeji stanowi 25
zmiennych losowych. Sg to: pola przekrojéw grup elementéw, potozenie weztéw konstruk-
¢ji, modul sprezystosci i granica plastycznosci materialu oraz mnoznik obcigzenia. Nalezy
tu zaznaczy¢, ze losowe parametry ksztaltu zostaly tak dobrane aby modelowane przez
nie imperfekcje wykonania byly symetryczne i nie zmienialy bifurkacyjnego charakteru
globalnej utraty statecznosci. Uproszczenie to wynika ze stosowania w niniejszej pracy
gradientowych metod optymalizacyjnych i trudnosci napotykanych w analizie wrazliwosci
krytycznego mnoznika obcigzenia, gdy infinitezymalne zaburzenie parametru powoduje
zmiang typu punktu krytycznego. Parametrami projektowymi sg wartosci srednie pol
przekrojow grup elementéw oraz wartosci srednie odpowiednio zdefiniowanych parame-
tréow ksztalttu. Minimalne momenty bezwladnosci przekrojow wyliczane sg na podstawie
znajomosci pol przekrojéw z zaleznodei: J = 0.192A42% + 1.261A — 6.781, gdzie J i A dane

sg, odpowiednio, w cm?

i cm? (por. przyktad 3.2). Przyjeto 13 warunkéw granicznych
typu naprezeniowego / statecznosci lokalnej, (3.8), nalozonych na naprezenia w pretach
poszczegblnych grup oraz jeden warunek statecznosci globalnej (warunek nr 14), (3.9).
Problem niezawodno$ciowej minimalizacji ciezaru stupa kratowego sformutowano naste-

pujaco:
13
znalez¢  min C(xf,... xh) = Z b (a1l (5.15)
i=1

przy ograniczeniach:

Bi(x") > 3.7, i=1,...,13, (5.16)
Bra(xh) > 4.2, (5.17)
Sem® < ! < 35em? j=1,...,13, (5.18)
10cm < 2% < 60cm j=14,...,17, (5.19)
160cm < zfy < 710cm (5.20)
110cm < zfy < 660cm (5.21)
60cm < xh, < 610cm , (5.22)
10cm < 28, < 560cm (5.23)
Wt =50 >0, j=18,19,20 (5.24)

(5.24)

majg zapewni¢ zachowanie minimalnych odlegtosci miedzy pretami poziomymi.

Projekt optymalny otrzymano po 28 iteracjach. Na rysunku 5.11 pokazano ksztalt kon-
strukcji optymalnej (réznymi grubosdciami linii zaznaczono wielkodci pdl przekrojow),
a odpowiadajgce jej wartosci parametréow projektowych przedstawiono w tabeli 5.3. Ob-
jetosé konstrukeji zmniejszyta sie o ponad 63%. W punkcie optymalnym aktywne byty
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wszystkie ograniczenia niezawodnosciowe, za wyjatkiem ograniczen natozonych na nieza-

wodno$¢ rozciagganych pretéw poziomych, ktérych wartosci po kilku iteracjach byty aprok-

symowane zgodnie z przedstawiona w punkcie 4.3 strategiaz, AON. Wykresy przedstawia-

jace historie zmian funkcji celu, wybranych ograniczeri oraz parametru ksztaltu pokazano

na rysunkach 5.12-5.14. Poszukujac przyczyn powolnej zbieznosci procesu optymalizacji

warto zwréci¢ uwage na charakterystyczny dla parametréw ksztalttu wykres zmian poto-

zenia stezenia 8-9 (rys. 5.14), ktérego oscylacje powodowaly odpowiednie zwigkszanie i

zmniejszanie dlugosci wyboczeniowych sgsiednich pretéw, utrudniajac dobranie wiasciwe;j
dhugodei kroku i spelienie warunkéw zbieznosci. <
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Rys. 5.12. Stup kratowy: objetosé¢ materialu konstrukeji
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Rys. 5.13. Stup kratowy: wartosci wybranych ograniczeni niezawodnosciowych
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Par. Opis Typ rozktadu Typ par. Wartosé Wartosé

prawdopodob. | projektow. poczatkowa optymalna

X1 Pole przekroju elem. grupy 1 log-normalny CC‘{ 20.0 cm? 14.13 cm?
staty wsp. zmiennos$ci: 5% @'1; 1.0 cm?

X Pole przekroju elem. grupy 2 log-normalny I‘g 20.0 cm? 8.06 cm?
staly wsp. zmiennosci: 5% fg 1.0 cm?

X3 Pole przekroju elem. grupy 3 log-normalny CC‘L:; 20.0 cm? 8.21 cm?
staty wsp. zmiennos$ci: 5% @g 1.0 cm?

X4 Pole przekroju elem. grupy 4 log-normalny CCZ 20.0 cm? 8.31 cm?
staty wsp. zmiennosci: 5% @Z 1.0 cm?

X5 Pole przekroju elem. grupy 5 log-normalny I‘g 20.0 cm? 8.36 cm?
staly wsp. zmiennodci: 5% fg 1.0 cm?

Xe Pole przekroju elem. grupy 6 log-normalny CCg 20.0 cm? 7.87 cm?
staty wsp. zmiennosci: 5% @g 1.0 cm?

X7 Pole przekroju elem. grupy 7 log-normalny I‘; 20.0 cm? 7.92 cm?
staly wsp. zmiennodci: 5% 57? 1.0 cm?

X3 Pole przekroju elem. grupy 8 log-normalny I‘g 20.0 cm? 7.94 cm?
staly wsp. zmiennosci: 5% fg 1.0 cm?

X9 Pole przekroju elem. grupy 9 log-normalny CCg 20.0 cm? 7.97 cm?
staty wsp. zmiennos$ci: 5% @g 1.0 cm?

Xi10 | Pole przekroju elem. grupy 10 log-normalny xﬁlo 20.0 cm? 5.00 cm?
staly wsp. zmiennodci: 5% £~C‘170 1.0 cm?

X11 Pole przekroju elem. grupy 11 log-normalny xlltl 20.0 cm? 5.00 cm?
staty wsp. zmiennos$ci: 5% i‘fl 1.0 cm?

X12 Pole przekroju elem. grupy 12 log-normalny xllt2 20.0 cm? 5.00 cm?
staty wsp. zmiennos$ci: 5% i“fQ 1.0 cm?

Xi13 | Pole przekroju elem. grupy 13 log-normalny xﬁlg 20.0 cm? 5.00 cm?
staly wsp. zmiennodci: 5% 56‘173 1.0 cm?

X14 | Odleglo$é od osi pionowej weztéw: normalny xllt4 40.0 cm 15.57 cm
2,3,16,17 9y 2.0 cm

X15 | Odlegto$¢ od osi pionowej weztéw: normalny x‘f5 40.0 cm 18.63 cm
4,5,14,15 75 2.0 cm

X16 | Odleglo$é od osi pionowej weztéw: normalny xﬁ% 40.0 cm 21.00 cm
6,7,12,13 x% 2.0 cm

X117 | Odleglo$é od osi pionowej weztéw: normalny xllt7 40.0 cm 22.02 cm
8,9,10,11 97 2.0 cm

Xi1g | Odlegto$é¢ od osi poziomej weztéw: normalny xﬁlg 700.0 cm 550.47 cm
2,3,16,17 9g 2.0 cm

X19 | Odleglo$é od osi poziomej weztéw: normalny xlltg 500.0 cm 394.67 cm
4,5,14,15 i‘fg 2.0 cm

Xo0 | Odlegto$é¢ od osi poziomej weztéw: normalny x’;o 300.0 cm 237.33 cm
6,7,12,13 5 2.0 cm

X21 | Odlegto$é od osi poziomej weztéw: normalny xgl 100.0 cm 79.16 cm
8,9,10,11 9 2.0 cm
Xoo | Wspétrzedna y wezla 18 normalny ~52 1500.0 cm
.i'gQ 2.0 cm
Xo3 | Modut sprezystosci materiatu log-normalny jgg 21000.0 kN /cm?
94 1050.0 kN /cm?
Xog Mnoznik obcigzenia \ Gumbela .i'54 1.0
s, 0.2
Xos | Granica plastycznosci materiatu log-normalny ‘%55 30.0 kN /cm?
95 3.0 kN /cm?

TABLICA 5.3. Parametry zadania optymalizacji niezawodnosciowej stupa kratowego
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Rys. 5.14. Shup kratowy: poloZenie poziomego stezenia 8-9



ROZDZIAL

Whnioski i spostrzezenia

Przedmiotem rozwazan niniejszej pracy byta optymalizacja niezawodnosciowa konstrukeji
pretowych, ze szczegdlnym uwzglednieniem konstrukeji podlegajacych duzym przemiesz-
czeniom i podatnych na utrate statecznosci. Opracowano teoretyczne podstawy opty-
malizacji takich konstrukecji. Utworzony zostal takze komputerowy system OPTIREL.
Jako funkcje celu przyjeto koszt poczatkowy konstrukeji zwiazany z objetoscig oraz ja-
koscia, uzytego materialu. Rozpatrywano nastepujace zmienne losowe: pola przekrojow
pretow, wspotrzedne weztéw, mnozniki schematéow obcigzenia, moduly Younga i grani-
ce plastycznosci materialéw. W analizowanych przykladach numerycznych, parametrami
projektowymi byly wartosci §rednie pél przekrojow i wspoétrzednych weztéw oraz odchy-
lenia standardowe granic plastycznosci. Rozpatrywano trzy typy warunkéw granicznych:
warunek graniczny typu przemieszczeniowego, warunek naprezeniowy /statecznosei lokal-
nej i warunek graniczny statecznosci globalnej. Zaproponowano i przetestowano szereg
metod zwiekszajacych efektywnosé procesu optymalizacji niezawodnosciowej, ze szczegdl-
nym uwzglednieniem metod optymalizacji interaktywnej. Zaprojektowanie OPTIREL’a
jako systemu optymalizacji interaktywnej oraz zastosowanie efektywnych metod analizy
niezawodnogci, optymalizacji i analizy wrazliwosci pozwolilo na bardzo znaczne uspraw-
nienie czasochltonnego procesu optymalizacji niezawodnosciowe;j.

Na podstawie rozwazan zawartych w pracy oraz do$wiadczen numerycznych nasuwaja, sie
nastepujgce wnioski:

1. Obecny stan zaawansowania teorii niezawodnosci i optymalizacji niezawodno$cio-
wej oraz dostepnych metod obliczeniowych pozwala na wykorzystanie w procesie
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projektowania znacznie bardziej racjonalnych niz dotychczas metod oceny bezpie-
czenistwa konstrukeji.

. Efektywny komputerowy system optymalizacji niezawodnosciowej taczy¢ musi sze-

reg wyspecjalizowanych moduléw do analizy niezawodno$ci, optymalizacji, analizy
konstrukcji metoda elementéw skonczonych i analizy wrazliwosci.

. Najwigkszy wplyw na zmniejszenie czasochtonnosci procesu optymalizacji nieza-

wodnodciowej ma implementacja efektywnych, analitycznych metod analizy wrazli-
wosci. Liczenie wrazliwosci metodg réznic skoriczonych bardzo znacznie ogranicza
praktyczng przydatnosé systemu.

. Do analizy wrazliwosci konstrukcji geometrycznie nieliniowych rozpatrywanych w

pracy najkorzystniejsze bylo zastosowanie analitycznej metody uktadu sprzezonego.

. Metoda, ktora najlepiej nadaje si¢ do wykorzystania w ramach optymalizacji nieza-

wodnoéciowej jest metoda FORM. Cechujg ja: stosunkowo niski koszt obliczeniowy,
zadowalajaca w wiekszodci przypadkow dokladnosé, a takze tatwos$é otrzymania
wrazliwosci wskaznika niezawodnosci wzgledem parametréw projektowych.

. Niestychanie istotne jest przyjecie optymalnego modelu stochastycznego oraz opty-

malizacyjnego. Redukcja liczby zmiennych losowych moze znacznie polepszyé zbie-
zno$¢ procesu oraz skrécié¢ czas obliczen. Wazng, informacje na temat wpltywu loso-
wosci danej zmiennej stanowi wektor normalny do powierzchni granicznej w punk-
cie projektowym, a, a takze znajomos¢ elastycznosci wskaznikéw niezawodnosci
ze wzgledu na odchylenia standardowe zmiennych. Poréwnanie tych wielkosci dla
wszystkich zmiennych losowych pozwala podjaé decyzje o zmianie statusu zmiennej

z losowej na deterministyczna,
Z punktu widzenia efektywnosci procesu optymalizacji, bardzo wazne jest aby na

podstawie wstepnych analiz wybra¢ minimalng liczbe warunkéw granicznych, wy-
starczajaca do zapewnienia odpowiedniego poziomu bezpieczenstwa catej konstruk-
cji.

(%dpowiednie sterowanie algorytmem lokalizacji punktu projektowego moze w zna-
czacy sposob usprawnié¢ dzialanie procesu optymalizacji niezawodno$ciowej. Jak
to pokazano na przykladzie optymalizacji konstrukcji platformy wiertniczej (zob.
punkt 4.4), zastosowanie zaproponowanych w pracy metod SPZ, PPP, MMV po-
zwolilo na redukeje czasu obliczen o blisko 50% w stosunku do standardowej opty-

malizacji automatyczne;j.
Strategia aktywnych ograniczen, dostepna w ramach algorytmu rekurencyjnego pro-

gramowania kwadratowego, nie stanowi zadnego usprawnienia procesu optymaliza-
¢ji niezawodnodciowej, w ktérym wskazniki niezawodnosci liczone sa metodag FORM,
i gdzie oszczednodci zwigzane z nieliczeniem gradientéw niektérych ograniczeni nie-
zawodnosciowych sg niezauwazalne. Poprawe efektywnosci niesie dopiero zapropo-
nowana, interaktywna metoda AON, umozliwiajaca pominiecie czasochlonnego za-

dania lokalizacji punktu projektowego.
Wiaczenie do zbioru parametrow projektowych odchylen standardowych granic pla-

stycznodci materialéw pozwala na skonstruowanie rozszerzonej funkcji kosztu po-
czatkowego, umozliwiajacej uwzglednienie kosztéw zwigzanych z jakoscig materiahu.
Pokazano (zob. przykltad 5.1), ze nieuwzglednienie w analizie niezawodnosci nie-
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uchronnych imperfekcji polozenia wezléw moze prowadzi¢ w przypadku konstrukeji
podatnych na utrate statecznosci globalnej do znaczacych bledéw w okresleniu wiel-

kosci prawdopodobieristwa awarii.
Bardzo wazna dla zapewnienia zbieznosci procesu optymalizacji niezawodnosciowej

konstrukcji nieliniowych jest mozliwos$¢ interaktywnej kontroli parametréw proce-
su obliczeniowego, zaréwno na poziomie zadania optymalizacji, jak i na poziomie

programu metody elementéw skoriczonych.
W przypadku optymalizacji konstrukeji narazonych na utrate statecznosci globalnej,

ktore pracowaé maja w zakresie przedkrytycznym, wydaje sie uzasadnionym, by dla
realizacji mnoznika obcigzenia A > A.. przemieszczenia wezléw konstrukeji liczyé
przyjmujac uproszczong postaé¢ pokrytycznej $ciezki réwnowagi.






DODATEK

Wybrane algorytmy optymalizacyjne
optymalizacji niezawodnoSciowe]j

A.1. Metoda rekurencyjnego programowania kwadratowego

Algorytmy rekurencyjnego programowania kwadratowego (angielski skrét: SQP - Sequen-
tial Quadratic Programming) przeznaczone sa, do rozwigzywania nieliniowych probleméw
optymalizacji z ograniczeniami, spelniajacych ponizsze zalozenia [107,108]:

e rozpatrywany problem jest gladki; funkcja celu oraz ograniczenia sg rézniczkowalne

na zbiorze rozwigzan dopuszczalnych,
e rozmiar zadania nie jest duzy; przyjmuje si¢, ze liczba zmiennych projektowych

powinna by¢ mniejsza od 50,
e wartosci funkcji oraz gradienty moga by¢ obliczone z duzg dokladnoscia,

W pracy zastosowany zostat algorytm SQP w wersji Schittkowskiego [106]. Bazuje on na
procedurze Wilsona-Hana-Powella [125] i polega na kolejnym generowaniu i rozwiazywa-
niu podprobleméw programowania kwadratowego. Kluczem do superliniowej zbieznosci
algorytmu jest wykorzystywana quasi-newtonowska metoda przyblizania macierzy hesja-
nu funkcji Lagrange’a oraz specjalna, rozszerzona funkcja Lagrange’a minimalizowana w
procedurze obliczania diugosci kroku.

W dalszych podpunktach rozdzialu przedstawione zostanie wyprowadzenie podproblemu
programowania kwadratowego, ktérego rozwiazanie okresla kierunek poszukiwan, podane
zostang, wzory metody BFGS stuzacej do aproksymacji hesjanu oraz oméwiony zostanie,
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opracowany przez Schittkowskiego, pakiet rekurencyjnego programowania kwadratowego
— NLPQL [107].
A.1.1. Wyprowadzenie podproblemu programowania kwadratowego

Zaréwno deterministyczny jak i niezawodnosciowy problem optymalizacji zapisa¢ mozna
w nastepujacej, ogdlnej postaci:

znalezé min C(x) , (A.1)
przy ograniczeniach:
hi(x) =0 i=1,...,m, (A.2)
gi(x) >0 i=me.+1,...,m, (A.3)
gdzie @ = {x1,...,2,} jest wektorem zmiennych projektowych, C' jest funkcjg celu, h; s

ograniczeniami rownosciowymi, a g; ograniczeniami nierownosciowymi.

Warunkiem koniecznym na istnienie w punkcie &* minimum lokalnego powyzszego zada-
nia optymalizacji jest spelienie w tym punkcie kryteriéw Kuhna-Tuckera [2,51]. Wyni-
kajg one z warunku stacjonarnosci funkcji Lagrange’a zdefiniowanej jako

Lz ) = Cl@) ~ Y whi(z) — 3 Naa) (A1)
i=1 i=me+1
gdzie przez p; i A; oznaczono mnozniki Lagrange’a odpowiednio dla ograniczen rownoscio-
wych i nieréwnosciowych. Warunki Kuhna-Tuckera dla zadania optymalizacji (A.1)—(A.3)
maja nastepujacg postac:

oC (x* o Oh;(x* o dg;(x* ,
8(%)—;#@' 8(% )—i:;H)\i 8(%):0 j=1,....n, (A.5)
Aigi(£") =0, X >0 t=me.+1,...,m, (A.6)
hi(x*) =0 1=1,...,m,, (A.7)
gi(x*) >0 i=me+1,...,m. (A.8)

Dla przejrzystosci wyprowadzenia podproblemu programowania kwadratowego rozpatrzmy
zadanie optymalizacji z ograniczeniami jedynie typu rownosciowego
znalez¢ min C(x) ,
. . (=) _ (A.9)
przy ograniczeniach: hi(x) =0 i=1,....m.
Ograniczenia nieréwnosciowe mogg by¢ tatwo uwzglednione poprzez wprowadzenie zmien-
nych dopemiajacych i zamiane ograniczen (A.3) na ograniczenia réwnosciowe. Funkcja
Lagrange’a dla zadania (A.9) ma postaé

L(x,p) = Clz) - Z pihi(x) = C(x) — p' h(x) . (A.10)
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Warunki Kuhna-Tuckera dla tego zadania mozna zapisa¢ nastepujaco:
VI(@,pu)=0,  VC(x)—> wVhiz)=0, (A.11)
i=1

hi(x) = 0 i=1,...,m. (A.12)

Réwnania (A.11) i (A.12) tworza, uklad n+m réwnari nieliniowych z n+m niewiadomymi
(n zmiennych projektowych w wektorze @ i m mnoznikéw Lagrange’a w wektorze ).
Ukiad ten moze by¢ rozwigzany numerycznie przy uzyciu metody iteracyjnej Newtona-
Raphsona. Zapisujac réwnania (A.11) i (A.12) w zwartej formie dostajemy

F(y)=0, (A.13)

gdzie F' i y majg postac

F:{V}LL} : y:[w} . (A.14)
(n+m)x1 K (n4+m)x1

W metodzie Newtona-Raphsona zakladamy, ze wartog¢ wektora zmiennych y®*) na k-tym
kroku iteracyjnym jest znana i poszukujemy zmiany Ay®) tego wektora. Po rozwinieciu
réwnania (A.13) w szereg Taylora i zachowaniu jedynie dwéch pierwszych wyrazéw, Ay*)
otrzymujemy jako rozwigzanie uktadu réwnan liniowych

VFT (y")Ay® = —F(y®) | (A.15)

gdzie V F' jest macierza, o wymiarach (n+m)x (n+m), ktérej i-ta kolumna jest gradientem
funkcji Fj(y) wzgledem wektora y. Wykorzystujac w réwnaniu (A.15) definicje F' i y
z (A.14) otrzymujemy

[v% _Nr“)[m}““):_{vﬂ(’f” (A16)

NT o Ap h

gdzie V2L jest macierzg n x n hesjanu funkcji Lagrange’a, N macierzg o wymiarach
n x m, ktérej i-ta kolumna jest gradientem funkcji ograniczenia h;, Ax®) = *+D — g*)
oraz Ap® = p*+b — 4 ®)  Réwnanie (A.16) mozna przedstawi¢ w nieco innej postaci
rozpisujac pierwszy wiersz jako

VL Az® — NAp® = v LK) (A.17)

Podstawiajac nastepnie Ap®) = g+t — gk

dostajemy

) i wykorzystujac (A.11) w miejsce VL

VAL Az® — N(p*D — ¥y = v (x®) + Nu® (A.18)
Po uwzglednieniu powyzszych przeksztalceni, uklad réwnan (A.16) mozna zapisa¢ w po-
staci

(A.19)

v2L —-N 1% T Az® ve 1%
R e B A
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Rozwigzaniem ukladu (A.19) jest przyrost wektora zmiennych projektowych Az(®) oraz

k+1

nowa warto$¢ wektora mnoznikéw Lagrange’a p*t1) . Algorytm iteracyjny kontynuowany

jest az do spehlienia nalozonych kryteriéw zbieznosci.

Mozna pokazaé, ze rozwigzanie uktadu réwnan (A.19) jest réwnowazne rozwigzaniu na-
stepujacego, danego na k-tym kroku iteracyjnym, zadania programowania kwadratowego:

1
znalez¢ min VCTAz + §AwTV2L Az, (A.20)
przy zlinearyzowanych ograniczeniach réwnosciowych:

hi + VhlAx =0 i=1,...,m. (A.21)

Funkcja Lagrange’a dla powyzszego problemu optymalizacji przyjmuje postaé

L=VC'Az + %AwTsz Az — Z wi(hi + VR Azx) (A.22)

i=1
natomiast warunki Kuhna-Tuckera mozna zapisa¢ (traktujac Az jako zmienne decyzyjne)

VL=0, VO +V*LAx — Np=0, (A.23)
h+N'Az=0. (A.24)

Widaé¢ teraz, ze jesli réwnania (A.23) i (A.24) zapiszemy w postaci macierzowej, to
otrzymamy réwnanie (A.19). Zatem zadanie minimalizacji funkcji C'(x) z ograniczenia-
mi h;(x) = 0, i =1,...,m mozna rozwigzaé iteracyjnie poprzez kolejne rozwigzywanie
podprobleméw programowania kwadratowego (A.20) 1 (A.21).

Rozwigzanie Ax wyznacza kierunek poszukiwan, natomiast w celu uzyskania zbieznego
algorytmu konieczne jest obliczenie dlugosci kroku poprzez jednokierunkows minimali-
zacje odpowiednio zmodyfikowanej funkcji celu (uzupehionej o funkcje kary). Uwzgled-
niajagc ponownie ograniczenia nieréwnosciowe podproblem programowania kwadratowego
ma nastepujacg postac:

1
znalez¢é min VCTAz + éAwTH Az, (A.25)
przy ograniczeniach:
hi + VhI Az =0 i=1,...,me, (A.26)
g +VglAz >0 i=me+1,...,m. (A27)

gdzie H jest macierza hesjanu V2L lub jej przyblizeniem. Wazna cecha, zadania progra-
mowania kwadratowego jest to, iz posiada ono Scisle rozwigzanie (zob. [2,48])
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A.1.2. BFGS — quasi-newtonowska metoda aproksymacji hesjanu

W wiekszosci inzynierskich probleméw optymalizacji obliczenie drugich pochodnych funk-
¢ji celu oraz ograniczen wzgledem zmiennych projektowych jest bardzo trudne, a nieraz
wrecz niemozliwe. Dlatego tez czesto stosuje sie¢ metody wykorzystujace jedynie znajo-
mo$¢ gradientéw do aproksymacji macierzy hesjanu funkcji Lagrange’a. Jedng z naj-
bardziej popularnych oraz efektywnych metod bezposredniego przyblizania hesjanu jest
metoda BFGS (od nazwisk Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno) [48]. Mozna pokazaé, ze
w przypadku funkcji kwadratowej metoda ta daje doktadna warto$é¢ hesjanu po n krokach
iteracyjnych, gdzie n jest liczba zmiennych projektowych. Dobre przyblizenie hesjanu do-
wolnej funkcji nieliniowej uzyskuje si¢ takze po okoto n krokach. Ponizej podane zostang
za [2] wzory metody BFGS z poprawks Powella [93] zapewniajaca dodatnig okreslonosé
macierzy hesjanu. Zakladajac znajomosé przyblizenia hesjanu H®) na k-tym kroku ite-
racyjnym, chcemy obliczyé H**Y na kroku k + 1.

Przed podaniem ostatecznej postaci formuty iteracyjnej konieczne jest zdefiniowanie na-
stepujacych wyrazen:

s® = q Ag®: (op — dtugosé kroku) | (A.28)
20 = g® ) | (A.29)
p(k) _ VL(w(k—i-l)’ )‘(k)’ u(k)) _ VL(a:(k), )‘(k)’ u(k)) ’ (A.30)
£ = s p®) (A.31)
£y = W20 (A.32)
1 dla & > 0.2
0 — ' , A.33
08& dla & <0.2 (4.33)
§a— &1
w® = op® 4 (1 — )z | (A.34)
€5 = 50 p®) (A.35)
D® — iw(k)w(k)T; macierz n X n , (A.36)
3
W — 1w ,mwT '
EY = g—z zW macierz n X n . (A.37)
2

Przy tak zdefiniowanych macierzach D% i E® | wzér korekeyjny metody BFGS przyj-
muje postac

H*Y = g® 4 p® _ gk (A.38)
Jako poczatkowe przyblizenie hesjanu H'® nalezy przyja¢ pewna symetryczna, dodat-

nio okreslong macierz n x n. W przypadku braku dodatkowych informacji pierwszym
przyblizeniem moze by¢ macierz jednostkowa I.
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A.1.3. NLPQL

NLPQL [107] jest pakietem procedur numerycznych przeznaczonym do rozwiazywania
zadan programowania nieliniowego z ograniczeniami. Zastosowany w nim algorytm opiera
sie na metodzie rekurencyjnego programowania kwadratowego. Ponizej podane zostang,
najistotniejsze elementy tego algorytmu.

Zapisujac jeszcze raz ogdlne sformulowanie zadania programowania nieliniowego z ograni-
czeniami (por. (A.1)—(A.3)), rezygnujac z odmiennych oznaczen na ograniczenia réwno-
Sciowe 1 nieréwnosciowe oraz specyfikujac w sposéb jawny dopuszczalne zakresy zmienno-
$ci zmiennych projektowych (wcze$niej zawarte w ograniczeniach nieréwnosciowych) do-

stajemy:

znalez¢ min C(x) , (A.39)
przy ograniczeniach:

ci(®)=0 1=1,...,me, (A.40)
ci(x) >0 t=me+1,...,m, (A.41)
by <ay <™ j=1,...,n. (A.42)
gdzie C(z) jest funkcjy celu, ¢;(x), i = 1,...,m, sa funkcjami ograniczen, a 'z; i “z;,
j=1,...,n, odpowiednio, dolnymi i gérnymi ograniczeniami zmiennosci zmiennych pro-

jektowych.

Istota algorytmu rekurencyjnego programowania kwadratowego jest generowanie oraz roz-
wigzywanie podprobleméw programowania kwadratowego. Przyjmijmy, ze ) jest wek-
torem zmiennych projektowych na poczatku k-tego kroku iteracyjnego, A® aktualnym
przyblizeniem wektora mnoznikéw Lagrange’a w punkcie optymalnym, a H*® dodatnio
okreslonym przyblizeniem hesjanu funkeji Lagrange’a (por. punkt A.1.2), danej w postaci

m—+2n
L(z, \) Z Aici(z) . (A.43)
Funkcje ¢;, i =m+1,...,m + 2n, odpowiadajace ograniczeniom (A.42) dane sg jako
Ci(CC):IL’Z'_m—lLUZ‘_mZO i:m+1,...,m+n, (A44)
ci(®) ="ximn — Timn >0 i=m+n+1,....,m+2n. (A.45)

Zgodnie z wyprowadzeniem przedstawionym w punkcie A.1.1, podproblem programowa-
nia kwadratowego na k-tym kroku optymalizacyjnym ma postaé

znalezé¢ min VCT(x™)Az®) 4 %Aw(k)TH(k)Aw(k) : (A.46)

przy ograniczeniach:
(™) + vela®) Ax i=1,...,m, (A.47)
ci(x®) + vel(a )A:I:(k >0 i=m.+1,...,m, (A48)

oy —al < Aal <y -2 j=1000n. (A.49)
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Rozwigzujac podproblem (A.46)-(A.49) otrzymujemy wektor Ax®) wyznaczajacy kieru-
nek poszukiwan oraz odpowiadajacy mu wektor mnoznikéw Lagrange’a A® . Wartosei
wektora zmiennych projektowych na kolejnej iteracji jak réwniez wektora mnoznikéw
Lagrange’a w punkcie optymalnym obliczane sg ze wzoréw

2D — 20 L WAL® (A.50)
AEHD = By o®(XE _ \®)y (A.51)

gdzie a®) jest dlugoscig kroku otrzymywang z minimalizacji kierunkowej odpowiednio
skonstruowanej, rozszerzonej funkcji celu. Funkcje te mozna zapisaé¢ symbolicznie jako

) Ag®

W pakiecie NLPQL uzytkownik ma do wyboru dwie funkcje U™ Pierwsza z nich, zapro-
ponowana przez Hana i Powella ma postaé

m+2n
U (g, -+§: Ne@)[ + Y P min(0, ei(x))] (A.53)
i=me+1
gdzie ri(k), 1 =1,...,m+ 2n sg parametrami kary, kontrolujgcymi przekroczenie ograni-

czeri (A.40)—(A.42). Parametry te wyliczane sg w nastepujacy, iteracyjny sposéb:

Zerowa iteracja (k =0)

O = DO =1 me

(A.54)
0):)\1(-0) t=me+1,....,m+2n,
Kolejne iteracje (k=1,2,...)
1, -
r® = max{ AP, SV I =1
(A.55)

7

1, -
rk) = max{kgk)a §(Tz(k U )‘z('k)>} i=me+l,....m+2n.

Drugg funkcjg uzywang w procedurze obliczania diugosci kroku jest zaproponowana przez
Schittkowskiego rozszerzona funkcja Lagrange’a postaci

Me

UM (2, A) =C(x) — Z(Aici(w) _ %Tl(k)ci(w)2>
i=1
1 . i
m-+2n ()\iCi( ) — Qri(k)ci(w)z), jesli ¢;(x) < B (A.56)

<

>

- Z 1A - odli Zz' ’
i=me+1 5@, jesli cz(w) > ")

(2 (2

3

gdzie parametry kary rgk) wyliczane sg ze wzoréw (A.54) i (A.55). W odréznieniu od
rozszerzonej funkcji celu danej réwnaniem (A.53), powyzsza funkcja jest rézniczkowalna.

Schittkowski [106] udowodnit ponadto, iz zapewnia ona zbieznosé¢ algorytmu SQP.



126 A. WYBRANE ALCGORYTMY OPTYMALIZACYJNE OPTYMALIZACJI NIEZAWODNOSCIOWEJ

Stosowana w NLPQL procedura obliczania dhigosci kroku bazuje na metodzie Armijo
[125]. Istota, tej metody jest zastosowanie aproksymacji kwadratowej funkcji \Iffnk)(oz)
w oparciu o wartoéé gradientu V'™ (0) oraz o wartosci funkeji W (0) i O (ay), gdzie
«; jest kolejng iteracjg mnoznika dtugosci kroku. Przyjmujac poczatkows wartosé ag = 1
i zmniejszajac ja w kolejnych iteracjach zgodnie z reguly o; = 6 1, gdzie 0 < 0 < 1,
proces iteracyjny kontynuowany jest az do spelmienia warunku

UE) () < H(0) + v, VW (0) Az | (A.57)
gdzie 0 < v < 0.5. Latwo zauwazy¢, ze przyjecie wartosci 6 bliskiej jednosci prowadzi do
zwickszenia doktadnosci zastosowanej metody.

Moze si¢ zdarzy¢, ze chociaz zbiér rozwigzan dopuszczalnych oryginalnego zadania opty-
malizacji (A.39)—(A.42) jest niepusty, to podproblem (A.46)—(A.49) nie ma rozwiagzan
dopuszczalnych. Inng stabg strong przedstawionego sformulowania jest koniecznosé ob-
liczania gradientéw wszystkich ograniczeri, mimo ze nie wszystkie sa aktywne w punk-
cie optymalnym. W celu uniknigcia tych niedogodno$ci NLPQL generuje zmodyfikowa-
ny podproblem programowania kwadratowego, w ktérym wprowadzono dodatkows, po-
mocniczg zmienng projektows d oraz uwzgledniono strategie tzw. aktywnych ograniczen
(zob. [2]). Podproblem ten ma posta¢

1 1
znalezé min VCT(x™)Az®) + §Aa:(k)TH(k)Aa:(k) + §Q(k)52 : (A.58)

przy ograniczeniach:

(1=0)ci(z®) + Vcl(@)Az® =0 i=1,...,m., (A.59)
(1=080c(x®) + Vel (2™)Az® >0 e 1® (A.60)
ci(x®) + Vel (xV<)az® >0 ie KW (A.61)

oy -l < Aa <y - j=10,  (A62)
0<§<1. (A.63)

gdzie I™®) jest zbiorem aktywnych ograniczen nieréwnosciowych, a K*) zbiorem ograni-
czeni nieaktywnych, zdefiniowanymi nastepujgco:

I ={iime+1,...,m, c(x®) <e lub )\Ek) >0},

K® ={i:me+1,....my—1% (4.64)
W powyzszych definicjach )\Ek) jest mnoznikiem Lagrange’a odpowiadajacym i-temu ogra-
niczeniu, a € podang przez uzytkownika tolerancja. Wystepujacy we wzorze (A.58) para-
metr o jest parametrem kary redukujagcym wplyw zmiennej dodatkowej J na rozwigzanie,
natomiast wyrazenie Vel (£9<%)) oznacza gradient i-tego ograniczenia policzony dla j-tej
iteracji wektora @, na ktorej ograniczenie to bylo ostatni raz aktywne. Latwo sprawdzi¢,
ze wektor Ax®) = 0 oraz § = 1 spelniajg ograniczenia (A.59)—(A.63) i mogg by¢ przyjete
jako punkt startowy do rozwiazania zmodyfikowanego podproblemu.
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Uzywanym w NLPQL kryterium zbieznosci jest jednoczesne spemienie trzech warunkéw
postaci

m+2n
VO (™) Az®)]| + Z IAE e (@™ < Ve, (A.65)
Z|Cz O+ 3 Je(@®)] </ Ve, (A.66)
iel(k)
OL( w(k T
W T kA (k)
max| =5 — ‘_\/ b Az®TH®AZ® < /e (A.67)

Warto réwniez wspomnie¢ o zaimplementowanym w NLPQL systemie automatycznych
restartow. W przypadku gdy przekroczona zostanie maksymalna, podana przez uzytko-
wnika, liczba iteracji algorytmu lub maksymalna liczba iteracji procedury wyznaczania
dlugosci kroku, badz inny btad, ktéry spowoduje zatrzymanie obliczeni, NLPQL restar-
tuje analize. Iteracje zaczynaja sie od poczatku, przyjmujac jako punkt startowy ostatni
przed zatrzymaniem wektor zmiennych projektowych. Niedoskonaloscig tej metody jest
ponowne przyjecie macierzy jednostkowej jako przyblizenia hesjanu funkcji Lagrange’a
oraz zerowego wektora mnoznikow. Taka posta¢ macierzy hesjanu moze znacznie odbie-
gaé od rzeczywistej i konieczne mogg by¢ dodatkowe iteracje w celu zbudowania dobrego
przyblizenia tej macierzy (por. punkt A.1.2).

A.2. Metody poszukiwania punktu projektowego

Kluczowym elementem analizy niezawodno$ci przy uzyciu metod FORM, SORM oraz nie-
ktérych metod symulacyjnych jest znalezienie tzw. punktu projektowego u* (ang. design
point). Jest to punkt na powierzchni granicznej G(u) = 0 w ukladzie niezaleznych stan-
daryzowanych zmiennych gaussowskich lezacy najblizej poczatku uktadu. Zlokalizowanie
u* jest zadaniem programowania nieliniowego i moze by¢ zapisane jako

znalez¢é |u*|| = min||u| , (A.68)

przy ograniczeniu G(u) =0, (A.69)

gdzie ||ul| jest normg euklidesowa n wymiarowego wektora u. O funkeji G(u) zaktada sie,
iz jest rézniczkowalna.

Chociaz do rozwigzania problemu poszukiwania punktu projektowego mozna by uzyé¢
wielu znanych metod programowania nieliniowego, to ze wzgledu na postaé¢ funkcji ce-
lu oraz zwykle wysoki koszt obliczeniowy uzyskania wartosci funkcji G(u) tylko kilka
algorytmow znajduje praktyczne zastosowanie. Przeglad oraz oméwienie wazniejszych al-
gorytméw mozna znalezé w pracach [1,74,129]. Jak dotad, najbardziej popularnymi oraz
najczesciej uzywanymi, ze wzgledu na swa, efektywnos$é oraz prostote, sg algorytmy opar-
te na klasycznym w analizie niezawodnosci algorytmie Rackwitza-Fiesslera, oznaczanym
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dalej jako RF. Ponizej przedstawiona zostanie zmodyfikowana przez Abdo wersja tego
algorytmu, oznaczana skrotem ARF oraz poréwnanie efektywnosci ARF w stosunku do
algorytmu rekurencyjnego programowania kwadratowego. Wspomniane zostang rowniez
inne pomysly na usprawnienie metody RF.

A.2.1. Algorytm Abdo-Rackwitza-Fiesslera (ARF)

Zapiszmy zadanie lokalizacji punktu projektowego (A.68), (A.69) w troche zmienionej
lecz réwnowaznej postaci

znalez¢é min Q(u) = ||lu|? = v u, (A.70)

przy ograniczeniu G(u) =0. (A.71)

Rozwijajac kwadratows funkcje celu Q(u) wokét punktu w® (k-ta iteracja wektora u)
w szereg Taylor’a oraz linearyzujac funkcje G(u) dostajemy zadanie znalezienia optymal-
nego przyrostu Au(k), dane nastepujaco:

znalez¢

min Q(Au®) = Q(u™) + VQT (u®™)Au® + %Au(k)TVQQ(u(k))Au(k)

, (A.72)
— w® T ®) 12 AR 1 AR TA L ®)
przy ograniczeniu
G(Au®) = G(u®) + VG (u)Au® =0 . (A.73)
Funkcja Lagrange’a dla zadania (A.72), (A.73) ma postaé
L(Au®™ \) = u®u® + 20 A® 4+ AyE Ay ® ( )
’ , A.T4
— M (G(u®) + VGT (u®)Au®))
natomiast warunki Kuhna-Tuckera dane sg réwnaniami
VL =2u® 4 2Au® - A\VG(u®) = 2% — A\VG(u®) =0, (A.75)
G(u™) + VAN u™)Au® = A
Gu®) + VA (uu*™ ) — VG (u™)u® = 0. (A.76)
Korzystajac ze znanej wiasnosci mnoznika Lagrange’a w punkcie optymalnym
VQ = \VG, (A.77)
mnoznik A mozna wyrazié¢ jako
IV (1 *) ) (B+1)
A= (u”)u (A.78)

VG u®)VGE(u®)
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Zastepujac nastepnie w powyzszym wzorze wyrazenie VG (u®)u*+) przez
VG (u®)u® —G(u™) na podstawie réwnania (A.76) i podstawiajac tak przeksztalcone
wyrazenie na A do (A.75) dostajemy

1
(k+1) _ T4, )4, () (k) (k)
u = ———— (VG (u"")u" — G(u VG(u'™). A.79
Powyzszy wzér iteracyjny na znajdowanie punktu projektowego zaproponowany zostal
po raz pierwszy w 1974 roku przez Hasofera i Linda [53]. Iteracje kontynuowane sg az do
spehienia warunku

‘ugkﬂ) - ugk)‘ < e dla wszystkich i oraz |g(x")| <€, (A.80)

gdzie € jest zadang tolerancjg, g(a) powierzchnig graniczng dana w przestrzeni oryginal-
nych zmiennych losowych X, a * = T~ '(u*) jest punktem projektowym w tej wlasnie
przestrzeni (7'(-) symbolizuje transformacje zmiennych). Zazwyczaj wygodniej jest obli-
cza¢ wartodci funkcji granicznej oraz gradientu w przestrzeni X, a nie w gaussowskiej
standardowej przestrzeni U. Dlatego tez na kazdej iteracji punkt w transformowany jest
do przestrzeni oryginalnej

x=T"(u), (A.81)

natomiast gradient VG (u) oblicza sie wykorzystujac regule rézniczkowania funkeji zto-
Zonej

VG(u) = (J") V() , (A.82)
gdzie J = [Ou;/0x;| jest macierzg jakobianu transformacji 7. Mozna powiedzie¢, iz wzoér
(A.79) jest szczegélnym przypadkiem rekurencyjnego programowania kwadratowego, w
ktorym przyjeto jednostkowa macierz hesjanu funkcji Lagrange’a oraz dlugos$é kroku
a = 1. W 1978 roku Rackwitz i Fiessler [96] wykorzystali powyzszy algorytm w potacze-
niu z metodg transformacji dowolnych zmiennych losowych do przestrzeni niezaleznych,
standaryzowanych zmiennych gaussowskich. Od tego czasu algorytm (A.79) kojarzony
jest najczesciej z ich nazwiskami i oznaczany skrétowo RF. Charakteryzuje si¢ on duza,
prostotg, i efektywnodcia w wielu zagadnieniach analizy niezawodnosci, lecz wadg jego
jest powolna zbieznosé, a w przypadku silniej nieliniowych powierzchni granicznych G(u)
czesto nawet brak zbieznosci. Najczesdciej stosowang metodg usprawnienia algorytmu RF
jest wprowadzenie procedury redukcji dtugosci kroku

W) = 4 ® o OAGE = (1 = o) ® 4 oW gD (A.83)
gdzie a® jest stalyg mniejsza od jednosci, a @*+1)
we wzorze (A.79) punktu w*+1,

jest innym oznaczeniem wystepujacego

Znaczacy poprawe efektywnosci metody RF przyniosto zastosowanie przez Abdo [1], pro-
cedury obliczania dlugosci kroku, ktéra wykorzystuje, znanag z metody rekurencyjnego
programowania kwadratowego, rozszerzong, funkcje Lagrange’a (por. (A.56)). Uwzglednia-
jac postaé funkeji celu (A.70), funkcja ta dana jest jako

TR (u, \) = Q(u) + A\G(u) + %T’(k)G(u)2 = ||u|]* + A\G(u) + %r(k)G(u)Q . (A84)
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gdzie r®) jest parametrem kary. Tak wzbogacony oryginalny algorytm RF oznaczany
bywa skrotem ARF.

W uzywanym w pracy pakiecie analizy niezawodno$ci COMREL-TT [12] zaimplemen-
towany algorytm ARF wykorzystuje dwie strategie minimalizacji kierunkowej. Pierwsza
z nich to przedstawiona w punkcie A.1.3 metoda oparta na aproksymacji kwadratowej,
a druga to bardziej dokltadna metoda zlotego podziatu odcinka (zob. [2,125]). Obydwie te
strategie jako warunek zbieznosci przyjmujg dane réwnaniem (A.57) kryterium Armijo.

Warto jest wspomnieé o efektywnogci algorytmu ARF w poréwnaniu do uwazanych obec-
nie za najlepsze, algorytmoéw rekurencyjnego programowania kwadratowego. Nasuwa sie
pytanie o celowo$¢ uzywania innych metod, skoro metody SQP sa najefektywniejsze.
Temat ten zostal szczegétowo oméwiony w pracy Abdo i Rackwitza [1]. Zdecydowana
przewaga algorytméw SQP uwidacznia si¢ jedynie w zadaniach o malej liczbie zmien-
nych losowych. Przypisa¢ to nalezy wykorzystywanej informacji o drugich pochodnych
w procedurze wyznaczania kierunku poszukiwan. Dla wigkszych zadan, uzywana w algo-
rytmie SQP metoda aproksymacji hesjanu (por. A.1.2) powoduje, ze dobre przyblizenie
tej macierzy mozna uzyskaé¢ dopiero po okolo n iteracjach, gdzie n jest liczba zmien-
nych losowych. Z tej przyczyny liczba iteracji ARF i SQP w wiekszych zadaniach analizy
niezawodnogci nie rézni sie znacznie. Na niekorzysé algorytmu SQP przemawia réowniez
bardzo szybko rosnaca, wraz z wymiarem zadania, zajetos¢ pamieci operacyjnej. Iteracja
metody SQP zajmuje tez wiecej czasu, co nie ma jednak wigkszego znaczenia gdy decy-
dujacym o czasie trwania calej analizy jest czas obliczenia wartosci i gradientu funkcji
(np. konieczno$¢ przeprowadzenia nieliniowej analizy metods elementéw skoriczonych).
Jedna z konkluzji zawartych w pracy [1] jest to, iz algorytmy SQP mogg by¢ stosowane
jedynie w zadaniach o n < 60, co jest czesto niewystarczajace w analizie niezawodno$ci
rzeczywistych konstrukeji inzynierskich.

Na koniec nalezy tez wspomnie¢ o innych propozycjach modyfikacji algorytmu RF maja-
cych na celu poprawe jego zbieznosci. Jak to juz zaznaczono, w wigkszosci przypadkéw
modyfikacje te dotycza procedury kontroli dlugosci kroku algorytmu. Liu i Der Kiure-
ghian [74] do okreslania dtugosci kroku zaproponowali uzycie nastepujacej funkeji:

‘ _ VG(wu 2
IVG(u)|?

gdzie p jest dodatnig staly. Nietrudno zauwazy¢, ze powyzsza funkcja jest zawsze nieujem-

m(u) = VG(u)|| + %p G(u)?, (A.85)

na oraz przyjmuje wartosé¢ zerowa, w punkcie projektowym (na podstawie wspétiniowosci
wektora u* i gradientu funkcji granicznej VG(u*)). Doswiadczenia numeryczne potwier-
dzily znaczng poprawe zbieznosci zmodyfikowanego algorytmu. Nie przedstawiono jednak
dowodu na jego globalng zbiezno$¢. Zhang i Der Kiureghian w pracy [129] przedstawili
globalnie zbiezny zmodyfikowany algorytm RF, w ktérym diugosé kroku obliczana jest z
minimalizacji funkcji Q(w) rozszerzonej o funkcje kary

m(u) = Q(u) + p[|G(u)]| , (A.86)

gdzie p > 0 jest parametrem kary ustalanym na podstawie mnoznika Lagrange’a (A.78).
Nie poréwnano jednak efektywnodci tego algorytmu w stosunku do algorytmu ARF.
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A.2.2. Wielokrotne punkty projektowe

Przedstawiony w poprzednim punkcie algorytm ARF czy tez standardowy algorytm RF
(A.79) z procedurg, poszukiwania dhugosci kroku, w oparciu o funkcje kary (A.86), cha-
rakteryzuja si¢ globalng zbieznoscia, tzn. zbiegajg one do optimum niezaleznie od wyboru
punktu startowego. Jednak nawet globalnie zbiezne algorytmy nie gwarantujg zbieznosci
do minimum globalnego. W kontekécie niezawodnos$ciowym oznacza to, iz nie ma gwa-
rancji, ze znaleziony punkt projektowy w* rzeczywiscie lezy najblizej poczatku ukladu
wspétrzednych. Obecno$é wielu punktéw projektowych moze powodowaé szereg proble-
moéw w analizie niezawodnosci metodami FORM i SORM (zob. punkty 2.3.3 i 2.3.4):

1. Algorytm optymalizacyjny moze zbiegaé¢ do lokalnego punktu projektowego. W ta-
kim przypadku metody FORM i SORM nie bedg uwzglednia¢ tej czeéci obszaru
awarii, ktéry ma najwiekszy wplyw na wielko$¢ prawdopodobienistwa zniszczenia,
a co za tym idzie blad takiej aproksymacji moze by¢ znaczny.

2. Nawet jesli znaleziono globalny punkt projektowy, to pominigcie udziatu obszaréw
wokot lokalnych punktéow projektowych w obliczaniu prawdopodobienstwa awarii
i aproksymacja funkcji granicznej jedynie w globalnym punkcie projektowym moze
by¢ przyczyna duzego btedu.

Przez globalny punkt projektowy rozumie si¢ tu punkt lezacy najblizej poczatku uktadu,
a przez lokalne punkty projektowe pozostale punkty odpowiadajace minimom lokalnym
zadania (A.70)-(A.71).

Znajomo$¢ wszystkich punktéow projektowych pozwala na bardziej precyzyjne oszacowa-
nie prawdopodobieristwa zniszczenia. Jednak lokalizacja tych punktow nie jest zadaniem
latwym i wymaga restartowania algorytmu z wielu punktéw poczatkowych i to tez bez
gwarancji sukcesu. Ciekawa, propozycje metody pozwalajacej na odszukanie wielokrotnych
punktéw projektowych przedstawili Der Kiureghian i Dakessian w pracy [18]. Polega ona
na dodawaniu specjalnie skonstruowanego ‘wybrzuszenia’ (ang. bulge) do funkcji gra-
nicznej wokét znalezionego punktu projektowego co powoduje odsunigcie tego punktu
od poczatku ukladu i ‘zmusza’ algorytm optymalizacyjny do poszukiwania innego punk-
tu. Po znalezieniu pierwszego punktu projektowego u} powierzchnia graniczna G(u) = 0
‘deformowana’ jest nastepujaco:

Gi(u) = G(u) + Bi(u) =0, (A.87)

gdzie B;(u) definiuje wybrzuszenie wokét uj. Po znalezieniu drugiego punktu projekto-
wego ul wybrzuszenie Bs(u) skonstruowane wokét tego punktu dodawane jest do Gy (u)
i takiej powierzchni granicznej uzywa si¢ w poszukiwaniu punktu wj. Ogélnie, powierzch-
nia graniczna stanowigca ograniczenie w zadaniu poszukiwania m-tego punktu projekto-
wego ma postac

Gt (1) = Gps(w) + Bpi(u) = G(u) + Z Bi(u)=0. (A.88)
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Postepowanie to powtarzane jest az do znalezienia wszystkich punktéw projektowych.

Przeglad réznych metod lokalizacji wielu punktéow projektowych znalezé mozna w pra-
cy [71]. Opréez metod gradientowych zaprezentowano w niej metode oparta na algorytmie

genetycznym.



DODATEK

Analiza wrazliwoS$ci konstrukcji
kratowych

Zaimplementowane w ramach pracy metody analizy wrazliwosci konstrukeji okresli¢ moz-
na jako dyskretne metody analityczne [63]. Istota tych metod jest uprzednia dyskretyzacja
réwnan réwnowagi (jak to ma miejsce w metodzie elementéw skoriczonych) i pézniejsze
zrozniczkowanie zdyskretyzowanych rownan w celu otrzymania pochodnych uogélnionych
przemieszczeri weztowych (a co za tym idzie odksztalcen i naprezeri w elementach) wzgle-
dem parametréw projektowych. Alternatywna metoda analizy wrazliwosci konstrukeji
jest kontynualna metoda analityczna. Polega ona na uprzednim, analitycznym rézniczko-
waniu rownan réwnowagi, a nastepnie na dyskretyzacji tak otrzymanych réwnarn na po-
chodne pdl przemieszezeni. Metoda ta, wymagajaca czesto nietrywialnych wyprowadzen,
jest przydatna szczegdlnie wtedy gdy nie ma sie dostepu do kodu zrédlowego progra-
mu metody elementéow skoriczonych. Zaletg jej jest réwniez mozliwosé przyjecia innej,
korzystniejszej z punktu widzenia analizy wrazliwosci dyskretyzacji niz tej uzywanej w
analizie problemu réwnowagi. Z prac dotyczacych konstrukeji pretowych, w ktérych za-
stosowano kontynualng, analityczna metode analizy wrazliwosci wymieni¢ mozna [7,8,88].

Analizujac wrazliwo$¢ uktadéw konstrukcyjnych na zmiane parametréow projektowych,
najczesciej poszukuje sie wrazliwosci nie samych przemieszcezen, lecz pewnych ich funkcji,
ktore w przypadku konstrukeji liniowych oraz geometrycznie nieliniowych mozna zapisaé
W postaci

G(x) = glg(x); =], (B.1)
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gdzie & = {x1,...,x,} jest wektorem zmiennych projektowych, a ¢ = {q1, ..., qn} wek-
torem przemieszczen weztowych. Rézniczkujac powyzszg funkcje wzgledem a otrzymuje
sie nastepujace wyrazenie

dG dg dgdgq  Jg

= de oqdz 0w (B.2)

1xn 1xn Ixm mxn 1xn

gdzie dg/0x = [0g/0x;], i = 1,...,n, jest wektorem wierszowym pochodnych czastko-
wych wynikajacych z jawnej zaleznosci funkcji g(-, ) od z;, dg/dq = [0g/0q;], 7 = 1,...,m,
jest wektorem wierszowym pochodnych czastkowych wynikajacych z jawnej zaleznosci
funkeji g(q, -) od ¢;, a dg/dax jest macierzg m x n, ktérej wiersze [dg;/dx], j =1,...,m
sy gradientami przemieszczenn weztowych. Zaleznos$é g(x) jest niejawna i dlatego gléw-
ny ciezar obliczeniowy w analizie wrazliwoséci zwiazany jest z obliczeniem pochodnych
przemieszczen po zmiennych projektowych.

W systemie OPTIREL zaimplementowane zostaly trzy funkcje, ktére pelnia role funkcji
granicznych w analizie niezawodnosci i ktorych wrazliwo$é musi by¢ efektywnie liczona.
Funkcje te wymieniono juz w punkcie 3.2 (por. (3.7)-(3.9)). Ponizej podano je jeszcze raz
dla przypomnienia:

e funkcja graniczna przemieszczeniowa

gi()

9(q(x)) =1— ‘T‘ (B.3)

e funkcja graniczna naprezeniowa / statecznosci lokalnej

oi(g(z), @)|
=1-+— B.4
yla(w), @) e (B.4)
e funkcja graniczna statecznosci globalnej

I Aer(x)) = Aer() — 1 (B.5)

Rozpatruje sie nastepujace zmienne projektowe:

e modut Younga materialu poszczegélnych pretéw

e granica plastycznosci materiatu poszczegdlnych pretéw
e pola przekroju poprzecznego pretéw

e wspolrzedne kartezjanskie weztéw kratownicy

e mnoznik obcigzenia

W dalszych punktach tego rozdzialu przedstawione zostang wzory potrzebne do licze-
nia wrazliwosci funkeji granicznych (B.3)—(B.5) na wymienione zmienne projektowe dla
liniowych oraz geometrycznie nieliniowych sprezystych konstrukeji kratowych.
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B.1. Wrazliwo$¢ w zagadnieniach liniowych

Réwnanie metody elementéw skoniczonych liniowej statyki ma postaé

K(z)q(z) = Q) , (B.6)

gdzie K jest macierzg, sztywnosci o wymiarach mxm, q jest wektorem przemieszczen, a Q
wektorem obcigzen wezlowych. W powyzszym réwnaniu podkreslono zaleznosé wszyst-
kich wystepujacych w nim wyrazéw od wektora zmiennych projektowych @ = {x;},
1t =1,...,n. Nalezy jednak zauwazy¢, ze macierz K oraz wektor @ sa jawnymi funkcja-
mi & natomiast wektor g, jako rozwigzanie ukladu (B.6), jest niejawng funkcja zmiennych
projektowych. Rézniczkujac réwnanie (B.6) wzgledem @ otrzymujemy

dg  0Q 0K

K -

q t=1,...,n. (B.7)

Rozwigzujac uktad (B.7) dostajemy pochodne przemieszczen wzgledem zmiennych pro-
jektowych. Podstawiajac nastepnie uzyskane wyniki do wzoru (B.2), otrzymujemy

dg 0g 99 ,._,(0Q OK
de;  Ox; * 0q K Or, O, 1

Ixm mxm mx1l mxm mxl1

i=1,...,n. (B.8)

Powyzsza metoda analizy wrazliwosci nosi nazwe metody bezposredniego rdzniczkowania.
Oznacza si¢ jg czasem skrétem DDM od angielskiej nazwy direct differantiation me-
thod (zob. [63]). Z réwnani (B.7) i (B.8) wynika, ze aby obliczy¢ wrazliwosé¢ funkcji g na
n zmiennych projektowych konieczne jest rozwigzanie uktadu (B.6), w celu otrzymania
wektora przemieszczeni g, a nastepnie n krotne rozwiazania ukladu (B.7). Z uwagi na
to, ze zaréwno w réwnaniu (B.6) jak i w (B.7) macierzg wspélczynnikéw przy niewiado-
mych jest ta sama macierz sztywnosci, po jednokrotnym zdekomponowaniu macierzy K
rozwigzanie kolejnych ukladéw réwnan sprowadza sie jedynie do podstawienia prostego i
odwrotnego dla zmieniajacych sie wektoréw prawej strony.

Metodg analizy wrazliwosci, ktéra stosowana jest w rozpatrywanych w pracy przyktadach
optymalizacji niezawodnosciowej, jest metoda uktadu sprzezonego (angielski skrét ASM od
adjoint system method). Wprowadzajac tzw. wektor zmiennych sprzezonych A, dany jako

KA = <§—Z>T : (B.9)

mxm mx1 mx1

rozwigzanie uktadu réwnan

réwnanie (B.8) przybiera nastepujaca postacé

dg 99  +(0Q 0K

Ixm mx1l mxm mx1

i=1,...,n. (B.10)
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Zapisanie réwnania (B.8) w réwnowaznej postaci (B.10) niesie za soba bardzo istotne
konsekwencje jesli chodzi o efektywnos$¢ numeryczna, algorytmu analizy wrazliwosci. Uzy-
wajac metody ASM w celu policzenia wrazliwosci funkcji g na n zmiennych projektowych
wystarczy jedynie rozwigza¢ problem réwnowagi (B.6) oraz réwnanie sprzezone (B.9)
(podobnie jak w DDM, réwnania te maja te samg macierz wspétczynnikéw przy niewia-
domych - macierz K). Zaréwno w metodzie DDM jak i ASM konieczne jest policzenie
pochodnych macierzy sztywnosci elementéw oraz wektora obcigzenn wzgledem wszystkich
zmiennych projektowych.

Poréwnujac przedstawione metody nalezy rozpatrzyé¢ ogdlny przypadek analizy wrazliwo-
sci gdy poszukuje sie pochodnych k funkcji opisujacych odpowiedz konstrukeji wzgledem
n parametrow projektowych dla [ schematéw obcigzenia. W przypadku konstrukeji linio-
wej metoda DDM wymaga rozwigzania ukladu réwnan dla [ 4+ [ x n wektoréw prawych
stron (I uktadéw (B.6) + [ x n uktadéw (B.7)) natomiast metoda ASM wymaga rozwig-
zania ukladu réwnan dla [ + k prawych stron (I uktadéw (B.6) + k ukladéw sprzezo-
nych (B.9)). Wynika stad, ze efektywnos¢ obliczeniowa danej metody zalezy od stosunku
[ x n do k. Metoda DDM jest wigc niewrazliwa na liczbe ograniczen projektowych (licz-
be funkcji granicznych g), a efektywno$é metody ASM nie zalezy od liczby zmiennych
projektowych.

B.1.1. Element skoriczony kratownicy przestrzennej

Analiza wrazliwosci zaréwno metodg bezposredniego rézniczkowania jak i uktadu sprze-
zonego wymaga zrézniczkowania macierzy sztywnosci konstrukeji wzgledem parametréw
projektowych (por. (B.8) i (B.10)). Macierz sztywnosci elementu skoniczonego kratowni-
cy przestrzennej (zob. rys. B.1) w globalnym, kartezjariskim uktadzie wspétrzednych zy,
k=1,...,3 ma postaé

A212 AZlAZQ A21A23 —A212 —AzlAzg —A21A23-

—\Lf\ﬁ —Az Az —Az? —AzAz
Ke _ E_A A232 —A23A21 _AZ3AZ2 —A232 (B]_l)

l3 Az12 AZlAZQ A21A23
Sym. A222 AzpAzs
A232

gdzie E jest modulem sprezystosci materiatu, A jest polem przekroju poprzecznego,
al=((z] —2)%+ (25 — 24)% + (2] — zé)z)% = (Az” + Azn + A232)% jest dlugoscig pre-
ta. Rézniczkujac nastepnie powyzszg macierz wzgledem zmiennych projektowych wymie-
nionych na stronie 134 otrzymuje si¢:

e pochodna wzgledem modulu Younga materiatu preta

oK, 1
= oK. (B.12)
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A

|
Z3 .7

V) A i 5 L
0 /// i ///
i /// : ///
A < ! J
47 | //
j S
R
V4l
Rys. B.1. Element skoiiczony kratownicy przestrzennej
e pochodna wzgledem granicy plastycznosci materialu preta of
oK.
— =0 B.13
550 (B.13)
e pochodna wzgledem pola przekroju poprzecznego preta A
oK. 1
=—K B.14
a1~ 1K (B.14)

e pochodne wzgledem wspétrzednych weztéw preta 28, zi, k=1,2,3.
W celu policzenia pochodnych wszystkich wyrazéw macierzy (B.11), korzystajac
z symetrii macierzy, wystarczy policzy¢ pochodne wyrazéw wzietych w ramke V.

0Koo EA , , , Koo Koo

e Azo(Azy” — 2(Azs" + Az)%)) 0 o (B.15a)

8;;“ _ El—:l 3Az5A 2,2 a;(ja _ _8;%“ (B.15b)
8 %3 8

DDla przejrzystosci zapisu pominieto w oznaczeniach wyrazéw macierzy K. dolny indeks e.
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OK.3 EA K, K4
822'6 =% A2z5(20z,° — Azg® — Az?) azjﬁ =— 8ziﬁ (B.15¢)
0K, EA 0K, 0K,
87;;6 == Az (20257 — Az, — Az?) 8,2; =— %ﬁ (B.15d)
aKO.‘ﬁ _ 4 3Az,AzgAz, aKO.‘ﬁ = —aKO,Cﬁ (B.15e)
02 e 02, 0z

7 powyzszych wzoréw nalezy korzystaé¢ przyjmujac za indeksy «, 3,y wybrane per-
mutacje zbioru indekséw {1, 2, 3}.
e pochodna wzgledem mnoznika obcigzenia A

oK.
on

0 (B.16)

Jak zostanie to pokazane w punkcie B.1.4, w celu obliczenia wrazliwosci krytycznego
mnoznika obcigzenia konieczne jest uprzednie zrézniczkowanie elementowych macierzy
naprezen poczatkowych (macierzy geometrycznych) KJ. W przypadku elementu kratow-
nicy przestrzennej macierz ta ma posta¢ (por. [54])

[ 1— A212 _ AZl AZQ _ AZl AZg 1 n A212 AZlAZQ AZl AZg i
[2 2 [2 [2 [2 [2
A222 AZQAZg AZlAZQ AZgz AZQAZg
1- 12 2 12 -1+ 12 12
A 1 A2’32 AZlAZg, AZQAZg 1+ A2’32
o 2 2 2 2
Kg o T l lAle AilAZQ AZlAlZg (B17)
1- 12 2 2
A222 AZQAZg
sym. 1-— B 0
1 A232
I 2z

gdzie o jest naprezeniem w precie. Pochodne macierzy K? wynikajace z jawnej zaleznosci
od zmiennych projektowych (przyjmujac o # o(x)) dane sg nastepujaco:

e pochodna wzgledem modulu Younga materiatu preta

g
8;% =0 (B.18)

e pochodna wzgledem granicy plastycznosci materiatu preta o

OKY
do0

e pochodna wzgledem pola przekroju poprzecznego preta A

0 (B.19)

K? 1
88Ae — ZK‘Z (B20)
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e pochodne wzgledem wspétrzednych weztéw preta 28, zi, k=1,2,3.
W celu policzenia pochodnych wszystkich wyrazéw macierzy (B.17), podobnie jak
w przypadku macierzy sztywnosci, wystarczy policzy¢ pochodne zaznaczonych wy-

razow.
OK9I, oA Az,? OKY,, OK9I,
g 2 g g
8K?a _ % AZﬁ(l B SA,;Q ) 8K?a _ _8K?a (B.21b)
8zﬁ [ [ azﬁ 8zﬁ
OK? oA 3Az 2 OK? OK?
af « aff af
Oas _ oA 5, (1 - 3Azﬁ2) L (B.21d)
0z, [3 “ 12 0z 0z,
0K oA OK? OK?
af af af
— = —— 3A2,Az5Az - = (B.21e)
82’7 [° 7 07, 82’7

Tak jak w przypadku wzoréw (B.15), z powyzszych wzoréw nalezy korzystaé¢ pod-

stawiajac za «, 3, wybrane permutacje zbioru indekséw {1, 2, 3}.
e pochodna wzgledem mnoznika obcigzenia A

g
a;ie =0 (B.22)

Ze wzgledu na to, ze macierz K? zalezy od naprezenia w elemencie, to w przeciwien-
stwie do macierzy sztywnosci K. zalezy ona w sposoéb niejawny od wszystkich zmiennych
projektowych. Wyrazenie na pochodng macierzy geometrycznej wzgledem zmiennej pro-
jektowej x;, 1 = 1,...,n, dane jest zatem jako

AK! _ 0K 0K!do _0K! Kldo
de; Oz do dz;  Ox; o dz;’

(B.23)

gdzie czton OKY/0x; jest rézny od zera jedynie w przypadku gdy zmienna projektows,
jest pole przekroju poprzecznego preta lub wspélrzedna jego wezla.

B.1.2. Funkcja graniczna przemieszczeniowa

W przypadku gdy funkcja g dana jest wzorem (B.3) wektor pseudo-obcigzenia dg/dq,
potrzebny do obliczenia wektora sprzezonych przemieszczeri A (por. (B.9)), przyjmuje
postac

—,0,...,0] . (B.24)
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Wystepujacy we wzorze (B.10) ‘jawny’ wyraz dg/0x; w przypadku funkcji przemieszcze-
niowej réwny jest zero, a wiec wrazliwosé funkcji granicznej (B.3) na zmienne projektowe
typu modut Younga, pole przekroju i wspotrzedne wezla oblicza sie ze wzoru

dg AT 0K

gdzie macierz 0K /Ox; tworzona jest tak jak w przypadku macierzy sztywnosci przez
agregacje macierzy elementowych 0K, /0z;. Wrazliwosé funkcji (B.3) na zmiange granicy
plastycznosci materiatu pretéw o° wynosi zero natomiast wrazliwo$é na mnoznik obcia-
zenia A (Q = A\Q") oblicza sie ze wzoru (B.8) uwzgledniajac posta¢ wektora (B.24)

dg 0g .. ,0

Q . 1 1y d
89 _ 99 g% Jo....0—=.0.. . o k'@ =14
I ag K oy T dienla) 7 Q A

q, (B.25)

(B.26)

B.1.3. Funkcja graniczna naprezeniowa / statecznos$ci lokalnej

Naprezeniowa funkcja graniczna (B.4) wyrazona poprzez przemieszczenia weztéw preta

q' i ¢’ (zob. rys. B.1) dana jest nastepujaco:

sign(oy,) B
i op(w)

gdzie o}, jest naprezeniem w k-tym precie, a Fy i [, odpowiednio modutem Younga mate-

rialu preta i jego dlugoscig. Wektor pseudo-obcigzenia zwigzany z powyzsza funkcja ma

postaé

g(g(x), ) =1— (Azi(q] — i) + Aza(q) — ¢) + Azs(df — b)) (B.27)

Jg _ sign(oy) By
oq Zo?

1xm stopnie swobody wezta i stopnie swobody wezta j

[O,...,O,Azl,AZ2,A23,O,...,0,—Az1,—A22,—Az3,0,...,O (B.28)
%/_/ ~ _/

W przeciwieristwie do funkcji przemieszczeniowej funkcja (B.28) zalezy od zmiennych
projektowych réwniez w sposéb jawny. ‘Jawne’ pochodne 0g/0z; dla poszczegdlnych,
rozpatrywanych w pracy, zmiennych projektowych dane sg nastepujaco:

e pochodne wzgledem modutu Younga materialu pretéw E;, 1 =1,...,n,
1 Oo} 1
dg |JIZ| (7 ok —) i =k
o =\ Ok \% OE, Ej (B.29)
’ 0 i £k
ne oznacza liczbe elementéw kratownicy:.
e pochodne wzgledem granicy plastycznosci materiatu pretéw oY, i =1,..., n,
ok i=kiop>0
(0})?
@ — Ok . . . 0 or (B 30)
950 NEE i=kio,<0ilo)<]|of :
i k
0 ik lub (i=kio,<0i o) > |0

gdzie o} jest eulerowskim naprezeniem krytycznym k-tego preta.
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e pochodne wzgledem pdl przekroju poprzecznego pretéow A;, i =1,...,n,
|o%| Do
0 —= 1=k
aj = { (09)2 04 (B.31)
‘ 0 i#k

e pochodne wzgledem wspéhrzednych weztéw k-tego preta 2%, 27 o =1,2,3

99 lowl 9oy sign(on)

= : 20,020 + Er(q', — ¢/ B.32
0z, (o) 07 o (2012 k(dh — a2)] ( a)
89' || 80,‘; sign(oy) 204 A% + Ei(ql, — )] (B.32b)
0z, (0p)? 022, Loy “ «oe

Pochodne wzgledem wspotrzednych pozostatych weztéw réwne sg, zero.
e pochodna wzgledem mnoznika obcigzenia A

99 _
N~

Obliczywszy wszystkie niezbedne pochodne czastkowe, wrazliwosé funkcji granicznej na-

0 (B.33)

prezeniowej na modut Younga, granice plastycznosci, pole przekroju i wspélrzedne wezta
otrzymuje sie ze wzoru (B.10). Wrazliwo$¢ na mnoznik obcigzenia, podobnie jak w przy-
padku funkcji przemieszczeniowej dana jest jako

% Yy K—la_Q _ow

d\ g o Aot

(B.34)

W powyzszym wyrazeniu wykorzystano wektor pseudo-obcigzenia dany wzorem (B.28).
Wystepujaca we wzorach (B.29), (B.31) i (B.32) pochodna naprezenia dopuszczalnego
Jof/0z; obliczana jest w zaleznosci od znaku i wielkosci naprezenia w precie jako

oy’
o <0 i o > ot
‘?;k _ Ty, ok =01l > ok (B.35)
i 0 or >0 lub (0, <0 i |0} < |o¢])

B.1.4. Funkcja graniczna statecznosci globalnej

Obliczenie wrazliwosci funkcji granicznej statecznosci globalnej, wyrazonej wzorem (B.5),
wymaga policzenia wrazliwosci krytycznego mnoznika obcigzenia A... Zadanie to w ra-
mach zlinearyzowanej analizy statecznosci wigze sie z rozwigzaniem uogdélnionego zagad-
nienia wlasnego postaci (zob. [62])

[K +\K%(c")|v=0, (B.36)

gdzie K7(o*) jest macierzg sztywnosci geometrycznej, ktéra utworzona jest przyjmujac
rozklad naprezen w elementach wywolany obcigzeniem konstrukcji pewng poréwnawcza,
wielkoscig obcigzenia Q*. Przyjmuje sie, ze przyktadane obcigzenie @ ma charakter pro-
porcjonalny typu Q = AQ*. Jedli réwnanie (B.36) ma niezerowe rozwigzanie wzgledem
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v, to wielko$¢ X = A, wyliczona na podstawie tego warunku pozwala stwierdzi¢, ze
MA@ = Q.. prowadzi do wyboczenia analizowanej konstrukcji. W rozwijanym w ra-
mach pracy systemie PSAP-T-NL problem wtasny postaci (B.36) rozwigzywany jest przy
pomocy algorytmu iteracji odwrotnej [54].

Chceac obliczy¢ wrazliwo$¢é krytycznego mnoznika obcigzenia na parametry projektowe

x;, 1 =1,...,n, nalezy zrézniczkowaé¢ réwnanie (B.36) (zob. [51]). Otrzymujemy wtedy
dv = dA. 0K dK9(o*)
K + )\, Ko K9(o")v = — i A B.

T

Mnozac lewostronnie powyzsze réwnanie przez v, wykorzystujac symetrie macierzy geo-

metrycznej i macierzy sztywnosci oraz wykorzystujac réwnosé (B.36), wzér na wrazliwosé
krytycznego mnoznika obcigzenia przybiera postaé

g *
vt 0K +>\CT7dK (o) v
dz; vTK9(o*)v ' '

Jak juz wezesniej wspomniano (por. wzér (B.23)), w celu policzenia pochodnych macie-
rzy geometrycznej dKY(o*)/dz; konieczne jest policzenie wrazliwosci naprezen do*/dx;
we wszystkich elementach rozpatrywanej konstrukeji. Analiza wrazliwosci metoda uktadu
sprzezonego wymaga w tym przypadku obliczenia n, wektoréw sprzezonych przemiesz-
czen A, gdzie n, jest liczbg, pretow kratownicy.

B.2. Wrazliwo$¢ w zagadnieniach geometrycznie nieliniowych

Przyjecie nieliniowej zaleznosci pomiedzy odksztalceniami, a gradientem przemieszczen
(tzw. modelu geometrycznie nieliniowego) wigze sie w ogélnym przypadku z koniecznoscig
zastosowania metod przyrostowo-iteracyjnych dla okreslenia stanu réwnowagi konstrukcji.
Rozpatrujac typowy przyrost obcigzenia od chwili ¢t do t + At oraz typows iteracje w,

wektor sit niezréwnowazonych (residualnych) “T2'R“ w = 0,1,..., o wymiarze m x 1,
obliczony po w iteracjach Newtona-Raphsona ma postaé
t+AtR(w) _ R(t-l—Atq(w)) — t+AtQ . F(t-l—Atq(w)) ’ (B39)

gdzie F(7*21q) jest wektorem sit oddzialywania elementéw na wezty, odpowiadajacym
przemieszczeniom t2tg). Ze wrzgledu na liniowosé zwiazkéw fizycznych wektor sil re-
sidualnych jest funkcjg przemieszczen calkowitych t2tg) poniewaz w przeciwieristwie
do np. probleméw sprezysto-plastycznych rozpatrywane zagadnienie jest niezalezne od
$ciezki obcigzenia. Chcac obliczyé przyrost przemieszezeni §°+2tq@*Y rozwija sie wek-
tor (nieznanych) residuéw odpowiadajgcych iteracji w + 1 w szereg Taylora w punkcie

HALg(W) § zaklada sie, ze poszukiwany przyrost przemieszczen powoduje zerowanie sie
wektora +At R@T)

AL Rot]) o AL RW) | oA RY 5t+Atq(w+1)

5 ~0. (B.40)
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Oznaczajac
QUARY  grAtF@ AL A (T) (@) (B.41)
0q 0q ’ '
otrzymuje sie
t+AtK(T)(w) 6t+Atq(w+1) _ t+AtR(w) ’ (B.42)

gdzie K jest styczna macierza sztywnosei konstrukeji o wymiarze m x m. Rozwigzanie
powyzszego uktadu réwnan pozwala zaktualizowaé¢ wartosci przemieszczert weztowych

AL gwtl) _ tHALgw) 4 §i+ALg(wt) (B.43)

Wektor sit residualnych obliczony po iteracji w + 1 ma teraz postaé
t+AtR(w+1) _ R(t-i-Atq(w-i-l)) — t-‘rAtQ . F(H—Atq(w-i-l)) ) (B44)

Proces iteracyjny kontynuowany jest az do iteracji w., na ktérej spetione jest zalozone
kryterium zbieznosci. Oznaczajac nastepnie

tHAL t+Atq(wc)

q AL g (T) = AL pe(T)(we) itd. (B.45)

Y

oraz zaznaczajac zaleznosé poszczegdlnych wyrazéw od wektora zmiennych projektowych
x = {z;},i=1,...,n, wektor sil residualnych na koncu kroku przyrostowego [t,t + At]
przyjmuje postac

HMR(z) = R("Mg()i@) = *AQ(z) — F(“Mg(a)iz) = 0. (BA4G)

Obliczenie wrazliwosci funkeji postaci (B.1) wymaga obliczenia wrazliwosci wektora prze-
mieszczen weztowych. W przypadku konstrukeji geometrycznie nieliniowych nalezy w tym
celu zrézniczkowaé¢ réwnanie (B.46). Otrzymuje si¢

dt-l—AtR B at-i—AtR dt-i—Atq . at-i—AtR B

0 =1,...,n. B.47
dx; Oq dx; 0x; ! SRR ( )

Uwzgledniajac definicje stycznej macierzy sztywnosci (B.41), pochodne wektora prze-
mieszczen wzgledem zmiennych projektowych oblicza si¢ z ukladéw réownan

d t+Atq 0 t—l—AtQ 0 t—I—AtF

t+AtK(T)

i=1,....n. (B.48)

Wrazliwoéé funkcji (B.1) obliczona metoda bezposredniego rézniczkowania (DDM) dana
jest wtedy wzorem

dg 89 89 14 AL (1)1 o t+AtQ o +AL .
= — K — =1,... B.49
dz; Oz * oq ox; ox; ! SRR ( )

Ixm mxm mx1 mx1
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natomiast wrazliwosé¢ obliczona metodg uktadu sprzezonego (ASM) ma postaé

t+At t+At
dg 89+AT(8 Q_29 F) i=1,....n,

Ixm mx1 mx1

gdzie A jest wektorem sprzezonych przemieszezeni (por. (B.9) dla konstrukcji liniowych),
bedacym rozwiazaniem uktadu réwnan

T
At A _ 99
KOA=(5) (B.51)
mxm mx1 mx1

Warto jest podkredli¢ kilka cech przedstawionych metod, ktére sg istotne z punktu wi-
dzenia implementacji numerycznej (zob. [63]):

e styczna macierz sztywnosci, potrzebna do obliczenia pochodnych wektora prze-
mieszczeni weztowych (por. (B.48)), jest znana z rozwigzania problemu réwnowagi i

nie wymaga budowania.
e ‘jawne’ pochodne wektoréw T21Q i T2 F, tworzace wektor prawej strony réwnania

(B.48), s znane.
e réwnanie (B.48) jest liniowe ze wzgledu na d "2!q/dx; i nie wymaga rozwigzania

iteracyjnego.
e analiza wrazliwosci w zagadnieniach geometrycznie nieliniowych nie wymaga podej-

Scia przyrostowego, tzn. w celu obliczenia wrazliwosci przemieszczenn w chwili ¢ nie
jest potrzebna znajomosé wrazliwo$ci w poprzednich chwilach czasowych, a co za
tym idzie zajetosé pamieci komputera nie zwieksza sie w istotny sposéb w porow-
naniu z analizg, stanu réwnowagi.

B.2.1. Element skoriczony kratownicy przestrzennej

W niniejszej pracy, do opisu geometrycznie nieliniowych konstrukeji pretowych przyje-
to stacjonarny opis Lagrange’a (Total Lagrangian TL), w ktérym wszystkie niewiadome
wielkosci statyczne i kinematyczne odnosi sie do poczatkowej (nieodksztalconej) konfi-
guracji. Konsekwentnie, do opisu odksztalcen i naprezen uzywa sie¢ odpowiednio tensora
Greena-Lagrange’a i drugiego tensora Pioli-Kirchhoffa. W prostym przypadku elementu
kratownicy przestrzennej odksztalcenie preta dane jest wzorem

tl2_Ol2 1

1
£ = W = @ (AzlAql —I—AZQA(]Q —|—A2’3A(J3 + §(AQ12+ AQQ2+ AQ32)), (B52)

gdzie %l jest poczatkows dlugoscig preta, ‘1 jest dlugoscia w chwili t, Ag, = ‘gl — 'ql,

k=1,2,3, sa réznicami przemieszczen wezléw preta (zob. rys. B.1), a Az, = 2] — 021
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k=1,2,3, réznicami wspotrzednych weztéw w konfiguracji poczgtkowej. Definiujac na-
stepnie wektory

_—AZ1- _—Aéh-
—Az —Agy
- —Azs - —Ags
Az = Az | Aq = Ag | (B.53)
Az Aqy
| AZg ] i ACB ]

styczna macierz sztywnosci elementu kratowego przyjmuje postaé (zob. [15])
K('q,)=K"'+ K""(q.)+ K(o('q.) . (B.54)

gdzie 'q, jest wektorem przemieszezeri weztéw elementu, K gT)I jest liniowa, macierza,
sztywnosci (por. (B.11)) postaci

EA

KD = WAzAzT : (B.55)

KD (tq ) jest macierza wstepnych przemieszczen dang jako

EA

KM(q,) = 55 (B20q" + AgAz" + AgAqT) | (B.56)

a K9('o('q,)) jest macierza wstepnych naprezeri postaci

10 0 -1 0 0]
1 0 -1 0
to A 1 0 0 -1
g — "~
K9 = v Lo ol (B.57)
sym. 1 0
- 1 —

gdzie ‘o jest naprezeniem w precie. Wektor oddzialywania elementu na wezty (elementowy
wektor sit wewnetrznych), obliczony w chwili ¢ dany jest jako

-_Azl - AQ1-

—Azy — Ago
t

iy TA | =Az — Ags

FG( qe) - Ol AZl + Aq1 . (B58)

Azy + Ago

L AZg + AQ3 |

Wprowadzajac definicje uaktualnionych wspétrzednych

tzli = Ozli —+ tq]i , tZi = OZZ +tQi k= 1727 37 (B59)
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oraz wektor pomocniczy

_(tzi _ tzi) AT
—(tzé ) —Azy
t,d _ tai t
t — (23 — '23) —Az
ANz = : ) = B.60
z t z{ i Az | ( )
tz% — 12 Az
I 2 — 1tz | I Nzg |
macierz sztywnosci (B.54) wyrazi¢ mozna w bardziej zwiezlej formie
KD =KD 4+ K9 (B.61)
gdzie macierz K gT) jest postaci
R’((iT) _ K((iT)I + KéT)II _ %1;1 tAz tAzT _
[ tA212 tAzltAzg tAzltA23 —tA2’12 —tAzltAzg —tAzltA23 i
tA2’22 tAZQtA,Zg —tAZQtA,Zl —tA222 —tAZQtA,Zg
_ EA Nzg®  —AziAz —AzAzy Az’ (B.62)
I Az? Az Az Az '
Sym. A 2y Nzl zg
L tAZgz

Wektor sit wewnetrznych wyrazony przez wspétrzedne uaktualnione dany jest jako

~ t
LN (B.63)

Obliczenie wrazliwosci przemieszczen weztowych wymaga zrézniczkowania wektora sit
wewnetrznych wzgledem zmiennych projektowych. Po uwzglednieniu we wzorze (B.58)
wyrazenia na odksztalcenie preta danego przez (B.52) wektor F.('q,) przyjmuje postac

-_Azl - ACI1-
—Azy — Agy
—Az3 — Ags

AZl + Aql
Azy + Ago
L AZ;}, + Aq;; ]

3
F.('qa.) =45 Z (AzAgi + 3A4:%)
k=1

EA
o (B.64)

Rézniczkujac powyzszy wektor wzgledem rozpatrywanych w pracy zmiennych dostajemy:
e pochodna wzgledem modutu Younga materiatu preta E

OF, 1
o5 = pFe (B.65)
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e pochodna wzgledem pola przekroju poprzecznego preta A
oF, 1
0A A
e pochodne wzgledem wspéhrzednych weztéw preta 028 zk, k=1,23.

F, (B.66)

Ponizej podano pochodne trzech pierwszych wyrazéw wektora:

or, FEA

8023 =5 (1 s + 'z ("1’ Aqa — 35 Az,)) (B.67a)
or, FEA
8%5 =5 "Nz ("> Aqs — 35 Azp) (B.67Db)
OF, OF, oF,  0F,
oL O v 0% BT

3
gdzie s= Z (AzkAqk + %Aq;ﬁ) .

k=1
Indeksy a i ( nalezy wybiera¢ (bez powtarzania) ze zbioru {1, 2, 3}.

Pochodne wektora (B.64) wzgledem granicy plastycznodci materiatu preta, jak réwniez
wzgledem mnoznika obcigzenia, sg oczywidcie rowne zero.

Jak to zostanie pokazane w punkcie B.2.4, obliczenie wrazliwosci krytycznego mnoznika
obcigzenia w przypadku utraty statecznosci typu bifurkacyjnego wigze sie z policzeniem
pochodnych stycznej macierzy sztywnosci (B.62) wzgledem zmiennych projektowych oraz
przemieszczen weztow elementu. Pochodne wzgledem przemieszezen weztowych oblicza
sie wykorzystujac zaleznosci

oKD oKD oKD oKD
£ = — £ £ = — £ k=1,23. B.68
8 tq]l€ 8 tAZk ’ 8 tqi 8 tqz T ( )

Podobnie jak w przypadku macierzy (B.11) i (B.17) wystarczy zrézniczkowaé wyrazy
z lewej gérnej ¢wiartki macierzy:

KD 2EA KL KL
0 — = — ‘Az, 0 — = 9 . (B.69a)
g, 03 dtqh dtq,
oKy oKL
— = — = 0 (B.69b)
9 4z 8tqﬁ
af((T) EA af((T) af((T)
ta,@ = _W tAZﬁ al[.g = — a.ﬁ (B69C)
d'q, ! tqh d'q,
oK) EA, oK) oK)
at 7 = —W AZQ P = — at i (B69d)
ds 9 43 3
(T) (T)
8Ka5 B 8[(&6 B
= (B.69e)

o'q, o',
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W powyzszych wzorach za indeksy «, 3,y nalezy podstawiaé¢ permutacje zbioru {1, 2, 3}.
‘Jawne’ (niezerowe) pochodne macierzy ‘K gT) wzgledem zmiennych projektowych, dane
sg nastepujaco:

e pochodna wzgledem modutu Younga materiatu preta E

e pochodna wzgledem pola przekroju poprzecznego preta A

oK™ 1
e _ (1)
K (B.71)

e pochodne wzgledem wspéhrzednych weztéw preta 0z © zk, k=1,2,3

K  EA, , oo oK) oK
I Azo (3 NzqAzy —2°17) T =— 5ini (B.72a)
oKL 3EA , ok oKLY
T = o5 ("Az,)*Azg 8%’% = — 7 (B.72b)
0K\  EA P Y )

o 072 ab ab
e ‘Nz5(3"Azg Az, — °1%) T S T (B.72¢)
oK) EA oo OKS) 0Ky
57z, =55 ‘Nz, (3'AzgAzz — "17) 8’52% =— 5 (B.72d)
oK' 3pA oKD oKD

aB t t aB b

— = Azy NzgA — = — . B.72

B tZ’ZY 0/5 < By 9 tz»jy ) tsz ( e)

Podobnie jak w przypadku wzoréw (B.69) za indeksy «, 3,7 przyjmuje sie permu-
tacje zbioru {1, 2, 3}.

B.2.2. Funkcja graniczna przemieszczeniowa

W przeciwienistwie do konstrukeji plastycznych, ktérych zachowanie zalezy od Sciezki ob-
cigzenia, analiza wrazliwosci konstrukcji geometrycznie nieliniowych moze by¢ efektywnie
przeprowadzona za pomocg metody uktadu sprzezonego. W celu policzenia wrazliwosci
funkeji przemieszczeniowej (B.3), wektor sprzezonych przemieszczen A wyliczany jest
z réwnania (B.51), w ktérym wektor prawej strony dg/dq jest identyczny jak w za-
gadnieniu liniowym i dany przez (B.24) natomiast macierz 2K ) oznacza styczna,
macierz sztywnosci zbudowang dla przemieszczen q odpowiadajacych obciazeniu catkowi-
temu Q = AQ", gdzie \ jest mnoznikiem obcigzenia. Wrazliwosé funkcji (B.3) na zmienne
projektowe z; typu modut Younga, pole przekroju i wspoétrzedne wezta oblicza si¢ zatem
ze wzoru (B.50) jako

dg __\+OF(a)

= B.
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Wrazliwo$¢ na zmiane granicy plastycznosci materiatu pretéw o wynosi zero, natomiast
wrazliwo$¢ na mnoznik obcigzenia wyraza si¢ wzorem

dg TdQ T
2L A= _AO*. B.74
d\ dA Q ( 7)

B.2.3. Funkcja graniczna naprezeniowa / statecznosci lokalnej

Uwzgledniajac w funkcji naprezeniowej (B.4) odksztalcenie preta dane wzorem (B.52)
funkcja ta przyjmuje postac

sign (o) £y
Ol o} ()

3
> (AnAg + A7), (B.75)

=1

g(q(w)7w> =1-

gdzie, tak jak w przypadku liniowym, o, jest naprezeniem w k-tym precie natomiast
0, dtugodcia preta w konfiguracji poczatkowej. Funkeji (B.75) odpowiada nastepujacy
wektor pseudo-obciazenia

ag - sign(ak)Ek
oqg L o¢

1xm stopnie swobody wezta i stopnie swobody wezta j

[0, 0, Az, A A2, 0, .0, 1Az, —Azy, —A2, 0, ... 0] (B.76)

Wzory na pochodne funkcji granicznej wynikajace z jawnej zaleznosci g od zmiennych
projektowych sg takie same jak w przypadku funkcji naprezeniowej w analizie konstruk-
cji liniowych (por. punkt B.1.3). Wrazliwoé¢ funkeji naprezeniowej na zmiane mnoznika
obcigzenia A obliczana jest ze wzoru (B.74), w ktérym wektor A jest rozwigzaniem uktadu
sprzezonego (B.51) dla wektora pseudo-obcigzenia danego przez (B.76).

B.2.4. Funkcja graniczna statecznosci globalnej

W przypadku konstrukeji geometrycznie nieliniowych utrata statecznosci globalnej spo-
wodowana by¢ moze bifurkacja stanu réwnowagi lub zjawiskiem przeskoku zwigzanym
z wystgpieniem na $ciezce stanéw réwnowagi punktu granicznego (lokalnego maksimum
obcigzenia). Ogélnie mozna powiedzieé¢, ze punkt °q jest punktem krytycznym (bifurkacji
lub granicznym) jesli w punkcie tym

det KT =0 (B.77)
lub réwnowaznie
KDy =0, (B.78)

gdzie v jest wektorem whasnym odpowiadajacym zerowej wartosci wlasnej macierzy K.

Istnieje wiele metod precyzyjnego wyznaczania punktu krytycznego. Sposréd nich warto
wymieni¢ metode¢ uktadu rozszerzonego (zob. [126]), w ktérej podstawowy uktad réwnan
metody elementow skoniczonych powickszany jest o rownania K (T)(q, A)v = 0 stanowigce
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ograniczenie dla przyrostu mnoznika obciazenia. Tak zmodyfikowany uktad réwnan nieli-
niowych rozwigzywany jest w sposéb iteracyjny dajac w wyniku wektor przemieszczen “q,
krytyczny mnoznik obcigzenia .. oraz wektor wtasny v. W niniejszej pracy do lokalizacji
punktu krytycznego zastosowana zostata metoda bisekcji w potaczeniu z metoda statego
promienia (arc-length method) [15]. Zaimplementowany algorytm bazuje na tym, iz prze-
kroczenie punktu krytycznego objawia si¢ zmiang znaku wyznacznika stycznej macierzy
sztywnosci (pojawieniem sie ujemnych wyrazéw w diagonalnej macierzy D otrzymywa-
nej z dekompozycji LDL" Cholesky’ego). W takim przypadku krok przyrostowy, ktéry
‘wyprowadzit’ uklad poza punkt krytyczny zostaje powtérzony ze zmniejszona diugo-
Scig promienia. Algorytm ten, chociaz nie posiada zalety kwadratowej zbiezno$ci metody
ukladu rozszerzonego, jest tatwy w implementacji i okazal si¢ wystarczajaco efektywny w
analizowanych w ramach pracy przyktadach numerycznych.

W celu otrzymania wyrazenia na wrazliwos¢ krytycznego mnoznika obcigzenia, wzoér
(B.48) nalezy zapisa¢ w punkcie °q uwzgledniajac proporcjonalny charakter obcigzenia
typu CQ = )\cr(w)Q*

0°F
&m

rdq _ d

Aer(2)Q] — i=1,...,n. (B.79)

Mnozac lewostronnie powyzsze réwnanie przez transponowany wektor wlasny v', wyko-
rzystujac symetrie macierzy K oraz warunek (B.78) otrzymuje sie

Do [ 70F\[ g N1
dxi_(v 8—:5@)(0 Q) 1=1,...,n. (B.80)

Poniewaz w przypadku punktu krytycznego typu bifurkacyjnego v*Q* = 0 (zob. [123]),
zatem powyzszy wzor moze by¢ zastosowany jedynie do analizy wrazliwosci krytyczne-
go mnoznika obcigzenia odpowiadajacego punktowi granicznemu. Konieczne jest wigc,
aby po znalezieniu punktu krytycznego i rozwigzaniu zagadnienia wlasnego dla macierzy
K™ sprawdzi¢ typ punktu krytycznego z warunku

(B.81)
#0 punkt graniczny

=0 unkt bifurkacji
Wzory na wrazliwo$¢ mnoznika \.. w przypadku bifurkacji stanu réwnowagi wymagaja,
wiec osobnego wyprowadzenia. Nalezy jednak podkresli¢, ze przedstawione wzory doty-
czy¢ beda jedynie takich zagadnien, w ktérych male zaburzenie wartosci zmiennej pro-
jektowej nie powoduje zmiany typu punktu krytycznego.

Zaktadajac liniowe zachowanie konstrukcji na przyroscie [t,t + At], gdzie t jest taka,
chwilg, czasowa, ze odpowiadajace jej przemieszczenia 'q bezposrednio poprzedzaja punkt
krytyczny ©q, warunek (B.78) zapisany by¢ moze w nastepujacej, przyblizonej postaci:

[fcm (‘q(x), ) + K?(‘q(x), ) + Ao (x) K9 (q* (), w)] v(z) =0, (B.82)



B.2. WRAZLIWOSC W ZAGADNIENIACH GEOMETRYCZNIE NIELINIOWYCH 151

gdzie elementowe macierze K i K9 zdefiniowane sa w punkcie B.2.1, a K (q*(w), :1:)
jest macierza geometryczng, zbudowang dla przemieszczen bedacych rozwigzaniem ukta-

du liniowego postaci

tKD g =tQ*. (B.83)
Rézniczkujac réwnanie (B.82) wzgledem zmiennych projektowych z;, i = 1,...,n otrzy-
muje sie
KT AT dAX d°K* dv
TR+ A KD — =0 B.84
gdzie
‘K? ="K (q"(z), ). (B.85)

Uwzgledniajac proporcjonalny charakter obcigzenia oraz zakladajac, ze ‘o = 'Ao*, gdzie
o* oznacza naprezenia w konstrukeji wywotane obcigzeniem Q*, réwnanie (B.84) mozna
zapisa¢ jako

dKT d,, d*K? d
+ 0T v+ KM 0 i=1....n (B.86)
dz; dz; dz; d;

Podobnie jak w przypadku réwnania (B.79), mnozac lewostronnie powyzsze réwnanie
przez vT, wykorzystujac symetrie K7 oraz warunek (B.78) dostajemy

. At d*K9
v ( + )\cr—> v
dA.. _ dx; dz; i=1.. . .n (B.87)
dz; vT*K9%v Y

Wystepujaca w powyzszym wzorze pochodna macierzy ‘K ™) po rozpisaniu przyjmuje
postaé

KT gK™ N KD dg

=1,... B.
dz; ox; oq, dx; ! SRR (B.88)

k=1

gdzie wyrazenia na pochodne 9 'K'?) /O0x oraz oK™ /0q dla elementu skoniczonego kra-
townicy dane sg odpowiednio przez (B.70)-(B.72) i (B.69). Jak wida¢ z powyzszego
wzoru, konieczne jest takze policzenie wrazliwosci wszystkich przemieszczeri. We wzorze
(B.87) wystepuje réwniez pochodna macierzy geometrycznej *K7. Dla elementu kratowe-
go macierz ta jest postaci (por. (B.57))

1 0 0 -1 0 0
1 0 0O -1 0
. oc*A 1 0 0 =1 o*A
K‘Z == Ol 1 0 0 == O—lP7 (B89)
sym 1 0
1 B
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gdzie naprezenie w precie o* dane jest jako

3

* E *2
0" = 5m Z (AzAg + 2Aq ), (B.90)
=1
a przez Aqf = ql — ql , [ = 1,2,3 oznaczono réznice przemieszczen weztow elementu,

otrzymanych z rozwigzania ukladu liniowego (B.83). Podobnie jak w przypadku macierzy
tK(T), pochodne d*K?/dz;, i = 1,...,n dane sg wzorem

K *Kg 9K d
Z i (B.91)

dxl aqk dLL’Z ’
Pochodne dg*/dx otrzymuje sie rozwiazujac liniowy problem analizy wrazliwosci postaci

ndg 0K

tK( - _

q* i=1,...,n. (B.92)

Niezerowe, ’jawne’ pochodne macierzy *K? dane sa nastepujaco:

g . * TG 7L

a@;;e _ _E(Aozlz2 ;Aql) K 5’8;15; _ _aa;lff 1=1,2,3.  (B.93)
a;Ijg B %*Kg (B.94)
38*15 _ %*Kg (B.95)



DODATEK

Wybrane rozklady prawdopodobienstwa

Rozklad normalny

Funkcja gestosci prawdopodobienstwa rozkladu normalnego (gaussowskiego) jednej zmien-

gdzie X% i oy sy odpowiednio, wartoécig érednig oraz odchyleniem standardowym zmien-

nej ma postac

fx(z)

nej X. Te dwa parametry w sposéb jednoznaczny definiujg rozklad normalny, ktéry ozna-
cza sig czasem N (XY ox). Wygodna alternatywa dla opisu zmiennej losowej przy pomocy
rozktadu (C.1) jest zdefiniowanie standaryzowanej zmiennej losowe;

_yo0
y— 2= 4 (C.2)

0x

dla ktérej Y = 0 i oy = 1 oraz wprowadzenie standardowego rozkladu normalnego

o(y) = —=exp <—y—2) (C.3)

Dystrybuanta rozktadu standardowego dana jest jako

B(y) = Fy(y) = P(Y < y) = / Cemdt=— [ e (C.4)

e V21 o

153



154 C. WYBRANE ROZKLEADY PRAWDOPODOBIENSTWA

W przypadku n wymiarowego wektora zmiennych losowych X 1gczna gestosé rozktadu
prawdopodobienstwa ma postaé
1

1 O\T ~—1 0
fx(x) = T i C exp —i(w—X) Cx(x—X")|, (C.5)

gdzie X jest wektorem wartosci $rednich, a C'x macierza, kowariancji postaci

Var(Xl) (COV(Xl,XQ) s COV(Xl,Xn)
Cov(Xy, X Var(X oo Cov(Xy, X,
Cx — |FOV ) (%) - (2 X1 (C.6)
Cov(X,,X1) Cov(X,,X3) --- Var(X,)

W powyzszej macierzy Var(X;) = a§<i oznacza wariancje zmiennej X;, a kowariancja

zmiennych X; oraz X; zdefiniowana jest naste¢pujaco:
Cov(X;, X;) = E[(X; — X)) (X, — XO)]
(C.7)
/ / = X7) fxox, (@i, 2)) degda

gdzie fx,x;(z;,x;) jest brzegowym rozkladem gestosci prawdopodobienstwa postaci

inXj (Z’Z’, I‘j) = / / B / fX(CC) dflfl C dxi_ldxiﬂ ce dl’j_ldxj+1 C dl‘n . (CS)
n—2

Rozklad normalny jest najwazniejszym rozkladem w teorii prawdopodobieristwa (zob.
[5]). Jedng z istotnych jego zalet jest to, ze kazda liniowa kombinacja niezaleznych zmien-
nych losowych o rozktadach normalnych jest zmienng losowa, o rozkladzie normalnym.
Odgrywa on takze fundamentalng role w analizie niezawodnosci. Przyjmujac jednak, ze
zmienne losowe opisujace problem niezawodnosciowy sg typu gaussowskiego nalezy pa-
mietaé, iz rozklad ten daje niezerowe wartosci prawdopodobienistwa dla ujemnych reali-
zacji zmiennej losowej. Mozna wigc uzywaé¢ go do modelowania wielkosci losowych nie-
ujemnych ze swej fizycznej natury, jedynie przy zalozeniu, ze prawdopodobieristwo przyj-
mowania przez nie wartosci mniejszych od zera jest pomijalnie mate. W pracy rozktad
normalny przyjmowano do opisu losowosci potozenia weztéw konstrukeji, jak réwniez loso-
wosci mnoznika obcigzen statych. Obcigzenia stale dziatajace na konstrukcje generowane
sg jako suma wielu obcigzen pochodzacych najczesciej od cigzaru wilasnego elementéw
konstrukcji. Zgodnie z centralnym twierdzeniem granicznym do opisu takiego obcigzenia
mozna uzy¢ rozkladu normalnego.

Rozklad logarytmiczno-normalny

Rozklad logarytmiczno-normalny jest rozkladem zmiennej losowej X = e¥, gdzie Y jest
normalng zmienng losowa o parametrach Y° i oy. Poniewaz Y = In(X) ma rozklad



C. WYBRANE ROZKEADY PRAWDOPODOBIENSTWA 155

N(YY oy), to dystrybuanta rozktadu logarytmiczno-normalnego jest postaci

In(z) — YO}

; 0 C.9
| x>0, (€9)

Fy () :q{

gdzie funkcja ®(-) dana jest wzorem (C.4). Funkcja gestosci rozkladu zmiennej X wyra-
zona przez parametry rozkltadu zmiennej Y dana jest jako

e 2

a warto$¢ srednia i odchylenie standardowe maja postac

fx(x) ; x>0, (C.10)

1
2

X0 = exp (Yo + %a%/), ox = [eXP(QYO + 0')2/) (eXP(U?/) - 1)]

(C.11)

2.2 4 fx (%)

2.0
1.8 -
1.6 4
1.4+
1.2 4
1.0 4
0.8

0.6

logarytmiczno-normalny
0.4
------- normalny

0.2

0.0 F ‘
00 02

Rys. C.1. Funkcje gestoéci rozkladu normalnego i logarytmiczno-normalnego dla X° = 1

Korzystajac z tego, ze mediana rozkladu (C.10) réwna jest X = exp(Y?) oraz wprowa-
dzajac logarytmiczny wspétczynnik zmiennosci, dany jako

Sx = \/In(1+ %) | (C.12)

gdzie vy jest wspélezynnikiem zmiennosci zmiennej X, mozna wzory (C.9)—(C.11) wyra-
zi¢ w innej, czesto spotykanej postaci

In(z) — ln(f()]

Fy(z) = q{ e

; x>0, (C.13)

1 (In(z) — In(X))*|
fx(z) = Vanzox exp [— 257 ] ; x>0, (C.14)
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X 2 X 2
X" = X exp (%), ox = Xexp(%) \/exp(0%) — 1. (C.15)

W przeciwienistwie do rozkladu normalnego, zmienna losowa typu logarytmiczno-nor-

malnego moze przyjmowac jedynie wartosci dodatnie. W pracy rozktad ten stosowany
jest najczesciej do opisu losowych parametréw materialowych, pél przekrojow pretéow
oraz mnoznikéw niektérych obcigzen. Na rysunku C.1 poréwnano wykresy rozkltadéw
normalnego i logarytmiczno-normalnego dla X° = 1 i odchylen standardowych réwnych
odpowiednio 0.2 i 0.4.

Rozklad Gumbela

Rozklad Gumbela nalezy do grupy tzw. rozktadéw maksiméw I typu. Opisuje on rozktad
prawdopodobienistwa zmiennej X bedacej maksimum n niezaleznych zmiennych losowych
Y1, Y, ..., Y, jednakowego typu, ktérych funkcja rozkladu prawdopodobienstwa dazy eks-
ponencjalnie do 0 przy y — oo (np. rozklad normalny). Dla n — oo otrzymuje si¢ postaé
funkcji gestosci rozktadu Gumbela

Ifx(x) = aexp(—a(x —u) — exp(—a(x — u))) ; —00 < x < 00, (C.16)
gdzie u i o > 0 sg parametrami. Dystrybuanta tego rozktadu dana jest jako
Fx(z) = exp(—exp(—a(z — u))). (C.17)

Wartoé¢ srednia oraz odchylenie standardowe wyrazajg si¢ wzorami

0.5772 T
X0 =u+ , ox = —. C.18
o X \/60( ( )

5.0 1 fy (%)

4.5 —

4.0
ox =0.1

3.5
3.0
2.5
oy =0.15

2.0
1.5 ox =0.25
1.0

ox =0.5
0.5 4

0.0 ; T T T T T 1
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 35

Rys. C.2. Funkcje gestosci rozkladu Gumbela dla X0 =1

Rozktad Gumbela stosowany jest najczesciej do opisu zmiennosci maksymalnych wartosci
obcigzen wystepujacych w rozpatrywanym okresie czasu, np. rocznych maksiméw parcia
wiatru (zob. [3,90]). Na rysunku C.2 przedstawiono wykresy funkcji gestosci rozkladu
Gumbela dla X° = 1 i odchyleri standardowych réwnych odpowiednio 0.1, 0.15, 0.25
i0.5.
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Rozklad Frecheta

Rozktad Frecheta jest rozktadem maksiméw I1 typu. Podobnie jak rozklad Gumbela stoso-
wany jest on czesto w opisie maksiméw obcigzent zmiennych dzialajacych na konstrukcje.
Funkcja gestosci prawdopodobienistwa rozkladu Frecheta ma postaé

@ =5 e [-(4)]: 0<e<o (€19

Uu\x

gdzie u > 01 k > 2 sg parametrami rozkiadu, a dystrybuanta dana jest wzorem
U\ k
Fx(z) =exp [—(—) ] ; 0 << oo. (C.20)
x

Wartoé¢ srednia oraz odchylenie standardowe dane sg nastepujaco:

e JRE St [ (O I (S | et

gdzie T'(+) jest funkcja, gamma Eulera postaci
['(z) = / et dt . (C.22)
0

Rysunek C.3 przedstawia kilka przykladowych rozktadéw Frecheta o wartosci $redniej
X% =11 réznych odchyleniach standardowych. Mozna spostrzec, ze analogiczne rozkltady
Gumbela (por. rys.C.2) dajg wiekszy rozrzut zmiennej losowej niz rozktady Frecheta.

557 fx(x)
5.0
4.5 4
Ox =01
4.0
354
3.0
2.5

2.0

1.5 -

1.0 4

0.5+

0.0 T T T T T T 1
0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0 3.5

Rys. C.3. Funkcje gestosci rozktadu Frecheta dla X0 = 1
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Rozklad Weibulla

Rozktad Weibulla jest rozkladem miniméw III typu. Czesto stosowany jest do opisu
losowych parametréw materialowych. Tzw. 3-parametrowy rozktad Weibulla pozwala na
wprowadzenie dolnego ograniczenia zmiennosci zmiennej losowej, €. Funkcja gestosci tego
rozkltadu zdefiniowana jest jako

fx(x) = h (x—€>k_lexp[—<x_e>k] ; e<x<oo, (C.23)

U —€\NU—E€ Uu—e€

gdzie u > € > 0 oraz k > 1. Dystrybuanta, wartos¢ srednia oraz odchylenie standardowe
wyrazajg sie wzorami

FX(x)zl—exp[—<x—€>k] ; e<z<oo, (C.24)

U —€

N

X0:6+(u—e)F<1+%>, aX:(u—e)[F<1+%)—F2<l+%)}. (C.25)

Ponizej, na rysunku C.4 pokazano przyktadowe wykresy funkcji rozkladu Weibulla otrzy-
mane dla X% =1ie=0.

457 fx(x)

4.0 1

3.5 7 oy =0.1

3.0
2.5

2.0
oy =0.15

154

1.0 4
ox =0.25

0.5+

0.0 T T T T T 1
0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0

Rys. C.4. Funkcje gestosci rozkladu Weibulla dla X =1ie=0
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