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STRESZCZENIE

Referat przedstawia metodg rekonstrukcji przebiegu oraz przestrzennego rozkladu obciazenia
udarowego tuku obudowy goérniczej. Metoda jest oparta na analizie elastycznej odpowiedzi
obudowy zarejestrowanej podczas udaru przez dedykowany system czujnikow piezoelektrycznych
lub akcelerometrow i umozliwia rekonstrukcj¢ przebiegu modalnego obciazenia zastgpczego.
Zrekonstruowane obciazenie zastgpcze przybliza obciazenie rzeczywiste, tzn. podstawowe
charakterystyki modalne obu obciazen sa identyczne, a doktadno$¢ przyblizenia ros$nie wraz ze
wzrostem liczby czujnikéw. Istotna nowoscia metody jest mozliwos$¢ rekonstrukcji obciazenia
o nieznanej wczesniej lokalizacji oraz obciazen wielokrotnych i ruchomych. Przebieg obciazenia
jest modelowany 1 rekonstruowany za pomoca metody dystorsji wirtualnej (VDM). Referat zawiera
numeryczng symulacj¢ rekonstrukcji obciazenia udarowego belkowego modelu tuku obudowy
gornicze;j.

1. MODEL ODPOWIEDZI OBUDOWY

Proponowany model opiera si¢ na metodzie dystorsji wirtualnych [1], jest wigc ograniczony do
przypadku matych odksztalcen, a zatem umozliwia rekonstrukcj¢ obciazenia w pierwszych
chwilach dzialania sit zewngtrznych, zanim (jesli) dojdzie do duzych odksztalcen i zniszczenia
konstrukcji. Dynamika konstrukcji jest opisana przy uzyciu tzw. impulsowych macierzy wptywu
przechowujacych lokalne odpowiedzi konstrukcji na impulsowe pobudzenia we wszystkich
uwzglednianych stopniach swobody (potencjalnych lokalizacjach obciazenia). Impulsowa macierz
wplywu konstrukcji mozna wyliczy¢ za pomoca numerycznego modelu konstrukcji lub zmierzy¢
eksperymentalnie, co jest by¢ moze praktyczniejsze w wypadku duzych konstrukcji. Wielkos$cia
mierzona moga by¢ odksztatcenia (przetworniki piezoelektryczne, tensometry) lub przyspieszenia
(akcelerometry); tutaj zalozono, ze wielkoscia mierzona jest odksztatcenie &.

Proponowana metoda rekonstrukcji wykorzystuje jedynie zmierzone odpowiedzi, impulsowa
macierz wplywu oraz ewentualnie pewne heurystyczne zatozenia dotyczace rozktadu i przebiegu
obciazenia. Gdy jest wigc dana impulsowa macierz wplywu, nie ma potrzeby dodatkowego
numerycznego modelowania 1 symulacji.

Rozpatrywany odcinek czasu podzielony jest na skonczona liczbg 7 krokéw czasowych,
oznaczanych dalej symbolami ¢, 7 i k. Obciazenie dynamiczne w n-tym stopniu swobody jest
reprezentowane przez szereg impulsowych obciazen p.(r) wystgpujacych w kolejnych chwilach
czasowych 7. W rozpatrywanym wypadku matych odksztatcen w zakresie sprezystym warto$¢ e.(¢)
w chwili czasowej ¢ 1 w lokalizacji a modelowanej struktury moze by¢ przedstawiona w postaci
sumy efektow obciazenia statycznego oraz splotu obcigzenia dynamicznego z impulsowa macierza
wplywu:

e(1)=28,, P+ 2, 2 B, (1=7) p, (1), (1)

=0 n=1
gdzie pierwszy skladnik opisuje statyczne odksztatcenie wywotane statycznym obciazeniem
wektorem sit p° (a zatem macierz S jest analogiczna do macierzy podatnosci), a drugi sktadnik jest
liniowa kombinacja odpowiedzi konstrukcji na wszystkie wczesniejsze wymuszenia p,(7). Indeks n

1 Referat ukaze si¢ w materialach konferencji KOMTECH 2006, 14-16 listopada 2006, Zakopane.

1/8



przebiega stopnie swobody, indeks a oznacza lokalizacje czujnikow, a N jest liczba stopni
swobody, w ktorych potencjalnie moze wystapi¢ obciazenie. B jest impulsowa macierza wplywu:
B, to wektor zdyskretyzowanej odpowiedzi konstrukcji w lokalizacji o (a =1, ..., 4, gdzie 4 jest
liczba czujnikdow) na impulsowe pobudzenie w chwili 0 w n-tym stopniu swobody.

Zaleznos¢ (1) mozna zapisa¢ w postaci liniowej jako

e=Bp, )
gdzie & jest wektorem odksztalcen (we wszystkich lokalizacjach o 1 chwilach czasowych ¥)
o dhugosci TA, wektor p o dlugosci TN zawiera wszystkie wymuszenia, zarOwno statyczne p°, jak
tez dynamiczne p,(r), a macierz B o rozmiarze TA x TN jest uogdélniona macierza wpltywu
reprezentujaca odpowiedzi konstrukcji na obciazenia statyczne i dynamiczne. Niech P i1 E beda
linlowymi przestrzeniami odpowiednio wszystkich potencjalnie mozliwych obciazen 1 pomiardw;
wowczas pE P, e€ E oraz dim(P) = TN, dim(E) = TA.

2. REKONSTRUKCJA OBCIAZENIA

Zadanie rekonstrukcji obciazenia sprowadza si¢ w zasadzie do zadania znalezienia takiego

obciazenia p, ktére — zgodnie z réwnaniami (1) i (2) — generuje zmierzona odpowiedz
konstrukcji ¥, a zatem do rozwiazania liniowego uktadu rownan analogicznego do (2):

M

& =Bp, (3)

czyli do minimalizacji normy rezyduum
le* B pl|. “
Istnieja trzy zasadnicze trudno$ci zwigzane z uktadem rownan (3):

® Rozmiar uktadu: macierz B jest rozmiaru 74 x TN, co juz w relatywnie prostym przyktadzie
numerycznym przedstawionym ponizej wynosi 350 x 4400.

® Zlte uwarunkowanie numeryczne, ktore w rzeczywistych problemach zazwyczaj wymusza
zastosowanie numerycznej techniki regularyzacji, by zachowac¢ stabilno$¢ rozwiazania.
Przeglad metod regularyzacji zastosowanych do problemu identyfikacji obciazenia o znanej
lokalizacji mozna znalez¢ w [2].

® Nieokreslonos¢ uktadu: problem rekonstrukcji obciazenia byt dotychczas rozpatrywany przy
mato realistycznym zatozeniu, ze rekonstruowana sita jest skupiona w jednym stopniu
swobody (tzn. N=1), zazwyczaj znanym z gory [3]. W takim wypadku juz przy uzyciu
dwoch lub wigcej czujnikéw (4>1) macierz B ma wigcej rzedow niz wierszy (74 > TN),
a zatem uktad (3) jest nadokreslony i mozna go doktadnie rozwigza¢ w sensie minimalizacji
normy rezyduum (4). Jednak w rozpatrywanym tutaj wypadku ogdlnego obciazenia,
o nieznanej z gory lokalizacji, liczba czujnikoéw jest ograniczona technologicznie i musi by¢
duzo mniejsza od liczby stopni swobody, w ktorych moze wystapi¢ obciazenie (4 << N);
a zatem uktad (3) jest nieokre$lony: istnieje nieskonczenie wiele doktadnych jego
rozwiazan, sposrod ktorych wlasciwe nalezy wybra¢ na podstawie kryteriow niezaleznych
od wektora pomiarowego .

Problemy zwiazane z duzym rozmiarem i zlym uwarunkowaniem uktadu liniowego sa czysto
numeryczne i czgsto dyskutowane w literaturze. Zasadniczym tematem tego referatu jest wigc
problem trzeci: praktyczne zadanie rekonstrukcji obciazenia o nieznanej z goéry lokalizacji przy
ograniczonej liczbie czujnikow.

Rekonstrukcj¢ obciazenia mozna przeprowadzi¢ na dwa sposoby, rézniace si¢ doktadnoscia
1 kosztami numerycznymi (czasem obliczen i niezbedna pamigcia):
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® Sposob doktadniejszy (czgs¢ 2.1) wymaga jednokrotnego wykonania kosztownego
numerycznie rozkladu macierzy B wedlug wartosci osobliwych. Dla kazdej odpowiedzi
konstrukcji mozna nastgpnie kolejno wyznaczy¢ dwie sktadowe szukanego obciazenia: na
podstawie wykonanego pomiaru sktadowa rekonstruowalna (cze¢$¢ 2.1.1) ina podstawie
zatozen heurystycznych sktadowa nierekonstruowalna (czgs¢ 2.1.2).

® Sposob mniej doktadny (czes¢ 2.2) wyznacza obie sktadowe rekonstruowanego obciazenia
jednoczesnie 1 nie rozrozniajac migdzy nimi; dzigki temu jest szybszy, poniewaz nie
wymaga rozktadu wedtug wartosci osobliwych, ale tez mniej doktadny, poniewaz zatozenia
heurystyczne wptywaja na obie skladowe obciazenia, wigc rowniez tg, ktora moze —
ipowinna — by¢ zrekonstruowana jedynie na podstawie zarejestrowanej odpowiedzi
konstrukcji.

2.1. Rozklad obcigzenia na skladowe

W analizie uktadu (3) pomocny jest (jednoznaczny) rozklad macierzy B wedlug warto$ci
osobliwych (SVD) [4]:

B=UZV", ()
gdzie U i V sa macierzami ortogonalnymi (tj. U'U=I, V'V=I) o rozmiarach odpowiednio T4 x TA
1TNx TN, a X =diag(o\, ..., oms) jest macierza diagonalna o rozmiarze 74 x TN. Wartosci
przekatniowe oy, ... o7y nazywane sa warto$§ciami osobliwymi macierzy B 1 zwyczajowo

uporzadkowane sa nierosnaco. Niech M oznacza liczbg¢ niezerowych wartosci osobliwych
macierzy B (M <=T4) .

Praktyczna interpretacja rozktadu (5) w kontekscie przeksztalcenia (2) jest nastgpujaca: przestrzen
wszystkich mozliwych rozktadéw obciazen P mozna roztozy¢ na iloczyn kartezjanski takich dwoch
prostopadtych podprzestrzeni liniowych P; i P,
P=P,XP,, (6)
ze
® M-wymiarowa podprzestrzen P; jest przeksztalcana przez B wzajemnie jednoznacznie na
pewna M-wymiarowa podprzestrzen TA-wymiarowej przestrzeni wszystkich mozliwych
wynikoOw pomiarow g, przy czym gdy macierz B jest nieosobliwa (M = TA), to P; jest
przeksztatcana wzajemnie jednoznacznie na cata przestrzen e.

® (TN-M)-wymiarowa podprzestrzen P, jest jadrem przeksztalcenia liniowego B, czyli
BP,=0. (7)

Podprzestrzen P; jest generowana przez wektory odpowiadajace niezerowym warto$ciom
osobliwym macierzy B, czyli przez pierwszych M kolumn macierzy V, podczas gdy pozostale
kolumny macierzy V generuja podprzestrzen P,. Odpowiednio niech V= [V, V-], gdzie macierz V)
zawiera pierwszych M kolumn macierzy V, natomiast macierz V, pozostate.

Dowolne obciazenie p€P mozna zatem jednoznacznie przedstawi¢ w ortonormalnym ukladzie
wspotrzednych zwigzanym z kolumnami macierzy ¥V za pomoca szeregu wspotczynnikéw
modalnych  m=<m, .., mn>=V'p, a nastepnie rozlozy¢ go na dwie czeSci
m=[m, my)] = [V;"p V:'p], definiujace sktadowe obciazenia p nalezace odpowiednio do
podprzestrzeni P, i P,

p=Vm=V m+V,m,, (8)
z ktorych pierwsza jest w pefni rekonstruowalna na podstawie pomiaru &= Bp, a informacja
zawarta w drugiej jest podczas pomiaru — zgodnie z zaleznoscia (7) — catkowicie tracona:

e=Bp=B(V,m+V,m)=BV m,. (9)
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Nalezy zauwazy¢, ze wspolczynniki m, jednoznacznie definiujace obciazenie p sa zwiazane
z modalnymi rozkladami obciazenia zdefiniowanymi (w czasie 1 przestrzeni) przez kolumny
macierzy V i odpowiadajacymi kolejnym wartosciom osobliwym, r6znig si¢ wigc od standartowych
modalnych postaci drgan wtasnych konstrukcji.

Dla danego wektora pomiarowego & rekonstrukcj¢ obciazenia p nalezy wigc przeprowadzi¢ w
dwoch etapach: w pierwszym (czes¢ 2.1.1) rekonstruowana jest skladowa obciazenia Vim,, a
nastgpnie w drugim etapie — np. w sposob przedstawiony w czesci 2.1.2 — wyznaczana jest
prostopadta do niej sktadowa obciazenia Vom..

2.1.1. Rekonstruowalna sktadowa obcigzenia

Rekonstruowalna sktadowa Vim; dowolnego obciazenia p moze byé — pomingwszy czgsto
omawiane w literaturze potencjalne problemy numeryczne zwiazane z rozmiarem macierzy B i jej
zlym uwarunkowaniem [2, 4] — w pelni odtworzona na podstawie pomiaru & = Bp

® zgodnie z zaleznoS$cia
B ¢=B'B(V ,m,+V,my)=B* BV . m;=V m,, (10)

gdzie przez B® oznaczona jest uogélniona macierz odwrotna macierzy B, ktora tatwo
wyznaczy¢ znajac czynniki rozktadu wedtug wartosci osobliwych (5),

® lub poprzez minimalizacj¢ normy rezyduum (4),
fl(mz):HsM_BVlml » (11)

ktéra moze byC relatywnie szybko wykonana, np. za pomoca algorytmu sprzgzonych
gradientow opisanego w [5].

2.1.2. Nierekonstruowalna sktadowa obciqzenia

Poniewaz sktadowa obciazenia V.m, nalezy do jadra P, przeksztalcenia B, wynik pomiaru & nie jest
zalezny od wspotczynnikow modalnych m,, nie zawiera wigc o nich Zadnej informacji. A zatem na
podstawie pomiaru & nie mozna zrekonstruowaé wspotczynnikéw modalnych m, oraz sktadowe;j
Vom, obciazenia. Przyblizone jej odtworzenie mozliwe jest jedynie na podstawie danych
heurystycznych, takich jak przyblizona lokalizacja obciazenia, gltadkos$¢ przebiegu obciazenia
w czasie lub przestrzeni itp., co ogoélnie mozna zapisa¢ w postaci zadania minimalizacji pewnej
funkcji celu fo(m.),

[o(my)=|D(V m+V,m,)

: (12)

gdzie D moze by¢ operatorem pierwszej (D') lub drugiej (D?) pochodnej wzgledem czasu lub
przestrzeni, zlozeniem tych operatoroOw ze soba lub z operatorem jednostkowym (macierz 1) itp.
Powyzsze sformutowanie ma tg zaletg, ze wykorzystuje kwadratowa posta¢ funkcji fo(m.), ktora —
podobnie jak (11) — moze by¢ relatywnie szybko zminimalizowana [5].

Nalezy zauwazy¢, ze do minimalizacji f; (12) niezbedna jest znajomo$¢ rekonstruowalnej sktadowej
obciazenia Vim,, uprzednio wyznaczonej za pomoca zaleznosci (10) lub minimalizacji f; (11).

2.2. Jednoetapowa rekonstrukcja obciazenia

Proces rekonstrukcji obciazenia mozna przyspieszy¢ rezygnujac z rozkladu wedlug wartosdci
osobliwych, ale kosztem doktadnos$ci rekonstrukcji: minimalizujac jednoczes$nie funkcje celu (11)
i odpowiednio wazona wspotczynnikiem y =0 funkcjg (12):

/. p)=le" B pll+lD B pl. (13)
Dzigki zaleznosciom (8) i1 (9) funkcja celu f, moze zaleze¢ bezposrednio od obciazenia p, nie ma
wigc koniecznosci kosztownego numerycznie rozktadu obciazenia na wspotczynniki modalne m.
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Sama minimalizacja (13), podobnie jak (11) i (12), moze by¢ wykonana relatywnie szybko, np. za
pomoca algorytmu sprz¢zonych gradientow [5]. Z drugiej strony, poniewaz f, zalezy réwniez od
rekonstruowalnej sktadowej obciazenia, minimalizacja f, jednocze$nie z f; zaburza doktadnos¢
wyznaczenia rekonstruowalnej sktadowej obciazenia, ktéra wyznaczona doktadnie moze by¢ tylko
w wypadku y = 0, czyli w wypadku calkowitej rezygnacji z wykorzystania zatozen heurystycznych
1 odtwarzania sktadowej nierekonstruowalne;.

Jako$¢ uzyskanego rozwiazania mocno zalezy od warto$ci parametru y. Praca [2] rozwaza rozne
metody doboru tego parameteru w pokrewnym problemie regularyzacji rozwiazania uktadu dobrze
okreslonego lub nadokre$lonego, wigkszo$¢ z proponowanych metod wymaga wielokrotnego
powtarzania minimalizacji (13) z r6znymi wartosciami y. Podobnym, relatywnie prostym sposobem
jest wybor tej wartosci y, ktora minimalizuje

ely)=[e"-Bp|[+|DBp,. (14)

gdzie p, jest obciazeniem minimalizujacym (13) dla danej warto$ci parametru .

3. PRZYKLAD NUMERYCZNY

Mozliwosci proponowanej metody zostaly sprawdzone w eksperymencie numerycznym:
przygotowano dwuwymiarowy numeryczny model odrzwi obudowy ‘tukowej podatnej
LP1/V21/A [6] (cze$¢ 3.1), przeprowadzono symulacj¢ przykladowego obciazenia testowego
(czg§¢ 3.2) 1 na podstawie wyliczonych odpowiedzi losowo umieszczonych czujnikow
zrekonstruowano obciazenie wyjSciowe przy zastosowaniu dwoch przykladowych strategii
heurystycznych odtworzenia nierekonstruowalnej czgsci obciazenia (czgs¢ 3.3).

3.1. Belkowy model luku obudowy gorniczej

Rys. 1 przedstawia schemat belkowego modelu odrzwi obudowy tukowej podatnej LP/V21/A [6].
Luk zostat podzielony na 89 elementéw belkowych, o charakterystykach wynikajacych z wiasnosci
profilu V21 [6], lezacych pomigdzy 90 weztami, z ktérych kazdy posiada trzy stopnie swobody
(model plaski) poza weztami skrajnymi, ktorym odjgto wszystkie stopnie swobody. Weztom
ruchomym nadano numery od 1 (biaty kwadrat) do 88 (czarny kwadrat). Zatozono, ze do
dyspozycji jest siedem czujnikow odksztalcenia (4 =7) umieszczonych na losowo wybranych
elementach (nr 7, 16, 31, 39, 54, 65 1 81), oznaczonych na rys. 1 powigkszonymi weztami.

3.2. Obciazenie testowe

Zatozono, ze konstrukcja jest wstgpnie nie sprgzona, oraz ze obcigzenie moze wystapi¢ jedynie
prostopadle do tuku obudowy w weztach ruchomych (nr 1 do 88, N =88). Rozpatrywany okres
czasu o dhugosci 25 ms podzielono na 50 krokéw czasowych (7=50), a zatem macierz
wptywu B (2) ma rozmiar 74 x TN = 350 x 4400.

Przyktadowe obciazenie testowe dziata na 11 weztdéw (nr 53 — 63) oznaczonych przerywana linig na
rys. 1. Jego rozktad wedtug czasu 1 weztow przedstawiono na rys. 2.

3.3. Rekonstrukcja obciazenia

Na podstawie wyliczonej numerycznie odpowiedzi czujnikdw na testowe obciazenie wyliczono
rekonstruowalna sktadowa obciazenia (10) i przedstawiono ja na rys. 3.

Obciazenie zrekonstruowane (rys.3) jest pomiarowo nieodroznialne od obciazenia testowego
(rys. 2), tzn. odpowiedzi czujnikOw na oba obciazenia sa identyczne. Wykorzystujac dane
heurystyczne o spodziewanych charakterystykach obciazenia — macierz D w (12) — mozna
probowac odtworzy¢ nierekonstruowalna sktadowa obciazenia testowego; obciazenia odtworzone
w ten sposob rowniez beda pomiarowo nieodréznialne od obciazenia testowego:
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® Rys. 4 przedstawia obciazenie odtworzone przy zatozeniu gtadko$ci przebiegu obciazenia
w czasie, tzn. to obciazenie, ktore — sposréd wszystkich obciazen pomiarowo
nieodréznialnych od obciazenia testowego — minimalizuje pierwsze pochodne przebiegu
sity w wezlach wzgledem czasu.

® Rys.5 przedstawia obcigzenie odtworzone przy wazonym ztozeniu dwoch zatozen:
gladkosci przebiegu obciazenia w czasie (z waga 1.0) oraz wzdhluz tuku (z waga 0.2).
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Rys. 1. Schemat dwuwymiarowego belkowego modelu tuku obudowy LP/V21/A:
czujniki umieszczono na elementach zaznaczonych czarnymi weztami;
kwadrat biaty oznacza wezel nr 1, kwadrat czarny — wezet nr 88;
cienka przerywana linig oznaczono lokalizacje¢ obciazenia testowego
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Rys. 2. Obciazenie testowe
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Rys. 3. Rekonstruowalna sktadowa obciazenia testowego
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Rys. 4. Obciazenie odtworzone przy zatozeniu gtadkos$ci przebiegu obciazenia w czasie

4. PODSUMOWANIE

Referat przedstawia metodg rekonstrukcji przebiegu obciazenia udarowego konstrukcji sprezyste;.
Istotng nowoscia jest mozliwos¢ rekonstrukcji obciazenia o nieznanej wczesniej lokalizaci,
obciazen wielokrotnych i ruchomych oraz niewielka liczba niezbgdnych czujnikéw. Jako kolejny
etap badan planowane sa testy eksperymentalne na przyktadowej konstrukcji kratowej oraz we
wspotpracy z Glownym Instytutem Gornictwa na tuku obudowy gorniczej. Dalszych badan
wymaga problem odpowiedniego rozmieszczenia czujnikow.
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Rys. 5. Obciazenie odtworzone przy wazonym ztozeniu dwoch zatozen:
gladkosci przebiegu obciazenia w czasie (z waga 1.0) oraz wzdtuz tuku (z waga 0.2)
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