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STRESZCZENIE

Dynamiczne problemy kontaktowe, z uwagi na zlozono$¢ zjawisk zachodzacych w strefie
kontaktu, rozwiazywane sa czesto w sposéb przyblizony przy uzyciu metod numerycznych.
Przykladem moga by¢ zagadnienia kontaktu kota kolejowego z szyna, ksztaltowanie metali
czy tez zderzenia. Powszechnie stosowane metody numeryczne maja jednak pewne istotne
ograniczenia. Uniemozliwiaja na przyklad dowolna dyskretyzacje obszaru konstrukcji,
jednoczesnie w przestrzeni i w czasie. Utrudnia to precyzyjne okreélenie strefy kontaktu,
a tym samym daje mniej dokladne wyniki.

W pracy przedstawiono bardziej zaawansowany sposéb numerycznego modelowania dy-
namicznych zagadnien kontaktowych, przy pomocy sformutowan czasoprzestrzennych. Na
wstepie wyprowadzono dwa warianty metody elementéw czasoprzestrzennych, wykorzy-
stujace przemieszczenia lub predkosci przemieszczen jako podstawowe wielkoSci opisujace
ruch. Sformulowanie czasoprzestrzenne jest uogdlnieniem metody elementéw skoniczonych,

stosowanej zwykle do obszaréw przestrzennych. Zmienna czasowa przy wykorzystaniu



m.e.s. dyskretyzowana jest w sposéb odrebny. W takim przypadku obie dyskretyzacje sa
rozdzielone. W metodzie elementéw czasoprzestrzennych dyskretyzacja odnosi sie jedno-
cze$nie do przestrzeni i do czasu. Oba te procesy sa sprzezone. Wykazano w pracy, ze w
szczegllnym przypadku prezentowane podejécie jest identyczne z zastosowaniem metody
elementéw skonczonych do zmiennych i pochodnych przestrzennych, oraz metody rézni-
cowej do zmiennych i pochodnych czasowych. W ogdlnym przypadku konstrukcja moze
by¢ podzielona niestacjonarnie na skonczone podobszary. W pracy szczegélowo zbadano
wlasnosci metody. Blad amplitudowy, blad fazowy, ttumienie numeryczne odniesiono do
wlasnos$ci innych metod. Szczegdlny typ elementéw czasoprzestrzennych, o ksztatcie sym-
plekséw, pozwala rozseparowac wynikowy uklad réwnan algebraicznych. Unika sie wtedy
etapu triangularyzacji podczas rozwiazywania ukladu réwnan. Interesujace sa wlasnosci
fizyczne elementéw symplektycznych, z uwagi na ograniczona predkosé przeplywu infor-
macji miedzy weztami siatki, w kierunku ukoénych krawedzi elementow. Pozwala to badac
nieskonczenie dlugie uklady jednowymiarowe, poddane szybko poruszajacemu sie obcia-
zeniu. Uklad nieskonczenie wielu elementéw skonczonych moze zostaé zredukowany do
niewielkiego uktadu.

Rozwazajac warunki kontaktu zwrécono uwage na nieciagltos¢ predkosci w chwili kon-
taktu. Zmodyfikowano warunek kontaktu. Odpowiednia redukcja predkosci w kroku po-
przedzajacym penetracje pozwala uzyskac ciagle funkcje predkosci oraz przemieszczen.
Przy tym przemieszczenia wynikaja w sposéb konsekwentny z predkosci. Drugie podej-
$cie do modelowania kontaktu polega na zastosowaniu drobniejszego podziatlu w czasie
w strefie kontaktu. Zastosowano w tym celu czasoprzestrzenne elementy tréjkatne. Przed-
stawione podejscie wykorzystano przy symulacji powstawania korugacji kota kolejowego.
Rozwiazanie tego problemu, badanego w wielu innych o$rodkach, wykazalo falowa nature
poligonizacji kot.

Najistotniejsza zaleta stosowania modelowania czasoprzestrzennego jest mozliwosc a-
daptacji siatki podzialu. Technika r-adaptacji pozwala przemieszczaé wezly w przestrzeni.
Metoda adaptacji typu h umozliwia dodawanie i usuwanie wezléw i w ten sposéb rozrze-
dzanie lub zageszczanie siatki. Techniki adaptacyjne stosowane w zagadnieniach dynamiki
konstrukcji musza spetnia szczegélne wymogi. Poniewaz kazda zmiana siatki podzialu
lub zaburzenie pdl przemieszczen czy predkoSci zmienia odpowiedZ uktadu, stosowana
powszechnie prosta interpolacja nie daje poprawnych wynikéw. Przedstawione w pracy
czasoprzestrzenne elementy trdjkatne, opisane predko$ciami wezléw, pozwalaja skutecz-
nie stosowac adaptacje typu h do analizy drgan konstrukcji, nie tylko w zakresie niskich

czestosci ale 1 w zadaniach falowych.
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Rozdzial 1

Wstep

Zagadnienia kontaktowe od dluzszego czasu stanowia przedmiot badan prowadzonych
w Samodzielnej Pracowni Dynamiki i Statecznosci Maszyn i Pojazdéw IPPT PAN. Tema-
tyka prac dotyczy probleméw pojawiajacych sie w zagadnieniach transportowych, gtéwnie
w kolejnictwie. Przedmiotem badan byly niekorzystne zjawiska, m. in. utrata stateczno-
§ci ruchu uktadu kolo—szyna lub zestaw kolowy—tor i zwiazane z tym nadmierne zuzycie
tych elementéw. Rozwijajace sie w ostatnich latach systemy szybkich kolei uwidocznity
braki w teoretycznym rozpoznaniu zjawisk towarzyszacych dynamicznym zagadnieniom
kontaktowym. Zaobserwowano m.in. negatywne zjawiska powstawania nieréwnoéci na po-
wierzchniach két i szyn (tzw. korugacje) (rys. 1.1), prowadzace do ich szybszego zuzycia

oraz do znacznego zwiekszenia halasu towarzyszacego przejazdowi pociagu.

Inna grupa problemoéw o coraz wiekszym praktycznym znaczeniu sa zderzenia. Tutaj
takze dominuja zjawiska kontaktowe, zachodzace przy duzych predkosciach przemieszczen.

Praktycznym przykladem moga by¢ absorbery energii zderzen w pojazdach (rys. 1.2).

Zjawisk takich nie dawato sie badac przy zastosowaniu mato skomplikowanych, uprosz-
czonych uktadéw modelowych. Zlozonosc zjawisk towarzyszacych szybko zmiennym pro-
blemom kontaktowym zmusza do siegniecia po uproszczone metody obliczeniowe, w tym
metody numeryczne. Podstawowymi trudnoéciami w numerycznej symulacji zjawisk byla
konieczno$é uwzglednienia efektéw dynamicznych przy przemieszczajacym sie obciazeniu
i zmieniajacej swoj zasieg i lokalizacje strefie kontaktu. Rozwiniete w metodzie elementéw
skonczonych techniki utatwiajace modelowanie, jak np. adaptacja siatki, metody wielosiat-
kowe, nie spelnialy potrzeb w wystarczajacym stopniu. Pozostawal nadal problem wygod-
nego modelowania zjawisk zachodzacych w szybko zmieniajacej sie strefie kontaktu dwdch

cial odksztalcalnych: lokalnego zageszczenia siatki podzialu przestrzennego, zmniejszenia
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.

Rys. 1.1: Korugacje kota i szyny kolejowej.

kroku czasowego w rejonach o duzych predkosciach ruchu czy tez uwzglednienie tarcia.
7 tego wzgledu zdecydowano sie rozwinac i zastosowaé metode elementéw czasoprzestrzen-
nych do modelownia szeroko rozumianych zagadnien kontaktowych.

Nie jest celem pracy wniesienie wkladu w bardzo bogata literature dotyczaca sformu-
lowan probleméw kontaktowych, ani tez zbudowanie modelu i rozwiazanie konkretnego
problemu inzynierskiego. Te zagadnienia doczekaly sie juz bardzo wielu opracowan mo-
nograficznych.

Niniejsza praca ma na celu rozszerzenie zakresu zastosowan metody czasoprzestrzen-
nych elementéw skorficzonych, ze szczegdlnym uwzglednieniem modelowania zagadnien
kontaktowych dynamiki. Przedstawiono w niej wiele oryginalnych rozwiazan numerycz-
nych aspektéw modelowania zadan kontaktowych. Cato$¢ opracowania jest wynikiem
wieloletnich prac autora. Uzyskane wyniki byly czesciowo opublikowane w cytowanych
wlasnych pracach. Niektore zagadnienia przedstawiono w niniejszej pracy po raz pierw-

szy. Wiekszo$¢ opracowanych probleméw nie byta dotad poruszana przez badaczy, stad
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Rys. 1.2: Dynamicznie zgniatane kolumny o przekroju szeSciokatnym.

trudno przedstawi¢ ich historyczne tlo. W pracy wykorzystano jedynie znana z publikacji
innych autoréw, a stuzaca tu za punkt wyjscia, idee opisu réwnan rézniczkowych mecha-
niki w czasoprzestrzeni. Koncepcja dyskretyzacji czasoprzestrzeni wywodzi sie z meto-
dologii metody elementéw skonczonych. W obu tych kwestiach odsyla sie Czytelnika
do literatury, bez przytaczania wywodéw. Przytoczono natomiast, jako jedyny frag-
ment, w §lad za literatura, tok dowodu istnienia i jednoznaczno$ci rozwiazania problemu
poczatkowo—brzegowego. Klasyczne spojrzenie na rozwiazania zadan zmiennych w czasie,
gdzie zjawiska opisuje sie w chwilach zdyskretyzowanego czasu, w niniejszej pracy znacz-
nie rozszerzono. Podstawowe réwnania pozwalaja bowiem uwzgledni¢ dokladny przebieg
zjawisk miedzy chwilami i nie wymagaja zalozenia uproszczonej, np. liniowej, zmiennosci.
W ten sposdb czasoprzestrzen z ciaglymi funkcjami obrazujacymi podstawowe wielkosci
opisujace problem, stala sie naturalnym srodowiskiem zadan dynamiki konstrukcji.
Zasadniczym elementem rézniacym metode elementéw czasoprzestrzennych od klasycz-
nych podej$¢ do rozwiazywania problemu poczatkowo—brzegowego jest sposdb dyskretyza-
cji rownania rézniczkowego. Klasycznie stosuje sie dwuetapowa aproksymacje, oddzielnie
wzgledem zmiennych przestrzennych i wzgledem czasu. W zwiazku z tym w pierwszym
etapie uktad réwnan rézniczkowych czastkowych przeksztalcany jest w uktad réwnan réz-
niczkowych zwyczajnych wzgledem czasu, dalej zas stosuje sie czysto numeryczne proce-

dury catkowania wzgledem czasu. Takie podejScie ma swoje zalety, wynikajace gltéwnie
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z mozliwosci doboru w obu etapach najskuteczniejszych narzedzi, z metodami §cistymi
wlacznie. Poza tym latwe jest przejscie od rozwiazan statycznych do rozwiazan dynamicz-
nych: wiekszo$¢ procedur numerycznych statyki daje sie latwo wykorzystac. W istocie
rozwiazanie zadania dynamiki sprowadza sie do rozwiazania ciagu pewnych zadan statyki.
Zmnaczny jest tez tutaj dorobek w dziedzinie oszacowania btedu oraz uzyskania bezwarunko-
wej stabilno$ci rozwiazania z uwagi na krok czasowy catkowania réwnania rézniczkowego.
Wszystko to sprawia, ze najpopularniejsze metody, t.j. metoda elementéw skonczonych
potaczona z metoda catkowania w czasie, np. metoda Newmarka, na state weszty do prak-
tyki obliczen.

Jedna z wad jest natomiast konieczno$¢ stosowania niezmiennego w czasie (stacjonar-
nego) podziatu rozpatrywanego obszaru przestrzennego. Bardzo utrudnione jest w takim
przypadku lokalne dostosowanie siatki podzialu do zachodzacych proceséw (np. rozwdj
stref plastycznych, stref kontaktu, propagacja szczelin, przemieszczanie sie obciazenia).
Istniejace metody adaptacyjne, w tym metody wielosiatkowe (ang. multigrid), czy rucho-
mych siatek (ang. moving mesh), sa pewna préba dostosowania procesu numerycznego
do przebiegu zjawiska i usuniecia wspomnianej wady. Jednakze pierwsza z wymienionych
technik stosowana jest do zadan statyki, druga natomiast, na obecnym etapie, pozwala
modelowaé zadania transportu ciepla, masy itp. Trzeba jednak podkresli¢c pewne zwiazki
koncepcji metody ruchomych siatek z prezentowana tu metoda elementow czasoprzestrzen-

nych.

Druga powazna wada jest zwykle stosowanie takiej samej procedury numerycznej cal-
kowania w czasie w odniesieniu do wszystkich weztéw siatki podziatu. Mozliwe jest wpraw-
dzie lokalne stosowanie procedur calkowania réwnan rézmiczkowych o dokladnosci wyz-
szego rzedu, lecz z uwagi na opis zjawisk fizycznych w jednakowym odstepie czasu (kroku
czasowym) dla calego obszaru, nie poprawia sie tym w istocie numerycznego modelu zada-
nia. Bezwarunkowo stabilny schemat catkowania rownania ruchu pozwala zwiekszy¢ efek-
tywno$c¢ obliczen poprzez wydtuzenie kroku czasowego, lecz przy tym wprowadza znaczny
blad amplitudowy i fazowy, rézny w réznych strefach obszaru konstrukeji. Zageszczenie
siatki podziatu przynosi z jednej strony poprawe dokladno$ci aproksymacji przestrzen-
nej, lecz z drugiej strony moze pogorszy¢ wyniki catkowania w czasie. Lokalna ingerencja
w sposob calkowania w czasie, na poziomie elementu skonczonego, w zaleznosci od jego

wymiaréw czy charakterystyk materialowych, jest zwykle trudna.
OczywiScie cala zlozono$é celéw obliczeniowych nie pozwala kategorycznie ustali¢ wad
i zalet poszczegdlnych metod. Wyttumienie przez metode obliczeniowa wyzszych czestosci

drgan jest wada w zadaniach falowych, za$ zaleta w analizie drgan konstrukcji. Dobér
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narzedzia obliczeniowego odbywa sie zaleinie od rodzaju zadania, typu zjawisk wyma-
gajacych §ledzenia, potrzebnej doktadnosci, bedacej w dyspozycji maszyny obliczeniowej,
z uwzglednieniem takze czynnikéw pozamerytorycznych (np. dostepno$é gotowych proce-
dur numerycznych, wlasne do§wiadczenia itp.).

Aproksymacja czasoprzestrzenna rozwiazan zadan dynamiki konstrukcji nie ma pew-
nych wymienionych wczeéniej wad innych metod numerycznych. Nie jest jednak metoda
doskonata. W istocie sprowadza sie ona do tego, ze funkcje u, charakteryzujace rozwiaza-

nie, opisywane sa w podobszarach czasoprzestrzennych poprzez parametry wezlowe q.
u(x,t) = N(x,%)qe . (1.1)

Macierz N(x, 1) jest macierza funkcji interpolujacych, zaleznych od zmiennych przestrzen-

!, Takie podejécie zaklada ciagly rozklad charakterystycznych funkcj,

nych i od czasu
np. przemieszczen badZ predkosci, w calym obszarze czasoprzestrzennym Q = {x,1:x €
V(t),0 <t < oo}, wktérym konstrukcja jest rozpatrywana. W dyskternym czasie ¢;, i=0,
1, 2, ..., mozna stosowaé rézne bazy wezléw (z pewnymi ograniczeniami), a w zwiazku
z tym dostosowywac siatke podziatlu do biezacych potrzeb. Wynikaja z tego nastepujace

udogodnienia:

e mozliwos¢ redystrybucji siatki w zaleznosci od zmieniajacego sie rozktadu bledu,

e przesuwanie strefy zageszczonej siatki wraz z przesuwajacym sie obciazeniem rucho-

mym,

e mozliwos¢ dopasowania bokéw elementéw do charakterystycznych linii wyznacza-
nych w obszarze przestrzennym: frontu strefy uplastycznionej, granicy zmiany fazy

materiatu, w szczegdlnosci — mozliwo$¢ modelowania ruchomego brzegu ciala,

e stosowanie innych ksztaltow siatek czasoprzestrzennych niz siatki multiplektyczne,
bedace wynikiem ewolucji siatki przestrzennej w warstwie czasowej; siatki takie zy-

skuja pewne interesujace wlasnosci,

e mozliwos¢ indywidualnego formutowania sposobu catkowania w czasie kazdego ele-

mentu przestrzennego oddzielnie, w sposéb aktywny,

o w szczegllnym przypadku aproksymacja czasoprzestrzenna moze daé klasyczna me-
tode rozwiazania, oparta na stalej siatce wezléw (ewolujacej jedynie wraz z mate-

riatem).

W celu poréwnania: dyskretyzacja przestrzenna postuguje sie formula interpolacyjna u(x,t) =

N(x) q.(?).
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Ostatni punkt mozna rozwinaé w stwierdzenie, Ze aproksymacja czasoprzestrzenna i wy-
nikajaca z niej metoda elementéw czasoprzestrzennych sa uogdélnieniem metody elemen-
tow skoniczonych, odniesionej do przestrzeni rzeczywistej. Przez przestrzen rzeczywista
bedziemy uwazali przestrzen zmiennych przestrzennych z, y, z, w odrdznieniu od czaso-

przestrzeni, ktdra opisuja zmienne przestrzenne z, y, z oraz czas .

Pierwsze préby czasoprzestrzennego modelowania zadan fizycznych byty opublikowane
w 1964 przez Gurtina [75, 76] i Herrere [81]. Zdefiniowanie minimalizowanego funk-
cjonalu, wynikajacego z teorii splotéw, umozliwilo wyprowadzenie zaleznosci pomiedzy
zmienng czasowa a zmiennymi przestrzennymi w obszarach czasoprzestrzennych. Obszary
te mozna interpretowac jako czasoprzestrzenne elementy skonczone. Pdzniej, w 1969 roku
Oden [134] zaproponowal uogélnienie metody elementéw skoniczonych. Rozszerzyl inter-
pretacje obrazu konstrukcji na obszar czasu. Niestety, interesujaca koncepcja niestacjo-
narnego podziatu konstrukeji na podobszary zaproponowana w tej pracy nie byla pdiniej
kontynuowana. Fried [72], Argyris, Scharpf i Chan [6, 5, 4] zaczeli jednakowo trakto-
wal zmienne przestrzenne i zmienng czasowa przy formutowaniu problemdéw. Mimo to
jednak w pracach Kuanga i Atluri [121] ostateczna dyskretyzacja w przestrzeni i w cza-
sie byta prowadzona odrebnie. Zadania dynamiczne byly rozwiazywane przy rozdzieleniu
zmiennej czasowej i zmiennych przestrzennych. Obszar fizyczny konstrukcji byt dyskrety-
zowany jedna metoda (metoda elementéw skoniczonych, réznic skoniczonych), podczas gdy
pochodne czasowe byly calkowane przy uzyciu innych metod (réznic centralnych, New-
marka itp.). Ukazala sie duza liczba prac na temat bezposredniego calkowania réwnan

rézniczkowych ruchu, przy zalozeniu stacjonarnej dyskretyzacji.

Niezaleznie od tego kierunku prac pojawily sie opracowania Kaczkowskiego [100, 101,
102], w ktorych wprowadzono po raz pierwszy do mechaniki konstrukcji interpretacje fi-
zyczna pewnych wielkosci dotychczas okreslanych w przestrzeni fizycznej. Jest to np.
réwnanie czteropracy wirtualnej, masa jako wielko$¢ wektorowa czy tez sztywnos$c czaso-
przestrzenna. Rozpatrywano proste przypadki drgan osiowych preta i struny. Wprowa-
dzono tlumienie [111] oraz podano przyklad przeprowadzenia schematu calkowania w cza-
sie przy pomocy macierzy przeniesienia [110]. Kolejne poruszane zagadnienia to drgania
poprzeczne belki [112], sposéb rozwiazywania sformulowanych w czasoprzestrzeni zadan
dynamicznych [164], przyspieszenie procesu symulacji czasowej zadan liniowych poprzez
algebraiczna eliminacje 2" warstw czasowych [97], préba syntezy sformulowania czaso-
przestrzennego zadan [109] oraz oszacowania stabilnosci [122, 61, 62, 31, 148]. Znaczacym
wkladem byto wskazanie mozliwoéci budowania bezwarunkowo stabilnych rozwiazan dzieki

modyfikacji wirtualnej funkcji ksztaltu [98, 99]. Niestety, stosowanie podanej techniki
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ogranicza sie jedynie do prostokatnych elementéw czasoprzestrzennych, ktérych funkcje
ksztaltu mozna wyrazic iloczynem czltonéw okreslajacych funkcje interpolacji w przestrzeni
i w czasie. Dalsze badania skierowaly sie na inne niz prostokatne ksztalty elementéw czaso-
przestrzennych. Trédjkatne elementy struny wspdlistniejace w siatce podziatu z elementami
prostokatnymi pokazano w pracy [103, 104, 165, 166]. Nastepnym istotnym krokiem bylo
odejscie od stacjonarnego podziatu przestrzennego konstrukeji a tym samym wprowadzenie
nieprostokatnych w czasie elementéw [30, 31, 13]. Krok ten pozwolil na zastosowanie me-
tody do zupelnie nowej grupy zagadnien: zagadnien kontaktowych [17, 35] oraz proceséw
7z adaptacja siatki podziatu [33, 15, 14].

Obok prac rozwijajacych sama metode, w wielu publikacjach dokonywano préb oceny
doktadnosci i efektywnosci oraz zastosowania metody elementéw czasoprzestrzennych w réz-
nych zagadnieniach technicznych [54, 95, 27, 159, 26, 105, 141, 20, 21, 23, 22, 142, 143, 145].
Oprécz zadan mechaniki podjeto tez prace nad zagadnieniami propagacji ciepla [106, 28].

Kolejnym etapem bylo uwzglednienie efektéw nieliniowych: nieliniowosci geometrycz-
nych [165, 144, 48] oraz materialowych [147, 146, 150, 149, 19]. Warto tez odnotowac
prace [77], w ktorej autorzy stosuja funkcje harmoniczne do interpolacji w czasie.

W pracy habilitacyjnej Podhoreckiego [149] przedstawiono zastosowanie do zagadnien
lepkosprezystych znanych z prac Kaczkowskiego (np. [102, 101]) prostokatnych elementéw
czasoprzestrzennych. Ograniczono sie do ustrojéw jednowymiarowych. Wykorzystano
modele ciata typu Hooke’a, Kelvina—Voigta, Maxwella i Zenera. Nie podano jednak kon-
kretnych wnioskow, popartych przyktadami.

Grupe prac przegladowych na temat metody elementéw czasoprzestrzennych stanowia
pozycje [29, 34, 34, 107, 167], a takze czes¢ wprowadzajaca do monografii [165]. Opis
metody zawarto tez w pracach [115, 108].

W tej duzej liczbie prac nie prébowano wykorzystaé lezacych w metodzie elementéw
czasoprzestrzennych mozliwosci. Ograniczano sie do zastosowania m.e.cz. jako metody
catkowania réwnan rézniczkowych. W dalszych rozdzialach zostanie wykazana réwno-
znacznos$c takiego postepowania z zastosowaniem innych, znanych metod, jak np. metoda
Newmarka. Tym bardziej celowe staje sie dalsze rozwijanie wykorzystania m.e.cz. do
modelowania zadan dynamiki.

W niniejszej pracy przedstawiono nowe mozliwosci, jakie stwarza zmieniajaca sie w spo-
sob ciagly w czasie aproksymacja przestrzenna. W rozdziale 2 przedstawiono sformutowa-
nie metody elementéw czasoprzestrzennych. Wynikowe réwnania mozna wyrazié¢ zaréwno

za pomocy przemieszczen jak i predkoséci przemieszczen. W obu przypadkach sformuto-
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wanie wyglada jednak inaczej. Opis przemieszczeniowy prowadzi w efekcie do metody
Galerkina, zastosowanej do przestrzeni i do czasu, natomiast opis poprzez predkosci nie
prowadzi do metody Galerkina, co wymaga podkreslenia. Oba wyprowadzenia charaktery-
zuja sie innymi wlasnoSciami i réznym stopniem przydatnosci. Podano sposéb wyznacza-
nia macierzy charakterystycznych czasoprzestrzennych elementéw skonczonych w opisie
predkosciowym. Pozwalaja one na tatwa zmiane liczby weztéw siatki przestrzennej, a tym
samym na stosowanie technik adaptacyjnych. Wtasnosci topologiczne tej grupy elementéw

daja istotne korzysci obliczeniowe, szerzej oméwione w rozdziale nastepnym.

Oddzielng charakterystyczna grupa elementéw czasoprzestrzennych sa elementy o ksztal-
tach symplekséw. Wlasnosci skonstruowanych przy ich udziale rozwiazan oméwiono w roz-
dziale 3. Najistotniejsza cecha tutaj jest uzyskiwanie trdjkatnych macierzy wspdtczynni-
kéw wynikowego uktadu réwnan algebraicznych. 7 tego wynikaja niektore interesujace
zastosowania, jak np. mozliwo$¢ ograniczenia predkosci propagacji informacji w ukta-
dzie dyskretnym. Pozwala to w pewnych przypadkach ograniczyé o$rodek nieograniczony
do niewielkiej liczby elementéw skonczonych. Przyklad takiego podejscia przedstawiono

w rozdziale 3.3.

W rozdziale 4 opisano sposéb modelowania zmiennej w czasie strefy kontaktu cial.
Wyznaczono dynamiczne warunki kontaktu, ktdére zastosowano do nieskomplikowanych
zadan inzynierskich. Zastosowano zageszczona dyskretyzacje w czasie, co pozwolilo na
dokladne okreslenie sil kontaktu. Podano sposéb eliminacji niecigglosci funkcji predkosci
na krancach czasowego przedziatu kontaktu. Zdobyte doswiadczenia wykorzystano do mo-
delowania strefiy kontaktu kota kolejowego z szyna i powstawania korugacji. W rozdziale
4.2 rozpatrzono problem ewolucji geometrii i wynikajacych stad duzych obrotéw materiatu.
Przy nieliniowo$ciach materiatowych iteracyjne rozwiazywanie nieliniowego réwnania ru-
chu powiazano z calkowaniem tego réwnania w czasie. Przedstawiono tez odpowiednie
schematy numeryczne.

Mozliwo$¢ ciaglej w czasie zmiany siatki podzialu pozwala na zmniejszenie bledu
aproksymacji poprzez odpowiednia redystrybucje weztéw. Zaréwno w przypadku r jak
i h-adaptacji uzyskuje sie obiecujace wyniki (rozdzial 5).

Przyktady, zaréwno testowe, jak i rzeczywistych problemoéw inzynierskich potwierdzaja
skuteczno$é opisanych technik. Niemniej jednak wiele zagadnien moze by¢, i z pewnoscia
bedzie, rozwijanych. Nie jest to wiec ostateczny stan rozwoju ciaglego, czasoprzestrzen-
nego opisu dynamiki konstrukcji.

W wigkszosci przykladéw liczbowych przyjeto podstawowy uklad miar [cm, g, us].

Pozwolito to uniknaé¢ rézniacych sie o wiele rzedéw wartosci stalych materialowych i tym
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samym pozby¢ sie klopotéw numerycznych. 7 uwagi na fakt, ze wiele przyktadow licz-
bowych ma charakter pogladowy, testowy, pozostawiono w nich dane liczbowe bezwymia-
rowe. W przykladach poréwnawczych i w zadaniach bardziej zlozonych podano pelne,

rzeczywiste wartoSci wszystkich parametréw.
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ROZDZIAT 1.

WSTEP



Rozdzial 2
Sformulowanie metody

Na wstepie przystapimy do sformutowania dynamiki ciata w zakresie liniowym geometrycz-
nie i fizycznie. Do wyprowadzenia réwnanie réwnowagi sit wykorzystamy sformutowanie
lokalne z zasada prac wirtualnych. Poczatkowo przyjmiemy najprostsza dyskretyzacje
czasoprzestrzeni na elementy typu multipleks. ZaloZzymy aproksymacje pdl przemieszczen
w obszarach elementéw czasoprzestrzennych (w najprostrzym przypadku prostokatnych).
Klasyczny formalizm matematyczny metody elementéw skonczonych prowadzi do uktadu
réwnan algebraicznych, bedacego przybliZonym rozwiazaniem problemu.

W drugiej czesci rozdziatu sformutujemy problem w opisie predkosciowym, rozpoczy-
najac od ukltadu o jednym stopniu swobody. To bardziej fizyczne podejécie doprowadzi
rozwiazanie do uktadu réwnan algebraicznych. Takze w tym przypadku zastosujemy dys-
kretyzacje obszaru najpierw na elementy prostokatne, a nastepnie na tréjkatne.

Dwa rézne podejscia prowadza do réznych schematéw numerycznych, o réznych wia-
snosciach i réznych walorach praktycznych. Szczegdlne przypadki obu sformulowan daja
znane w literaturze schematy rozwiazywania réwnan rézniczkowych. Pokazanie takich
analogii jest mozliwe jedynie przy stacjonarnej bazie wezléw dyskretyzacji.

Modelowanie zadan dynamiki w czasoprzestrzeni w niniejszym opracowaniu sprowa-
dza sie do opisania zachodzacych zjawisk w wybranych chwilach g, t1,...,4;, t;+1,... . Roz-
patruje sie dane zjawisko w chwili posredniej ¢ € [t;,1;41]. W czasie obserwacji zmienia sie
m.in. obszar ciata z V; w chwili ¢ na V;;; w chwili #;17. Stan w ¢; jest znany, a w ;44
poszukiwany. Przyjmuje sie przyblizona geometrie w ¢;11, a nastepnie formuluje zwiazki
caltkowane w obszarze miedzy przestrzenia zajmowana przez konstrukcje w chwilach ¢;
iti41 (rys. 2.1). Wyznacza sie rozwiazanie w t;41. Nastepnie poprawia obszar calko-

wania oraz odpowiednie zmienne i przeprowadza ponowna iteracje. Ogdlnie procedura

29
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kornicowy obszar

_ ///

poczatkowy
/ obszar

przestrzenny

Rys. 2.1: Czasoprzestrzenny obszar ograniczony obszarami przestrzennymi w chwili po-

czatkowej i koncowe].

obliczeniowa jest niejawna. Zadania liniowe o stalych lub zmiennych wspdélczynnikach nie

wymagaja procedur iteracyjnych.

2.1 Sformulowanie wyrazone w przemieszczeniach

Bedziemy rozpatrywaé oérodek ciagly, zamkniety w obszarze V', bedacym podobszarem
przestrzeni euklidesowej E3. V oznacza wnetrze tego obszaru, a dV jego brzeg, bedacy
z kolei suma 0V, i 0V, gdzie zadano odpowiednio naprezeniowe i przemieszczeniowe wa-
runki brzegowe. Rozpatrywac bedziemy ruch ciala w przedziale czasu [0,T]. Zmienne
ujete w opisie, tj. wektor przemieszczen u, predkosci v, wektor sit masowych pf, syme-
tryczny tensor pola naprezen o i odksztalcen e okreslone sa na iloczynie kartezjanskim
zbioréw V x [0, T]. Wektor sit powierzchniowych t okreslony jest na iloczynie 9V x [0, T7.
Zakladamy, ze wszystkie funkcje sa dostatecznie ciagle. Problem geometrycznie i fizycznie

liniowy opisany jest nastepujacym ukltadem réwnan:
e réwnania geometryczne

e(x,t) = (grad u+ gradTu) . (x,t) eV x[0,T], (2.1)

N | —

e réwnania fizyczne
o(x,t)=Ee , (x,1)eV x[0,T], (2.2)
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e rownania rownowagi dynamicznej

divel + pf = pz—‘t/ , (x,1) eV x[0,T], (2.3)

e warunki brzegowe
on=t(x,t), (x,t)edV;x][0,T], (2.4)
u(x,t) =ua(x,t), (x,t)€adV,x[0,T], (2.5)

e warunki poczatkowe

u(x,t)=u", (x,t)eV x{0}, (2.6)

u(x,t)=v", (x,1)eV x{0}. (2.7)

W powyzszych zwiazkach u® i v® okreélaja odpowiednio poczatkowe przemieszczenia
i predkosci, a 1Y przemieszczenia zdefiniowane na brzegu dV,. Powyzszy uklad stanowi
sformulowanie lokalne. Istnienie i jednoznaczno$¢ rozwiazania dowodzi sie jak np. w [133].
Do sformulowania globalnego mozemy przej$¢ mnozac réwnanie (2.3) przez wariacje wir-

tualnej funkcji przemieszczen du(x,t).

0 1) e 0V, x [0,T
bu(x,t) =14 (x,1) € V. x 0, 7] (2.8)
dowolna, (x,t) € (V —0V,) x[0,T]
Po scalkowaniu otrzymamy wowczas:
t t R
/1/ (diva™ + pf — pv) 6udth+/1/ f6ud(@v)di=o0. (2.9)
10 14 to avt

Calkujac przez czeSci otrzymujemy

t t R t
/1/ p(f6u + asw) dth+/l/ téud(aV)dt:/l/ céedVdl.  (2.10)
to 14 to vy to 14

Obszar, w ktérym opisane jest réwnanie (2.10) nalezy teraz zdyskretyzowaé. Obszar
{V,0 < t < T} dzielimy na podobszary, bedace w istocie czasoprzestrzennymi elementami
skonczonymi. Najprostszy z mozliwych podzialéw pokazano na rys. 2.2a. W pdlnieskon-
czonej wstedze wycinane sa warstwy czasoprzestrzenne ([t; < < t;44], =0, 1, ..., n — 1,
n jest liczba warstw w przedziale [0, T]) a w nich wyodrebniane elementy o stalej w czasie
geometrii. Mozliwy jest takze bardziej ztozony sposéb podziatu warstwy czasoprzestrzen-
nej (rys. 2.2b). Do zagadnienia tego powrécimy w dalszych rozdziatach.

Najprostszy element czasoprzestrzenny wydzielony jest z czasoprzestrzeni plaszczy-

znami t = t; 1 ¢ = ¢;41, oraz hiper—graniastoslupami, bedacymi elementami skonczonymi,
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% %
t M
" /E’:
to - ? 7 >X

(a)

(b)

Rys. 2.2: Przyklady siatki elementéw czasoprzestrzennych: (a) stacjonarnej, (b) niesta-

cjonarnej.

JLi+1

Rys. 2.3: Czasoprzestrzenny element, wydzielony z czasoprzestrzeni.

rozciagnietymi w czasie (rys. 2.3).

Wartosci niewiadomych, w naszym przypadku prze-

mieszczen u, oraz ich pochodnych (0, e, o), rzeczywistych i wirtualnych, w obszarze

elementu czasoprzestrzennego interpolujemy z wartosci weztowych przemieszczen q:

u(x,t) = N(x,t)q
u(x,1) = N(x,1) q
e(x,1) = B(x,1)q
o(x,t)=EB(x,1)q

du(x,t) = N*(x,t) 6q
su(x,1) = N*(x,1) q
de(x,t) = B*(x,1) éq

(2.11)

Powyzsze zwiazki odnosza sie oddzielnie do kazdego elementu czasoprzestrzennego. Wiel-

kosci oznaczone przez (.)* odnosza sie do stanu wirtualnego. Macierz B latwo jest utwo-
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rzy¢ dziatajac odpowiednim operatorem rozniczkowym D na macierz funkcji ksztaltu N:
B = DN, gdzie D = § (grad + grad” ). Naley podkreslic, ze wektor q sklada sie z warto-
$ci przemieszczen w wezlach elementu czasoprzestrzennego. Wezly te maja réine wspol-
rzedne czasowe.

Liniowe (afiniczne) funkcje ksztaltu N(x,t) wyrazaja warunki brzegowe swobodnego
konica du/dn = 0 w sposéb naturalny. W przypadku elementu o dlugosci b, przy kroku
czasowym At sa one spelnione w przyblizeniu. Zageszczajac dyskretyzacje (b — 0) w skraj-
nym elemencie Ju/dn — 0 (du/dn ~ 1/N, N — liczba wezléw siatki podziatu).

Uwzglednienie (2.11) w (2.10) daje forme kwadratowa, okreslajaca réwnos¢ pracy sil

wewnetrznych i zewnetrznych w przedziale [tg, #1]:

E
> ((léq) IR, - Ilq. - (I!éq.)" T1Q.) = 0. (2.12)

e=1
F jest tu liczba elementéw czasoprzestrzennych w strukturze. Macierze IT. sa zero—je-
dynkowymi macierzami przyporzadkowujacymi miejsca wyrazéw macierzy i wektorow ele-
mentéw czasoprzestrzennych miejscom w macierzy i wektorze struktury. Postac ich zalezy
od topologii siatki dyskretyzacji. Liczba wierszy réowna jest liczbie niewiadomych stowa-
rzyszonych z pojedynczym elementem, a liczba kolumn réwna jest liczbie niewiadomych
w strukturze. Macierze te okreslaja niejako sposdéb sumowania macierzy elementow.

Macierz K} jest macierza sztywnosci czasoprzestrzennej elementu

K =K.+ M,. (2.13)
Mozemy podaé tu posta¢ macierzy sztywnosci K. i bezwladnosci M, elementu:
tq
K, = / / (PN)TEDN dV dt , (2.14)
10 14
f ONNT _ ON
M, = _/ / <—> R avde, (2.15)
t Jv \ 0Ot ot

gdzie E jest macierza sprezystosci, D jest macierza operatoréw rézniczkowych, a R jest
macierza, jednostkowych bezwtadno$ci.
Jesli przyjmiemy cialo sprezysto—lepkie opisane przez model Kelvina—Voigta, gdzie

zwiazek miedzy naprezeniami i odksztalceniami zapisuje sie nastepujaco

o= <E + nwg—t> € (2.16)

(nw — wspolezynnik tlumienia wiskotycznego) i do réwnania (2.9) wprowadzimy czlon

dysypatywny, zalezny od predkosci przemieszczein [30], to réwnanie (2.13) przyjmie postac

KI=K.+M.+W_+7Z,, (2.17)
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gdzie W, i Z. sa odpowiednio czlonami tlumienia wewnetrznego i zewnetrznego:

1
W, = l/(DN)anDN vdt | (2.18)
to 14
{1 8
ze:/ /NTnZ_—N vt . (2.19)
to JV ot

Q. jest wektorem obciazenia zewnetrznego, dziatajacego na element czasoprzestrzenny e:
11 "
Q. :/ N, (x, £) §(x, £) dV dt . (2.20)
tg JV

Mozna go otrzymaé z warunku (2.4). Poniewaz zalezno$¢ (2.12) musi by¢ spelniona przy
dowolnej wariacji przemieszczen i dla calego obszaru czasoprzestrzennego, wobec tego
mozemy napisac .
> (AR, - mlq. - I7Q,) =o0. (2.21)
e=1
Powyzszy uklad réwnain algebraicznych obejmuje caly obszar czasoprzestrzenny [0,T].
Rozwiazanie uzyskuje sie wykorzystujac warunkami poczatkowymi (2.6) 1 (2.7). Warunek

przemieszczeniowy (2.6) dyskretyzuje sie tatwo do postaci

E
Q=" 07 A N.(x,0) u(x,0)dV, . (2.22)
e=1 €

7 kolei warunek predkosciowy (2.7) wymaga posluzenia sie dodatkowa formuta réznicowa,
aby predko$¢ w chwili poczatkowej wyrazi¢ poprzez dwa wektory przemieszczen: qp dane

wyeazeniem (2.22)1 q—1 (tj. w chwili £ = —h), na przyklad w nastepujacy sposéb:

E
Qo= do—doh . o= M7 [ Ne(x,0)u(x,0)V (2.23)
e=1 €

Rozpatrzmy teraz jedna warstwe czasowa, ¢; < ¢t < 1;41. Dokonajmy podzialu niewiado-
mych przemieszczen na przemieszczenia odnoszace sie do chwili ; i na przemieszczenia
odnoszace sie do chwili ¢;41. Wtedy macierz wspélczynnikéw réwnania (2.21) mozna
podzieli¢c na cztery podmacierze, wydzielajac jako macierz A; podmacierz o wierszach
i kolumnach odnoszacych sie do chwili ¢;, jako macierz B; podmacierz o wierszach odno-
szacych sie do chwili ¢; i kolumnach odnoszacych sie do chwili ¢;;1 oraz podobnie Cj i Dy,
ale o wierszach odnoszacych sie do chwili #;;1. Mozemy zatem napisac:

A; B; {qi }:{Qi } (2.24)
C: D Qit1 Qit1
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Teraz proces sumowania w (2.21) sprowadza sie do odpowiedniego dodawania macierzy
(2.24). Powstaje blokowo tréjdiagonalna macierz ukladu réwnai, o wielko$ci odpowiada-
jacej liczbie chwil czasu, w jakich dokonano podzialu czasoprzestrzeni. Ponizej przedsta-

wiono posta¢ ukladu réwnan w zapisie blokowym, odpowiadajaca (2.21).

q1 Q:
Ay B q2 Q2
C, D +A, B, 0 q3 Qs
C, D;+ A3 Bs : _ :
qQi_1 B Qi1
0 Ci.i Dii+A; B q; Qi
)] dinr Qit1
(2.25)

Uklad (2.25) rozwiazujemy etapami, wydzielajac do kazdego kroku jeden wiersz tego

uktadu. Mamy wiec do rozwiagzania
Cioidimr +(Dici + Ai) i +Biqip1 = Qi i=1,2,..... (2.26)

Mozemy teraz powréci¢ do warunkow (2.22) 1 (2.23) i rozwiazania ukladu (2.25) w pierw-

szych krokach. Przy qg # 0 i qo # 0 mamy
C_iq-1 + (D1 + Ag)go+Boqi =Qp, C_; =Cpy, D_; =Dg. (2.27)
Najprostszy przypadek zachodzi, gdy qo = 01 qo = 0. Wéwcezas mamy:
Biq:=0. (2.28)

Jedynym niewiadomym wektorem przemieszczen w (2.26) jest q;+1. Wektory q;—1 i q;
uzyskiwane sa w krokach poprzednich, tj. ¢+ — 2 i ¢ — 1. Efektywne budowanie ukladu
réwnan i jego rozwiazywanie mozna prowadzi¢ wedlug ponizszego schematu, postugujac sie

pomocniczym wektorem r:
r=C;_1qi—1+Di_1 q; (2.29)
Aiqi+Biqiy1 =Q; —r.

W tym miejscu nalezy wspomniec o pracy [96], w ktorej autor podaje sposéb budowy tzw.

makroelementu czasoprzestrzennego. Polega on na wyeliminowaniu co drugiej (ogdlnie co

2") warstwy wezléw, poprzez wyeliminowanie co drugiego wiersza w ukladzie (2.25). W ten
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sposéb krok czasowy wydtuza sie do 2™ h. Technika ta wymaga odwracania podmacierzy
i jest skuteczna jedynie w przypadku stalych macierzy A;,..., D;.

Stabilno$¢ schematéw numerycznych ze stacjonarna siatka podziatu, opartych na prze-
mieszczeniach, opisana zostala w pracach [99, 124]. W zaleznoéci od doboru wirtualnych
funkcji ksztaltu mozna uzyskaé bezwarunkowo lub warunkowo stabilny wariant metody.
Rozwazania mozna podsumowal stwierdzeniem, ze sformulowania w cytowanych wyzej
pracach sa réwnowazne metodom Newmarka i maja wszystkie ich wtasnosci, takze doty-

czace stabilnosci.
2.1.1 Przyklady macierzy elementéw czasoprzestrzennych
Tréjkatny element preta drgajacego osiowo
Przyjmuje sie liniowy rozklad przemieszczen wewnatrz elementu tréjkatnego
uw(z,t) = a1z + azl + as (2.30)

gdzie ay, ag, az sa stalymi zaleznymi od geometrii elementu i od wartosci wezlowych

przemieszczen. Inaczej mozna to zapisa¢ we spélrzednych powierzchniowych I;

u = L1u1 + L2u2 + L3U3 ) (231)
gdzie
) z ¢t 1
L; = QAdet rp tp 1 s (232)
x t 1

v, k, 117, m, n — permutacje numeréw wierzchotkéw tréjkata,
A — pole powierzchni tréjkata.
Funkcje ksztaltu N;(z,?) wyrazaja sie prosto przez wspélrzedne L;

N = [Ly, Ly, L3] (2.33)

Operator rézniczkowy D = /0, jest jednoelementowy. Jesli poczatek uktadu wspéhrzed-
nych przyjmie sie w $rodku ciezkoéci tréjkata, to macierze sztywnoséci K i bezwladnosci

M elementu wyraza sie nastepujaco:

. EA

Kij = e = t)(tn = 1) (2.34)
A

Mi; = P2 (h — 2))(em — 20) (2.35)
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Tlumienie zewnetrzne Z ma postac
Zij = (it -ty — ) (2:36)

a wewnetrzne, z uwagi na podwdjne rézniczkowanie (2.30) jest réwne zero.

Czworo$cienny element plyty $redniej grubosci.

Podobnie jak w przypadku poprzednim zastosujemy liniowy rozklad przemieszczen we-

wnatrz elementu

x

a1z + ary + ast + ay ay...04 a
8, b =1 bio+boy+bst+bs y=| bi.. b f —|blg (237
0, 1z + oy + st + ¢4 C1...C4 ) c

Jeéli macierz G zawieraé bedzie wezlowe wspélrzedne, a kolumny macierzy odwrotnej G=1
oznaczy sie przez r;
-1
T
T, Y1, 1l

)
r2,Y2,12)
)
)

T = [r1, r2, T3, T4] , (2.38)

g (
a1l — gT(

g (73,93, 13
g7 (x4, 4, 14

to czasoprzestrzenna macierz ksztaltu IN; bedzie miala postac

N; = g"(2,y,1) riTaxs - (2.39)

Wektor odksztalcen e ma postaé

e o)
Ky o
e=1 fay (=4 2ot (2.40)
Ba 5L +0,
By R
i wobec tego operator rézniczkowy
o aa_x -
0 0 £
D=|0 5 = |- (2.41)
Z 1 0
[y 0 1]
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Macierz sprezystosci ma znana postaé

D vD 0O 0 0]

D 0 0 0
E= =D 0 0 (2.42)

(sym.) H 0

- H -
B OE 5

= — , H==>Gh,
121-v 6

gdzie h jest gruboscia plyty.
Wykonanie odpowiednich rézniczkowan i scatkowanie wynikowych iloczynéw macierzo-
wych w obszarze czworo$cianu daje odpowiednie macierze elementu. Calkowanie mozna

uproscié, jesli poczatek ukladu wspdlrzednych umiesci sie w srodku ciezkosci czworo$cianu.

2.2 Istnienie i jednoznacznos$¢ rozwigzania.

Przytoczymy tu tok wywodu zawartego np. w pracach [149]. Zalézmy istnienie dwdéch
réznych rozwiazan tego samego problemu poczatkowo-brzegowego (2.1)—(2.3). Obydwa
rozwiazania spelniaja takie same warunki brzegowe (2.4), (2.5) i poczatkowe (2.6), (2.7).
Rozwiazaniami (2.1—2.7) sa odksztalcenia, naprezenia i przemieszczenia w ciele Vo U dVj.
Pierwsze z tych rozwiazah oznaczmy przez {u,z,S}, drugie zaé przez {u,z, §} Sa one

rézne z zalozenia, wiec istnieja niezerowe ich réznice, oznaczone jako {u,z, §}
u; = u; — u;, Eij = &5 — a'j, gz'j = FZ']' — §z’j . (2.43)
Zbior rozwiazan (2.43) musi takze spelnia¢ réwnania (2.1)—(2.3) oraz warunki (2.4)—(2.7).
Réwnania réwnowagi we wspdlrzednych Lagrange’a

ou;

0 .
Er [Sjk (6ik + 8—1%)] + po(foi — i) = 0 (2.44)
J
odpowiadajace stanom {*} i {7} odejmujemy stronami i otrzymujemy

T
Ox;

—poli =0, (x,0)eVx[0,T] , (2.45)

gdzie

T = Tﬁ — ?ﬁ, (2.46)

— — ou; = = ow;
T'i =D (52' ! , T'i =D (52' ! 2.4
J Sﬂﬂ( k+3xk> J Sjk( k+8xk) ( 7)
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s3 I tensorami Pioli-Kirchhoffa.

Warunki brzegowe naprezeniowe

— 0m; ~ = ow; ~
Sk <‘5ik + 3 ) vo; = loi , Sk (5ik + ) voj = lo; (2.48)
Tg k

i przemieszczeniowe
U = wp o, W = U; (2.49)

poddaje sie podobnym operacjom i uzyskuje odpowiednio

Tjil/oj =0, (X,t) € 0V x [O,T] (2.50)

@=0  (x,1)€dV,x[0,T]. (2.51)

Rozwiazanie (2.43) odpowiada sytuacji, gdy wewnatrz ciala nie wystepuja sily masowe
(2.45), a na powierzchni obciazenia (2.50) i przemieszczenia (2.51).

Napiszmy zasade zachowania energii dla stanu danego przez (2.43):

%(V{ﬂ:i, (x,0) €V x[0,T] , (2.52)

gdzie V jest energia potencjalna odksztalcen, T energia kinetyczna
~ 1 = . ~ 1 Lox
V= —/ Sii€idVo, T =< pot;u;dVy (2.53)
2 Jv, 2 Jv,
al jest moca sil zewnetrznych
I= / pofoﬁidVo + / tAOZﬁZd(dVO) (2.54)
Vo 8VO

Prawa strona (2.52) jest réwna zeru, poniewaz w rozwiazaniu (2.43) znikaja sily masowe

i powierzchniowe. Wtedy zachodzi stacjonarno$¢ sumy energii
V4T =const, (x,1)eVx][0,T]. (2.55)
Przyjmijmy warunki poczatkowe u;(0), 4;(0), ;;(0). Dla stanu {*} maja one postac
%(0)=0, %(0)=0, £;(0)=0 (x,1)€Vox[0,T]. (2.56)

Stacjonarno$¢ energii (2.55) z warunkami (2.56) oznacza znikanie energii w calym prze-

dziale czasowym. Poniewaz V,T > 0, wiec

V=0 1iT=0 (xt)eV x][0,T]. (2.57)
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Zerowa warto$¢ energii potencjalnej odksztalcen oraz energii kinetycznej daje rozwiazanie
w=0, &;=0, ’l'NLZ'IO, gij:(), (X,t)EVX[O,T] (2.58)
co z kolei dowodzi jednoznaczno$ci rozwiazania

, W=, Si=5;. (2.59)

u; = iz

2.3 Sformulowanie wyrazone w predkosciach

Przedstawione w punkcie 2.1 sformulowanie wyrazone w przemieszczeniach moze by¢
niedogodne, jesli np. réwnania konstytutywne wyrazone sa przez predkosci odksztatcen.
Takze przy opisie duzych przemieszczen i duzych obrotéw korzysta sie z predkosci prze-
mieszczen. Dlatego czesto wygodniej jest operowaé predkosciami i korzystac z wariantéw
metod postugujacych sie predkoéciami jako podstawowymi niewiadomymi.

Réwnania metody elementéw czasoprzestrzennych w opisie predkosciowym mozna wy-
prowadzi¢ poshugujac sie, np. zasada pracy wirtualnej na kroku obliczeniowym [16]. Wy-
korzystuje sie wéwczas wzglednie proste zwiazki i otrzymuje sie nieskomplikowane formuty
koncowe.

Sformulowanie odnoszace sie do jednego stopnia swobody (rozdz. 2.3.1) ilustruje spo-
s6b formutowania zwiazkéw. Bedzie on dalej wykorzystywany w przypadku ogdlnym, przy
opisie ruchu cial wielowymiarowych (rozdz. 2.3.4 1 2.3.5). W przypadku jednego stopnia
swobody wykazana zostanie zbiezno$¢ rozwiazania (rozdz. 2.3.2). W dalszej czesci przed-
stawiono przyktady zawierajace nieliniowosci materialowe z materialem lepkoplastycznym
(ktére w szczegdlnym przypadku moga by¢ rozwiazywane jako zadania opisane réwnaniami

liniowymi o zmiennych wspélczynnikach) (rozdz. 2.3.6).

2.3.1 Uklad dyskretny o jednym stopniu swobody

Rozpatrzmy drgania swobodne punktu materialnego, opisane réwnaniem

dv

dt

m— + ke =0. (2.60)

Zasada mocy wirtualnej, zastosowana do (2.60), daje nastepujace réwnanie:

d
<md—: + kav) v =0. (2.61)
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Zasada pracy wirtualnej wobec tego ma postac

¢ d
/ <m—v + kx) v dt =0. (2.62)
0 dt
Przyjmujemy liniowy rozklad predkosci rzeczywistych v na kroku czasowym h (0 < ¢ < h)
[2 [2
v=(1- E)vg + v (2.63)

Przemieszczenie z(t) wyraza calka

C h 12 2
y ¢ = 1- (1% LA 2.64
2(t) /0” Tty < h) R (2:64)

Jest to liniowa zalezno$é¢ od predkosci vy i v1 na kranicach przedziatu [0,h]. Predkosci
wirtualne przyjeto jako rozklad Diraca, zalezny od parametru a (0 < a < 1) i jedynie od
predkosci vy:

v =1 6(% — oz) . (2.65)

Nalezy uwzgledni¢ w réwnaniu (2.60) powyzsze zwiazki i scalkowaé w przedziale [0, h]:

ko1 bk
./0 ’U*E(’Ul —wvg)dt + /0 U*Em(t)dt =0 . (2.66)
Po przeksztatceniach mamy:

— B (1- )Y k h

2m
v = 2252 Vo— — 7520 (267)
L T Wy
lub
v = T?JO + B$0 . (268)
Przemieszczenie 1 w kolejnej chwili wyznacza sie z predkosci vg i vy:
Ty =29+ h[(l - ﬂ)’vo + ﬂ’l)l] . (269)
Dokladne rozwiazania otrzymuje sie przy § = 1 — a. Wobec tego mozna zapisac
1 = xg + hlavg + (1 — a)vq] . (2.70)

Przy a = 1/2 réwnanie (2.70) $ciSle odpowiada zaleznosci (2.64), gdy t = h, mianowicie
1 = To + h(?]o + ?.71)/2.

Oznaczajac k = h?k/m moina zapisaé przejécie do kolejnej chwili nastepujaco:

1— 20K _ 2K
1 _ 242k h(a2k+2) Vo (2 71)
T 35 — 2h(ak+2)  2k(a—1) +1 o

a?k+2 a?k+2
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T
v v
1 a-05 1 2828},
. 0.141] 0.707 . 1414
0.141

] 1\ 0.707

-1 T T -1 \
. 1.414
] 2628 ] 5.656
2 41 6m t 2m 4 6m t

e - — & o L.

0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25

Rys. 2.4: Predkosci » przy réznym kroku czasowym h, przy a=0,51 a=1,0.

Stabilno$¢ schematu (2.71) badamy wedlug kryteriéw opisanych w p. 5.2.1. Wartosci

wlasne macierzy przeniesienia, podanej w réwnaniu (2.71), przy h— oo sa nastepujace:

a? -1 N iv2a2 — 1

lim Ay = 2.72
h1—>n;olo 1/2 a2 ag ( 7 )
za$ ich moduly:
) 1 przy vV2/2<a<1
lim |Aq /o] = 1’ . . (2.73)
h—o0 “zvat —da? +2, przy 0<a< V2/2

Mozna stwierdzié, ze obydwa moduly sa réwne jednoéci przy a > v/2/2.

Testy dotyczace jednego stopnia swobody z warunkami poczatkowymi 2o = 01 vg =1
przy a=0,51 a=1,0 przedstawia rys. 2.4. Blad amplitudy przemieszczen przy réznych war-
toéciach wzglednego kroku czasowego ilustruje rys. 2.5. Tutaj, oraz w dalszej czesci pracy,
przez wzgledny krok czasowy bedziemy rozumiec stosunek kroku czasowego h do okresu
drgan T. Zaznaczyé trzeba, ze praktycznie nie popelnia sie btedu amplitudy predkosci.
Btad amplitudy przemieszczen wynika z bledu fazowego, t.j. wydluzenia okresu drgan,
zawsze pojawiajacego sie przy duzych krokach Ai. W takim przypadku uktad staje sie
bardziej elastyczny, a jego odpowiedzia jest zwiekszenie amplitudy przemieszczen.

Interesujacym problemem jest zdolnos$é tlumienia wyzszych czestoéci drgan przy za-
chowaniu zerowego tlumienia czestosci podstawowych ukltadu. Wielu autoréw poswieca
temu swoje prace (np. [82, 85]). Jedli formule (2.69) zmodyfikuje sie tak, ze predkosc
okreslaé sie bedzie w nieco pdzniejszym momencie niz a—1, to uzyska sie pozadany efekt

tlumienia. Zmodyfikowano parametr 3 tak, ze ma on postac

B=1-a/(1+7), 0<7<1 (2.74)
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h/T
0 2 4 6 .8 1.0 1.2

Rys. 2.5: Amplituda przemieszczen przy wybranych parametrach a.

Na rysunkach 2.6 pokazano warto$¢ promienia spektralnego w zaleinosci od parametru
~ przy wzrastajacych wartosciach wzglednego kroku czasowego h. Wykonano je przy
a = 0,81 a=0,9. Pogrubione linie sa poziomicami wykreslanymi co 0,02. Przy v =
0,0 promien spektralny p réwny jest, zgodnie z wcze$niejszymi rozwazaniami, jednoSci.
Kolejny rysunek 2.7, pokazuje wartos¢ logarytmicznego dekrementu tlumienia przy a =
0,81 0,9, w zalezno$ci od wielkosci wzglednego kroku czasowego h/T. Poziomice na obu

rysunkach wykreslono co 0, 05.

Idealnym schematem obliczeniowym byltaby procedura bezwarunkowo stabilna, o wy-
sokim rzedzie dokladnosci, pozwalajaca na sterowanie wielko$cia ttumienia numerycznego
(w szczegdlnym przypadku tlumienie powinno byé réwne zeru). Kolejne wymagania sta-
wia sie wielkoSciom tlumienia kolejnych czestosci. Niskie czestoéci nie powinny ulegaé
ttumieniu, podczas gdy kolejne wyzsze winny by¢ tlumione bardziej. Ze wzgledu na
ksztalt funkcji tlumienia zaleznej od wzglednego kroku czasowego h/T metody oblicze-
niowe mozna podzieli¢ na dwie grupy: metody o zerowym nachyleniu funkcji ttumienia,
przy malym h/T, stopniowo rosnacym wraz z h/T (funkcja wypukla ku dolowi) oraz
metody o pewnym nachyleniu funkcji tlumienia pray A/T — 0 (funkcje wypukle ku gé-
rze) (rys. 2.8). Pierwsza grupe reprezentuja metody: Wilsona, Houbolta, metoda HHT
opisana w pracach [82, 85] i metoda WBZ opisana w pracy [168]. W drugiej grupie znaj-
duja sie metody z rodziny metod Newmarka. Doswiadczenia praktykéw dadza sie strescié
nastepujaco: druga grupa metod nadmiernie ttumi niskie czestoSci, a w pierwszej grupie
metody charakteryzuja sie za duzym tlumieniem (nie dajacym sie sterowa) w zakresie

wysokich czestosci. Opracowano nowe metody, pozbawione obu wad. Niestety, maja one
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Rys. 2.6: Promien spektralny zalezny od parametru v przy @ = 0,8 i a =0,9.

o)
gls 4&
: L%
0 5
/\ 4 S
Q& \":'0:“ ’I
0, ALK
0 I
'l o '/"'}t‘t' ’0{'}‘::{{;\‘15
0, S Y )3’0?&};?’%\"0;1\
S U e s Y 5
FRN S o R
o == 0% ;
o355 520000, S 10520 4053550 22520
o~ R RIS
Rys. 2.7: Logarytmiczny dekrement tlumienia zalesny od parametru v przy o = 0,8

ia=0,9.
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A
0.8

m. Wilsona ¥=1,4

0.6 m. Houbolta

— m. Newmarka

(0,8;0.1)

1 (0,8;0,05)
m. trapezowa

h/T

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Rys. 2.8: Logarytmiczny dekrement tlumienia w réznych metodach catkowania réwnania

rézniczkowego ruchu.

inna wade. Sa to metody wieloparametrowe, w sztuczny sposéb ustalajace zwiazki miedzy
przemieszczeniem, predkoscia i przy$pieszeniem. Wlasnosci takich metod mocno zaleza od
doboru tych parametrow. Tak wymodelowanie sterowanie wlasnosciami metody wymaga
w praktyce uprzednich testéw, gdyz nawet przy malych modyfikacjach parametréw steru-
jacych mozna uzyskac efekt odwrotny od oczekiwanego. Uogdlnienia metod WBZ i HHT
dokonano w pracy [56] (metoda CH). Jest to juz metoda czteroparametrowa, w ktdrej
wektor przemieszczen i predkosci wyznaczany jest w chwili 414, a wektor prayspieszed
w chwili ¢,,41_4,,. W tych tez chwilach ustalane sa odpowiednie wyrazy réwnania ruchu.
Przyjmuje sie natomiast statosé¢ w czasie macierzy charakterystycznych ukladu. W szcze-
gblnym przypadku otrzymuje sie metody HHT, WBZ lub Newmarka. Autorzy podaja
ogdlne oszacowania odno$nie doboru parametréw metody, nie dyskutujac zaleznosci wila-
sno$ci procedury od ich doboru. Zastowanie metody CH wymaga wiec przeprowadzenia

wlasnych préb.

Na tle wspomnianych wyzej klasycznych metod wykazano wlasnosci tlumiace sche-
matu opisanego uprzednio (rys. 2.8). Wida¢, ze plasuje sie on obok metod Newmarka,
przy czym sterowanie wielkoécia ttumienia jest proste i skuteczne. Badania i rozwazania
teoretyczne zilustrujemy przykladem. Pret wspornikowy, drgajacy osiowo podzielono na

40 jednakowej dtugosci elementow skorniczonych o dlugosci b=1 kazdy i obciazono impul-
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sem sily. W zadaniach uderzen zwykle trudniej jest otrzymaé precyzyjne wyniki, gdyz
w tym przypadku dominuja procesy falowe. Tym bardziej interesujace moga by¢ pordw-
nania. Wykonano obliczenia przy réznych wartosciach a i y. Zamieszczono najbardziej
charakterystyczne wyniki. Na rys. 2.9 przedstawiono przemieszczenia kornica preta w czasie
przy a=0,81 a=0,9, przy wybranych wartosciach 7. Przy wiekszym kroku czasowym
(h=10,0) przemieszczenia przedstawia rys. 2.10. Linia pogrubiona pokazano rozwiazania
teoretyczne. Warto$ci numeryczne oscyluja wokdét wartosci teoretycznej, choé¢ amplitudy
przemieszczen sa znaczne. Rozwiazanie jest poprawne, ograniczone i zbiezne. Wszystkie
metody pozwalajace otrzymac stabilne rozwiazanie zachowuja sie podobnie przy duzych
wartosciach h, znacznie przekraczajacych czas przejScia fali przez element przestrzenny.
Prawy wykres na rys. 2.10 ilustruje efekt wprowadzenia malego tlumienia numerycznego.
Fatwo zauwazy¢, ze juz po kilku cyklach pasozytniczych drgan proces stabilizuje sie a am-
plitudy przemieszczen sa w granicach oczekiwanych. Nalezy takze zwrdci¢ uwage na fakt,

ze okres oscylacji zostaje bardzo dobrze oddany.

2.3.2 Zbiezno$¢ metody

Blad metody szacuje sie jako réznice miedzy rozwiazaniem dokladnym a przyblizonym.
Za dokladne rozwiazanie réwnania (2.60) przyjmuje sie sinusoide z = Asinwt 4 Bcoswt, ze
stalymi A i B wyznaczanymi z warunkéw poczatkowych. Wystarczy od rozwiniecia roz-
wiazania dokladnego w szereg Maclaurina odjaé rozwiazanie (2.71), aby wyznaczy¢ blad
kroku [0, h]. Najkorzystniejszym, z punktu widzenia zbieznosci, jest przypadek a = 1/2.
Rozwiazanie przyblizone zbiega do rozwiazania $cistego z bledem proporcjonalnym do trze-
ciej potegi kroku A¢f. W tabeli 2.1 dokonano podsumowania réznych wariantéw metody.
Kombinacja liniowa wariantéw okreslonych przy réznych a pozwala poprawi¢ dokladnoéé.
Przyjecie funkcji wirtualnej w postaci -, w;6(t/h—a;), gdzie a; sa wspélrzednymi pikéw,

a w; wielkoscia (waga) tych pikéw, predkosé v; 41 wyznacza sie formula

kh?
(- - (1= a))?) w kp
Vi1 = khZa? v~ kR vi
Jedli przyjmie sie a;=0, ap=1/2, az=1, wéwczas otrzyma sie odpowiednie wspétczynniki

wj: w1=1/6, wy = 2/3, w3=1/6. Rozwiazanie ma blad O(h*) (dokladnie h*/12 + O(L%)).

W podobny sposéb jak w p. 2.3.1 mozna wyprowadzi¢ caly rodzine schematéw oblicze-

(2.75)

niowych, rézniacych sie ksztattem funkcji wirtualnej przyjetej przy wyprowadzeniu, a tym

samym miejscem, w ktérym ustalana jest rownowaga. Szerzej pokazano to w pracy [25].
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Rys. 2.9: Przemieszczenia osiowe wspornika przy wybranych parametrach b, a i 7.
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Rys. 2.10: Przemieszczenia osiowe wspornika przy h=10, a=0,8, bez tlumienia i z tlumie-

niem y=0,1.

Na uwage zastuguje jeszcze schemat uzyskany przy globalnej rownowadze, gdy funkcja
wirtualna predkosci jest réwna jednoSci w calym przedziale czasowym h, poza krancami

przedziatu, gdzie wartosci sa rowne zeru. Formula wynikowa przedstawia sie nastepujaco:

1— k1 kp, 1
Viy] = U v; — L 5, Tir1 = x; + =h(v; + v; . 2.76
=R TR e e (0

Schemat (2.76) ma blad O(h3) (dokladnie h3/12) i jest warunkowo stabilny. Warunek

stabilnodci narzuca ograniczenie wh < 2V/3.

Operator a; formuty réznicowej y;11 = a1y; + azy;—1 dla wybranych metod przedsta-
wiono w tablicy 2.2. Rysunek 2.11 ilustruje btad fazowy wybranych metod catkowania
réwnania rézniczkowego ruchu.

Mozna wykazaé, ze dla @ = /23 (3 — parametr metody Newmarka) schemat (2.67)

odpowiada metodzie Newmarka.

2.3.3 Blad fazowy

Blad fazowy schematu catkowania wyrazonego w predko$ciach okresla iloraz

7 w
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Tab. 2.1: Stopien zbieznoéci metod.

metoda stopien bledu wspdlczynnik
m.e.cz. o =0 At? %
v oy — L A2 1
m.e.cz. @ =3 At vy
m.e.cz. @ = % A3 11—2
m.e.cz. o = 4 At? \/52_1
_3 A2 1
m.e.cz. a =3 At 1
m.e.cz. o = 1 At? %
m.e.cz. v* =1 (2.76) At? =
Runge-Kutta 2 rz. AL? %
Runge-Kutta 4 rz. AtD ﬁ

Réwnanie charakterystyczne schematu opisanego przez (2.71) ma postac
A2 — (Thy 4 Too)A 4 (T1oTor — TiiTaa) = 0, (2.78)

gdzie T;; sa elementami macierzy przejicia (2.71). Rozwiazaniem (2.78) sa liczby

2 _ . 2 —
Al/ZzaH-I—Q K+ iv/K(202%k + 4 H)’ m:£h2. (2.79)

ok + 2 m

Poniewaz czesto$¢ w schemacie numerycznym okreéla sie przez

p_ SN 1 (V)
tgw'h = m, w = Earctgm (2.80)

wobec tego blad fazowy wynosi
P= v . (2.81)

v E(202k+4—k)
arctg< e )

W granicy
lim P =0. (2.82)

k—0
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Tab. 2.2: Operatory réznych schematéw réznicowych catkowania réwnania rézniczkowego.

metoda operator
m. réznic centralnych 2—k
m. trapezow ﬂf_l_;:l
m. Newmarka: p=1/4,v=1/2 %i;:l
p=1/6,7=1/2 o
B=1/12,7=1/2 e
B=0, y=1/2 2 -k
m.e.cz. — formula przemieszczeniowa: klasyczna (n=0) 463;:
n=5/4 e
n=5/2 g;—:
m.e.cz. — formula predkosciowa: a=0 2—-kK
a=1/2 S
a=V2/2 2444-_:
a=1 2_}%{
formula z v* =1 (2.76) 463;:
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T /T

a=1.0
2 MECz, n=25

a=12/2; M.T.
M.E.Cz., n=1.25
M.N., B=1/4,n=1/2

M.E.Cz., n=0

14 ~
a=0.25
] a=0.0; M.R.C.
0 wh
0 1 2 3 4 5 6

M.R.C. — metoda réznic ceniralnych
M.T. - metoda trapezow
M.N. — metoda Newmarka
M.E.Cz. — metoda elementow czasoprzestrzennych, w sformutowaniu trady-

cyjnym oraz ze zmodyfikowang funkcjq wirtualng

Rys. 2.11: Blad fazowy metody elementéw czasoprzestrzennych w sformulowaniu predko-
Sciowym, zaleznym od parametru a, na tle réznych metod catkowania réwnania réznicz-

kowego ruchu.
Pytanie, ktéry wariant metody, jawny czy niejawny, nalezy przyja¢ w danych oblicze-
niach jest nadal aktualne. Nizej podane podsumowanie cze$ciowo charakteryzuje podsta-

wowe cechy obu tych grup.

Metody niejawne

¢ Metody niejawne sa zwykle bezwarunkowo stabilne. Wielko$é kroku czasowego uza-

lezniona jest tylko od wymaganej doktadnosci.

e Obliczenia wymagaja wiekszej liczby operacji arytmetycznych przypadajacych na

jeden krok obliczeniowy oraz wiekszej pamieci operacyjnej.

e Kryteria dokladno$ci wymagaja, by krok czasowy wynosil ok. 1/100 podstawowego

okresu drgan.
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Algorytmy wymagaja faktoryzacji macierzy.

Metody niejawne sa dogodne w analizie zagadnien inercyjnych.

Metody niejawne zaleca sie stosowac do ustrojéw zginanych, ze wzgledu na duza

warto$¢ najwyzszych czestosci drgan w poréwnaniu z okresem podstawowym.
o Efektywnosc tej grupy metod spada przy analizie uktadéw wielowymiarowych.
Metody jawne
e Warunki stabilno$ci ograniczaja krok czasowy metod jawnych.

e Obliczenia sa efektywne przy diagonalnej macierzy mas. Konsystentna macierz mas
poprawia doktadno$c ustrojow zginanych lecz zawyza czestosci, podczas gdy macierz
diagonalna czestosci zaniza. Macierz diagonalna modyfikowana [83] (calkowita masa
elementu rozlozona diagonalnie wedlug proporcji diagonali macierzy konsystentnej)

charakteryzuje sie najkorzystniejszymi wlasnosciami.

2.3.4 Element skonczony preta

Rozpatrzymy pret drgajacy osiowo, w stanie poczatkowym opisany w obszarze ciaglym
0 <z <. Zbudujemy matematyczny model tego zadania w postaci uktadu dyskretnego,
ztozonego z pojedyiiczego elementu skonczonego.

Na wstepie zapiszemy réwnanie rézniczkowe ruchu
0? 0?
28 _»22%_ g, (2.83)
ot? 0x?

gdzie ¢* = F/p jest predkoscia fali w osrodku sprezystym. Zastapimy kolejno pochodna

przemieszczenia u wzgledem czasu przez predkosé v, przemnozymy réwnanie przez funkcje

dystrybucji predkosci wirtualnej »* a nastepnie poprzez catkowanie zbilansujemy energie

w obszarze obszaru czasoprzestrzennego Q = {z,1:0 < 2 <[(1),0 <t < h}:

/ ade / v* 2—dQ_o (2.84)

Calkowanie przez czesci drugiego czlonu, przy ustalonych na brzegu (fizycznym) warto-

Sciach daje zwiazek w nastepujacej formie:

Lo

—dQ =0. (2.85)
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Rys. 2.12: Schemat przyjecia dystrybucji predkosci wirtualnych.

Przemieszczenie u(z,t) wyrazimy za pomoca predkosci

t
w(z,t) = u(z,0) +/ oz, ) di . (2.86)
0
Przyjmujemy liniowa interpolacje predkosci wewnatrz elementu
v(z,t) = N(z,t)v, (2.87)

gdzie N jest macierza funkcji interpolujacych, a v jest wektorem predkosci wezlowych.

Wéwczas réwnanie (2.87) przyjmie postaé

(e, 1) = u(z,0) + /OtN(w,t)dtv . (2.89)

Pochodna 0v/0t jest tatwa do wyznaczenia (analitycznie lub numerycznie):

% = %—Ijv . (2.89)
Kolejne pochodne funkcji ksztaltu dN;/0t sa zlozone i tu zaznaczymy, Ze zaleza one od
geometrii elementu (z;,¢ = 1,...,4;h)izmiennych z i {. Pozostaje do ustalenia dystrybucja
przemieszczen wirtualnych v*. W dalszych rozwazaniach przyjeto, ze mozna ja opisac delta
Diraca 6(¢/h—a), nalozona na plaszczyzne rozpieta na wartosciach vs i vy4, sprowadzonych
odpowiednio do punktéw 2y i zp (rys. 2.12), 2p, = 23+ a(zs — 1), 2p = 24+ (x4 — 23),
gdzie @ = t/h, 0 < a < 1. Latwo wiec opisaé¢ predkosé v* oraz jej pochodna dv*/dz.

Majac wszystkie potrzebne czlony, mozna obliczyé odpowiednie calki (2.84). Ostatecznie

>TEN’dQ] v+/ﬂ<

otrzymujemy:

[A(N*)Tpaa—ljdﬂ+/ﬂ<

ON* oN*\T
- - ) FeodR=0, (2.90)
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lub kroce;j:
M+ K)v+s=0. (2.91)

Formy macierzy M, K oraz wektora s przedstawimy nastepujaco:

0 0 0 0
0 0 0 0
M = pA , (2.92)
m31 M3 M33 M34

)

Mg Mg M43 M44

gdzie:
rata(zs—r2) — — — X ON;
ma; = —/ v — 22— 024 72) g (2.93)
ritoa(ra—z1) T2 — 1 + 04(371 — X9 —z3+ 374) ot
zota(zs—z2) _ _ _ 8]\72
m4,2- :/ [ :E T2 04(374 332) -|— 1] - dx . (294)
zitoa(rzz—z1) LT2 —T1 + a(ml —xy—z3+ 374) ot
Macierz sztywnosci K ma postac:
0 0 0 0
0 0 0 0
K=FA , (2.95)
S1 —8 SS9 —89
—S81 81 —S89 S9
gdzie:
1 a;(l1 —2a) —ay _ ha
0= —h 1 — 2.96
#1/2 8a? (a1 4 a2)In a1 — az 4ay ’ ( )

aay = (x1— 23— a3+ 24)/4, ag = (—21 + 23 — 23+ 24)/4. Wektor s zawiera poczatkowe

sily weztowe

s=EA . (2.97)

Prébne obliczenia wykonano przyjmujac pret o dtugosci réwnej 1, zdyskretyzowany jed-
nym elementem przestrzennym. Przyjeto parametr a=0,75, a wiec dajacy bezwarunkowa
stabilno$¢ rozwiazania. Ta ostatnia kwestia dotyczy stabilnoéci rozwiazania réwnania
o stalych wspdlczynnikach, nie za$ o zmiennych, jak to jest w niniejszym przypadku.
Pomimo tego, jedli zmiana wspdtczynnikéw nie przesztywnia znaczaco ukltadu, mozemy

oczekiwaé stabilnosci bez wzgledu na warto$¢ h. Pokazano to na rysunkach 2.13 i 2.14.
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Na pierwszym zilustrowano przypadek, gdy nadano wezlowi predkosc poczatkowa vo=0,01.
Maksymalne odksztalcenie wynosi okolo 1%. Rozwiazania sa stabilne, pomimo ze przy
kroku h = 5 obserwuje sie znaczny blad fazowy i amplitudowy. Zmniejszenie A do wartosci
0,5 (rys. 2.14) znacznie poprawia rozwiazanie, nawet w przypadku nadania predkosci po-
czatkowej vg=0,1 maksymalne odksztalcenie wynosito okolo 10%. Tak wiec nieliniowos¢
geometryczna, wynikla ze zmiennej w czasie geometrii a uwidoczniona w zwiazkach (2.93),

(2.94), (2.96), nie wplynela w widoczny sposéb na jakos$é rozwiazan.

0.02 0.02 /\
v h=5
h:57‘/\ h=1 h=1
N 1 1 / 0.01 /\

RS
M AR

V| meoa | \/ V(,o.mv V

a=0.75 e 079 ¢

—-0.02 e “‘H“F‘ -0.02 e
0 10 20 30 40 0 1V> 20 30 40

Rys. 2.13: Predkosc i przemieszczenie w funkcji czasu przy réznych krokach catkowania h
(vg = 0,01, a = 0,75).

Kolejne testy wykonano w przypadku, gdy pojedynczy element zamocowany zostal
w jednym koncu. Dlugosé poczatkowa wynosita 1,0. Przyjeto bardzo miekki material,
aby uzyskal duze przemieszczenia w poréwnaniu z dlugoscia preta. Dwa wykresy przed-
stawione na rys. 2.15 ilustruja ruch w plaszczyznie fazowej. Otrzymano je przy warunku
poczatkowym vg=1,0. Pierwszy wykonano przy h=0,1 i réznych wartosciach a. Drugi po-
réwnuje wyniki przy h=0,5, otrzymane metoda elementéw czasoprzestrzennych (linia cia-
gla) oraz zmodyfikowana metoda Newtona—Raphsona z metoda réznic centralnych uzyta
do calkowania réwnania ruchu (linia przerywana). Dokladno$¢ rezultatéw jest dobra,

pomimo duzych zmian geometrii w czasie kroku obliczeniowego.
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Rys. 2.14: Predko$c i przemieszczenie w funkeji czasu przy réznych krokach catkowania h
(v9p=10,1,a=0,75).
2.3.5 Ogdlny przypadek sprezystosci

Zajmiemy sie teraz ogdlniejszym podejSciem pozwalajacym na dyskretyzacje dowolnego
zadania dynamiki ukltadéw ciaglych.

Jezeli okreslimy odksztalcenia e jako
e =Du, (2.98)
gdzie D jest operatorem rézniczkowym, za$ naprezenia o jako
o =Ee , (2.99)

oraz jesli przyjmiemy dystrybucje wirtualnych predkosci v*, to réwnanie prac wirtualnych,

wyrazone w predkosciach przyjmie postac nastepujaca :

/(V*)Tp AR / (e TadQ + / (v )InvdQ=0. (2.100)
Przemieszczenie u(t) okresla sie calka
t
u(t) = g +/ vt . (2.101)
0

Po uzwglednieniu (2.98), (2.99) 1 (2.101) otrzymamy:

ov t
T T o\T
/Q(V) p 8tdQ+/Q(DV) EDuOdQ—I—/Q [(DV) ED/Oth] dQ + (2.102)

€o

/(v*)Tnzv dQ=0.
Q
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Rys. 2.15: Ruch w plaszczyznie fazowej przy réznych parametrach.

Nastepnie wprowadzimy formuly interpolacyjne:
=Ng i vi=N*q. (2.103)

Ostatecznie mamy:

{/[DN TED/th]dQ+/ T aNdQ+/ N*) nZNdQ}q-|- (2.104)
/Q(DN*)TEEO 10 =0.

Jesli przyjmie sie jak poprzednio dystrybucje wirtualnych przemieszczen zaleznych od pa-
rametrow wezlowych okreslonych w chwili t="h, to w wyrazeniu (2.104) otrzymamy zerowe
gérne polowy macierzy M, K i wektora s. Tak jak poprzednio mozemy sterowac wtasno-

§ciami procedury za pomoca parametru o.

Przy tej okazji nasuwa sie pewien wniosek dotyczacy kosztu obliczeniowego otrzymane;j
formuty. Cofnaé sie musimy do przyjetych wirtualnych rozktadéw parametréw weztowych.

Dystrybucja Diraca wzgledem czasu sprowadza problem catkowania w objetosci elementu
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czasoprzestrzennego () do catkowania na powierzchni { = oh, wzgledem zmiennych prze-
strzennych z,y, z. Redukuje to koszt obliczen, w porownaniu z kosztem procedur uzyska-
nych z zastosowaniem klasycznej, liniowej interpolacji parametréw wirtualnych wzgledem
czasu.

W przypadku réwnania (2.104) obszary catkowania upraszczaja sie z objetosci czaso-
przestrzennej Q do powierzchni czasoprzestrzennej (objetosci rzeczywistej) V(ah). Pierw-
sza calka zawiera skladnik calkowany w granicach [0,¢]. Z uwagi na powyzsze wnioski
dotyczace calki z dystrybucji, pozostaje dokonaé¢ catkowania w granicach [0, ah]. Przy-
jecie liniowych funkcji podcatkowych N pozwala wyznaczy¢ $renia warto$¢ podcatkowa
przy t = ah/2 i przemnozy¢ przez dlugo$é przedzialu ah. Wéwczas macierz sztywnosci,
bezwladnosci i wektor naprezen poczatkowych, opisujace element czasoprzestrzenny maja

postac nastepujaca:

K — //V (DN.(x))T E DN(x, ah/2)dV - ah , (2.105)
M = //V th(x)dev, (2.106)
7 - / /V NI(0) 7 NG, ah) dV (2.107)
s = //V (DNun(x)T E 0 dV . (2.108)

Van oznacza przekrdj elementu czasoprzestrzennego przy ¢t = ah. N,y jest macierza funkcji
interpolujacych, okreslonych na powierzchni Vi, N(x,-) za$ jest macierza funkeji inter-
polujacych w objetosci 2, wyznaczonych w okreslonej chwili. Zmiana granic catkowania
daje jeszcze latwiejsze do numerycznych obliczen formuty okredlajace macierze charakte-
rystyczne. Macierze (2.105), (2.106)1 (2.107) maja wymiar N X 2N (N — catkowita liczba
stopni swobody). Wiaza one chwile #; i #;4;.

Jesli funkcje rzeczywistego rozktadu predkosci sa liniowe to w przyblizeniu odpowiada
to oméwionej wezedniej procedurze przy a = 0,5. Zwiazki identyczne uzyska sie przy ma-
lych deformacjach, t.j. gdy x; = x;41. Przy duzych deformacjach geometrie przyjmuje sie
w §rodku ciezkosci elementu, a wiec przy odksztatceniach dodatnich powyzej a = 0,5,

a przy ujemnych — ponizej o = 0, 5.

2.3.6 Przyklady analizy numerycznej

Przeprowadzono obliczenia prostego zadania propagacji fal w strunie, obciazonej poru-

szajaca sie sila. Poréwnano wyniki z rezultatami zaczerpnietymi z literatury. Nastepnie
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Rys. 2.16: Schemat struny obciazonej ruchomgy sila.

przeprowadzono obliczenia czterech zadan dwuwymiarowych, z uzyciem materiatu lepko-
plastycznego. Dwa rozwiazania znalazly potwierdzenie w literaturze, jedno zas w ekspe-

rymencie.

Struna obcigzona ruchoma silg

Problem teoretyczny wywodzi sie z grupy probleméw technicznych, w ktorych decydujaca
role odgrywa zagadnienie dynamiki obiektéw jednowymiarowych pod obciazeniem rucho-
mym. Sa to linie zasilania kolei elektrycznych, szybkie kolejki linowe, koleje torowo-linowe,
wyciagi krzesetkowe, mosty, a nawet procesy technologiczne wytwarzania lin, kabli, pretéw
czy blachy. Prace badawcze nad jednym z wyzej wymienionych zagadnien, mianowicie nad
drganiami poprzecznymi sieci trakcyjnych wzbudzanych pantografami lokomotyw i jedno-
stek trakcyjnych, prezentowano w wielu pracach (np. [47, 39, 42, 120]).

Schemat zadania (rys. 2.16) jak i wyniki do poréwnan zaczerpnieto z pracy [46]. Au-
torzy przeprowadzili obliczenia metodami Fouriera i d’Alemberta. Ponizej identyczne
zadanie rozwiazano metoda elementéw czasoprzestrzennych, wedlug sformutowania pred-
ko$ciowego.

Przyjeto nastepujace dane liczbowe: dlugosé struny L=100 m, napiecie To=10 kN,
gesto$¢ masy p=0,89 kg/m, sita skupiona Py=90 N, masa skupiona m=10 kg, tlumienie
c¢1=c3=0. Przyjeto wariant warunkowo stabilny metody z parametrem a=0,5 i ttumieniem
numerycznym y=0,1.

W pierwszym przypadku przyjeto m=c1=cy=0. Sila P(t) = Ppsinwt byla sila sinu-
soidalnie zmienna, o czesto$ci w=0,4 (odpowiadalo to liczbie 40 cykli na przestrzeni 200
m). Predko$é v wynosila 79,5 m/s (co odpowiadalo predkosci 0,75¢). Na rys. 2.17 po-
kazano przemieszczenia poprzeczne w wybramych chwilach. Kreska pionowa na 3. pierw-

szych wykresach zaznaczono polozenie sity. Linia gruba obrazuje wyniki uzyskane metoda
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Rys. 2.17: Przemieszczenia poprzeczne struny w chwilach réwnych 0,3, 0,7, 1,0, 1,21 1,5
czasu pelnego przejazdu (linia cienka — metoda Fouriera, linia gruba — metoda elementéw

czasoprzestrzennych).

elementéw czasoprzestrzennych a linia cienka — metoda Fouriera. Widaé¢ bardzo dobra
zgodnos$¢ obu rozwiazan. Drugi przypadek jest bardziej zltozony. Zawiera w polowie prze-
sta podpore, zltozona z dwdch sprezyn kq, ko i masy m. Jadaca z predkoscia v=79,5 m/s
sita jest stata. Na rys. 2.18 przedstawiajacym wyniki, gruba pionowa kreska oznaczono
podpore. Oba rozwiazania, metoda elementéw czasoprzestrzennych i metoda Fouriera,
pokrywaja sie. W cytowanej juz pracy [46] wyniki otrzymane metoda falowa jakosciowo

odbiegaja od obu rezultatéw pokazanych na rys. 2.18.

Deformacja lepkoplastyczna

Przyjecie lepkoplastycznego modelu ciata prowadzi do znacznych uproszczen. Jednorodny,
izotropowy i niesci§liwy material opisano wedlug prawa Nortona—Hoffa [86].

Dewiatorowa czes$¢ tensora naprezen Cauchy’ego 7/ przedstawia zalezno$c
Ke
T (2.109)

(van)

gdzie:
1
€= §(gradv +grad”v) = Dv (2.110)

2
D= géTé (2.111)
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Rys. 2.18: Przemieszczenia poprzeczne struny co 0,2 czasu pelnego przejazdu (linia cienka

— metoda Fouriera, linia gruba — metoda elementéw czasoprzestrzennych).

a K i m sa stalymi. Praca wirtualna w warstwie czasoprzestrzennej wyraza sie catka

/Oh/v(v pdtd9+// Trdq = // 9T £d(aV) dt (2.112)

Rozpatrzmy krétko drugi czton, gdyz tylko on rézni sie od odpowiedniego czlonu w réw-
naniu (2.100). Interpolacja predkosci wirtualnych uwzgledniona w (2.110) i rzeczywistych,
uwzgledniona w (2.109) pozwala zapisa¢ ten czlon w postaci nastepujacej:

T T K .
/Qq (PN')T i PN 4 -4 (2.113)

W efekcie przeksztalcen macierz odpowiadajaca temu czlonowi a zwiazana z energia po-

tencjalna bedzie miata postac¢ nastepujaca:
K — / (DN (x))" E DN(x, ah) dV dt (2.114)
Vozh

Przy poréwnaniu powyzszego zwiazku z macierza sztywnosci odpowiadajaca przypadkowi
sprezystemu (2.105) dostrzegamy, ze druga w iloczynie funkcja ksztaltu okreslona jest
w innej chwili oraz ze brak jest mnoznika ah. Inny jest tez obszar catkowania. Ponadto

macierz E jest teraz zalezna od predkosci odksztatcen. Réwnanie koficowe ma wiec postaé

(K+M+Z)q=F (2.115)
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Rys. 2.19: Pionowa wspdhrzedna naroinego wezta w czasie.

Warunek niescisliwosci

divv =0 (2.116)

wchodzacy w sktad funkcji kary mozna tatwo rozwina¢ w odpowiednia formute. Czlon

funkcji kary obciazajacy funkcjonal ma postaé:
1 1
A div v div v = 5qT/ (DN*)TADNAQ - § (2.117)
Q

gdzie A jest wspdlezynnikiem funkcji kary a macierz A w zadaniu dwuwymiarowym ma

postaé nastapujaca:
1 10
A=X|1 10 (2.118)
0 0 0

Przyklady. Prébne obliczenia wykonano dla kwadratu podpartego na dolnej krawedzi.
Nadano mu predkos$¢ poczatkowa vy. Przyjeto material lepkoplastyczny o nastepujacych
danych: K=0,01, m=0,1, p=1,0, oraz vg=0,1. Obliczenia wykonano przy rénym kroku
czasowym 1 przy réznych wartosciach parametru a. Polozenie prawego gdérnego naroza
w czasie przedstawia rys. 2.19. Krok czasowy h=0,1 jest dostatecznie maly i wyniki
mozna uznaé za dokladne. Przy duzym kroku czasowym h=5 rozwiazanie przybliza sie
do dokladnego (za takie przyjeto tu rozwiazanie uzyskane przy malym kroku czasowym

i schemacie niejawnym, z parametrem o =0,5) wraz z przyjmowaniem coraz mniejszej



2.3. SFORMULOWANIE WYRAZONE W PREDKOSCIACH 63

wartosci parametru a (od 1,0 do 0,5), tj. przy obliczeniach wykonywanych procedura
niejawna.

Nasuwa sie wniosek, potwierdzajacy zreszta opinie wyrazane w wielu pracach, ze nie
mozna kategorycznie stwierdzi¢, ktéra z procedur, jawna czy niejawna, jest skuteczniej-
sza. O ile procedura jawna zmierza do wyniku kazdego etapu jednokrokowo, to wymaga
wiekszej liczby krokéw o krotszym kroku czasowym h (h = 1, @ = 1). Procedura niejawna
pozwala na znaczne wydluzenie kroku czasowego, ale wymaga iteracyjnego dochodzenia
do rozwiazania w kazdym kroku (h =5, a = 0,5). Sumaryczny koszt obliczen jest w obu
przypadkach podobny.

Kolejne obliczenia wykonano rozwijajac przyklad zaczerpniety z pracy [50]. Cwiartka
plaskiego, osmiokatnego obszaru (rys. 2.20) Sciskana jest za stala predkoscia v=0,1. Przy-
jeto material lepkoplastyczny wedtug zwiazkéw podanych w ww. pracy. Stale materia-
towe wynosza: m=0,1, K=1, p=0,0. Obliczenia prowadzono przy kroku Ai¢=1. Na
gérnej powierzchni uwzgledniono tarcie proporcjonalne do predkosci stycznej weztow vy:
T = —pBlvg™ 1o, (3=0,05). Zdeformowana siatke elementéw wraz z uogdlnionymi od-

ksztalceniami uwidoczniono na rys. 2.21. Kolejny przyklad dotyczy walca o wysokodci

Rys. 2.20: Schemat obszaru poddanego Sciskaniu.

H=3,24 cm, promieniu R=0,32 cm, gestoéé materialu p=8,93 g/cm3. Material lepkopla-
styczny o parametrach: m=0,1, K=0,005. Walec uderza z predkoscia, v=0,0227 cm/us
w sztywny fundament. Przyjeto idealny poslizg w miejscu kontaktu z podpora. Oblicze-
nia wykonano przy a=0,5 i kroku czasowym h=1,0 ps. Rys. 2.22 prezentuje zdeformo-

wana siatke elementéw oraz uogdlnione odksztatcenia po 80 us. Maksymalne odksztalce-
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Rys. 2.21: Zdeformowana siatka elementéw oraz uogélnione odksztalcenia rejestrowane co
10 krokéw obliczeniowych, tj. dla ¢=0, 10, 20, 30.
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Rys. 2.22: Siatka elementéw oraz uogdlnione odksztatcenia po 80 us.

nie zarejestrowane w chwili t=80 ps wynosi 3,04, koncowa wysoko$¢ 2,014 cm, koncowy
promien 0,707 cm. Mozna poréwnac otrzymane rezultaty z innymi publikowanymi wy-
nikami, dotyczacymi tego samego zadania. Autorzy prac stosuja czesto inny material
(np. sprezysto-plastyczny ze wzmocnieniem) oraz réznorodne techniki obliczeniowe, co
powoduje, ze poréwnanie nie jest jednoznaczne. Otrzymuja oni, z do$¢ duzym rozrzutem,
wartosci zebrane w tablicy 2.3 [65, 73, 113]. Mimo réznych modeli reologicznych zbiezno$é

wynikéw m.e.cz. z wartoSciami uzyskanymi przez innych autoréw jest dostatecznie dobra.
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Tab. 2.3: Poréwnanie wynikéw testu zderzenia walca.

‘ program ‘ koncowa di. [cm] ‘ koncowy promien [cm)] ‘ maks. odkszt.

wg [73] 2-wym. 0,711 2,147 3,09
wg [73] 3—wym. 0,711 2,147 3,09

DYNA2D® 0,707 2,143—2,152 254321
DYNA3D 0,703 2,147 2,96
MARC 0,702 2,166 3,24°
3,00°
NIKE2D“ 0,707 2,147 2,97
0,712 2,076 3,03
m. e. cZ. 0,707 2,014 3,04

“Rozni autorzy podaja rézne dane, zalezne od przyjetych parametréw obliczeniowych.
®Srednia warto$é w elemencie.

“Warto$¢ weztowa, ekstrapolowana z punktéw Gaussa.

Innym przykladem jest osiowo—symetryczny cylinder Sciskany ze stala predkoscia v=180
km/h. Siatka podzialu zawiera 1250 elementéw czworokatnych. Schemat zadania przed-
stawia rysunek 2.23. Rysunek 2.24 przedstawia kolejne fazy deformacji cylindra zakon-
czona zniszczeniem strefy podparcia. Rysunek 2.25 pokazuje pierwsza, trzecia i piata faze
zgniatania w aksonometrii. W celu poréwnania jako$ciowego przedstawi¢ mozna wynik
eksperymantu. Zgniatano cylinder ze stopu gliniwo-magnezowego AIMgSi05, o wysokosci
H=100 mm i masie m=40 g. Zgniotu dokonano przez uderzenie spadajaca z wysokosci

5 m masa 19 kg. Rys. 2.26 przedstawia wynik eksperymentu.

2.4 Elementy trojkatne, wyrazone w predkosciach

Sprébujemy skonstruowaé model elementu tréjkatnego preta drgajacego osiowo oraz zba-
dac¢ jego wlasnosci. Istotna przy tym bedzie dokladno$é¢ amplitudy i okresu drgan swo-
bodnych oraz stabilno$é¢ schematu obliczeniowego z wykorzystaniem takich elementéw.
Znane juz réwnanie mocy wirtualnej (2.61) wykorzystamy do zbudowania réwnania
rekurencyjnego, wykorzystujacego elementy tréjkatne. WeZmy na poczatek dwa uzupel-

niajace sie tréjkaty, przedstawione na rys. 2.27. Zasada prac wirtualnych (2.62) pozwala
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10.0

0.2

Rys. 2.23: Schemat $ciskania lepkoplastycznego cylindra.

napisa¢ rownanie:

¢ *\7T' t
/(N*)TpA %dg-l-/ 0(1;9:) EA% [/ vdt] dQ=0. (2.119)
Q Q to

N* jest macierza wirtualnych funkcji ksztaltu, v jest predkoscia w punkcie (z,t),  obsza-
rem tréjkata A lub B, a F, pi A sa odpowiednio modutem Younga, gestoécia masy i polem

przekroju poprzecznego preta. W elemencie A predko$c rzeczywista opisuje formuta

t x o
va(z,y) = Na(z,t)v = [1_573’_5+E]V , (2.120)
a funkcje wirtualne weztéw 3 i 4 maja postac:
. _ z t x

Ny(z,t) = [_b + X b] (2.121)

Macierz bezwladno$ci wyznacza sie wéwczas ze zwiazku:

b orh 9 b| -1 0 1

My = NA)TpA—-N,dtde = pA— . 2.122
A/O/%umaﬂm”_lw] (2.122)

W elemencie B rzeczywiste funkcje ksztattu i wirtualna funkcja ksztaltu wezta 4 maja

postac:
[

B h

Ng = [1 - - ] , Nj=-— . (2.123)

rr
b’ b
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Rys. 2.24: Kolejne fazy deformacji cylindra.
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V-

Rys. 2.27: Uklad elementéw tréjkatnych opisanych predkoéciami.

Macierz mas ma wiec postac

b
Mpg = pAE [0,—1,1] . (2.124)
Macierze sztywnosci opisane drugim czlonem réwnania (2.119) maja postaé nastepujaca:
bk 9(N)T d [/t R0 -1 1
KAz// piA)EA.—[/NAdt didz = EAZ ] Kp=0
0 Jhe oz oz /o 36| 0 1 —1 J
(2.125)

Wektor sit poczatkowych w elemencie A ma postac:

bk 9(NH)T dullo) h
s = EA/O /th 50 9e dtdz = EA50§

- ] : (2.126)

1

Mozna postuzy¢ sie przeksztalcona forma (2.119):

€
1A

tm 1
(xmtn — xntm) Zz:xkj v; + %80 — Etmnto zi:xjk v; =0, (2.127)
gdzie A jest polem powierzchni tréjkata, ¢y, = t,, =1y, Tx; = T —x; a tg jest wspolrzedna
czasowa wezla o najmniejszej wspdtrzednej t;, w ukladzie o poczatku w srodku ciezkosci
tréjkata.

Zsumowane macierze uktadu pozwalaja napisa¢ réwnanie rekurencyjne w nastepujace;j
postaci:

L=t oo e oo 1 LN N (2.128)
— —_— Vv —C & = . .
6| -1 —1]1 1 32 |0 0|l-1 1 260 U

Jedli ograniczymy prawy stopien swobody, otrzymamy uklad drgajacy o jednym stopniu

swobody, opisany ukladem réwnan:

Vig1 = Kl—_i'i% . k=2
(2.129)

eiy1 = & — (30 + 3vit1)
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Okres drgan oscylatora modelowanego uktadem (2.129) (przy jednostkowych wartosciach
E, S, p,b) wynosi 3,628, wobec wartodci §cislej 21 /V/3 ~ 3,6276.

Wyprowadzone zaleznosci sprawdzono na przyktadach. Zadaniem testowym byl pret
drgajacy osiowo, podzielony na 20 elementéw przestrzennych. Przyjeto siatki typu ai b
pokazane na rys. 2.28. W celu dokonania poréwnania zadanie rozwiazano z uzyciem siatki
elementéw czworokatnych, przy parametrze a = 1/2. We wszystkich przypadkach przyjeto
krok czasowy h = 0,01. Przemieszczenia swobodnego korica preta w czasie, jako odpowie-
dzi ukladu, réwnie7 przedstawiono na rys. 2.28. Poréwnujac wykresy mozna stwierdzic
poprawne zachowanie sie przyjetego uktadu. Amplitudy odpowiadajace czestosciom paso-
Zytniczym sa niewielkie. Rdznica w tym zakresie ilustrowana na rys. 2.28a i 2.28b wynika
ze sposobu wprowadzenia warunku poczatkowego. W przypadku a predkosé¢ poczatkowa
vg = 1 nadano skrajnemu weztowi, ktéry nalezal do jednego tylko tréjkata. W przypadku
b wezel skrajny przy ¢ = 0 taczyl dwa elementy tréjkatne. Ostatecznie w tym konkretnym
przypadku, przy zadanym sposobie obciazenia, siatka b nieco lepiej modeluje propagacje

impulséw. Macierze sztywnosci w przypadku siatki zlozonej z 2 tréjkatéw (jak np. na rys.

Anaan /\ AR {\ /\

1.0 M‘””” WNAU{\ LA “\JMI\ 1.0 v [ W VV
| I | \

0.0 I 0.0 J
1o i V!\] I 1o k " V(\v
-2.0 t -2.0 t
0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0 7.0 0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0 7.0
X C
2.0
a b
o A NN ¢
o u VUU VV\[V V u \
0.0
C
-1.0 A !\A/\
U VV\/ '
20 t
0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0 7.0

Rys. 2.28: Przemieszczenia w czasie swobodnego korica preta przy siatkach tréjkatnych

i czworokatnej (20 elementéw przestrzennych).

2.27) mozna tez wyprowadzi¢ w prostszy sposéb. Nalezy obliczy¢ prace sil wewnetrznych

na wirtualnych przemieszczeniach, w obszarze 0 < x < b,0 <t < h. Przykladowo, w przy-
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padku uktadu z rys. 2.28a przyrost odksztalcenia w przedziale [0, k], liczonego w = b/3,
a wiec w srodku ciezkosSci lewego tréjkata, wynosi:

2 vy—vy 1, 04—
Ae==2p2 0y ZpTa— s (2.130)

Ostatecznie otrzymuje sie macierz

2 =2
-2 2

EAR?
6b

b ] (2.131)

-1 1

Przemieszczenia na koncu przedziatu [0, h] wyznacza sie formuta 21 = zg+hvg. Odpowiedz
uktadu nie zalezy od tego, w ktérym miejscu obliczaé sie bedzie przyrost odksztalcenia
oraz wzdluz jak polozonego przedziatu czasu o dlugosci h dokonywaé sie bedzie catkowa-
nia. Przyktadowe schematy wraz z odpowiednimi macierzami sztywnosci ujeto w tablicy
2.4. Pierwszy z przedstawionych tam wariantéw jest warunkowo stabilny. Pozostale sa
bezwarunkowo stabilne ze wzgledu na krok czasowy. Przyjmujac macierze bezwladno-
$ci podane w (2.122) i (2.124), zsumowane w (2.128) oraz macierz sztywnosci wedlug
pierwszego ukladu z tab. 2.4, otrzymuje sie tréjkatne macierze wspdlczynnikéw (prawa

podmacierz, zwiazana z v;y1).

Elementy tréjkatne doskonale nadajq sie do zageszczania i rozrzedzania siatki weztow

w czasie. Mozna tez jednoczesnie modyfikowac krok czasowy (rys. 2.29). Préby wykorzy-

Rys. 2.29: Przyklad zageszczania siatki w czasie i w przestrzeni przy zastosowaniu ele-

mentow tréjkatnych.

stania tréjkatow do h-adaptacji zostana przedstawione w rozdziale 5.3.2.
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Tab. 2.4: Macierze sztywno$ci w réznych schematach.

‘ schemat ‘ macierz sztywnosci ‘

6b

N a2 3—3‘ 0 0
-3 0 0

6 1 9 92|-1 1

1
1 1|-2 2

6b

SO | mae | O 0‘3—3
0 0|-3

W rozdziale 2 sformutowano metode elementéw czasoprzestrzennych, postugujac sie
w opisie alternatywnie przemieszczeniami oraz predko$ciami przemieszczen. Sformulowa-
nie z wykorzystaniem przemieszczen, przy zastosowaniu stacjonarnej siatki weztéw, bylo
rozwijane w pracach Kaczkowskiego (unp. [100, 101, 102, 109]). Jak wykazali Kacprzyk i Le-
winski w pracy [99], oraz jak pokazano w niniejszej pracy w tablicy 2.2, podejscie takie daje
identyczne formuly jak metoda Newmarka z parametrem $=1/6. W tym kontekscie bada-
nia dotyczace stacjonarnego podzialu czasoprzestrzeni w opisie przemieszczeniowym, jako
nowos$¢, wniosly aspekty metodologiczne: sformulowanie réwnania czasopracy (cztero-
pracy) wirtualnej oraz interpretacje wielkosci fizycznych w czasoprzestrzeni, w odniesieniu
do mechaniki cial odksztatcalnych. Podstawowa wada tego podejscia jest znaczny koszt

numeryczny budowania macierzy sztywnosci (w czasoprzestrzennym rozumieniu) poszcze-
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gblnych elementéw. Koszt ten jest ok. 4 razy wiekszy niz w metodach klasycznych, z uwagi
na fakt, Ze wymiar macierzy w obu kierunkach byl 2 razy wiekszy. Trzeba tu jednak za-
znaczyC, ze wszystkie éwiartki macierzy czasoprzestrzennych sa w pewien sposéb ze soba
powiazane i wykorzystanie tych zwiazkéw umozliwia obnizenie kosztu ich tworzenia nawet
czterokrotnie. Jest to oczywiste wobec faktu, 7e stosowane tu podejscie czasoprzestrzenne

znajduje odpowiedniki w metodach klasycznych.

Znacznie dalej posunieto sie w niniejszej pracy oraz we wcze$niejszych publikacjach
autora. Przyjeto mianowicie, zZe czasoprzestrzen mozna dyskretyzowaé w sposob bardziej
réznorodny. Przy stalej siatce wezléw w dwdch kolejnych chwilach, warstwe czasoprze-
strzenna mozna wypelnia¢ nie tylko prostopadlo$cianami (obiektami typu multipleks), ale
takze czworoscianami (obiektami typu sympleks). Elementy typu sympleks z powodze-
niem zastosowano do analizy konstrukcji wielowymiarowych, takich jak plyty czy bryty
tréjwymiarowe. Dokladno$é obliczen byta poréwnywalna z dokladnoscia, uzyskana me-
todami klasycznymi. Koszt budowy poszczegdlnych elementow jest wprawdzie znaczny,
ale korzy$ci uzyskuje sie na etapie rozwiazywania ukladu réwnan algebraicznych. W roz-
dziale 3 pokazano, ze szybsze rozwiazanie wynikowego uktadu réwnan uzyskuje sie dzieki
tréjkatnej postaci macierzy wspolczynnikow, otrzymywanej na etapie jej budowania.

Bardziej interesujace wydaje sie by¢ zaproponowane po raz pierwszy przez autora
w pracach [16, 20, 24] sformulowanie metody elementéw czasoprzestrzennych, wyrazone
w predkosciach przemieszczen. Sposéb formulowania réwnan réwnowagi sit pokazano na
przyktadzie pojedynczego stopnia swobody. Wprawdzie funkcje predkosci wirtualnych
mozna dobieraé ze stosunkowo duza swoboda, to jednak ze wzgledéw praktycznych zdecy-
dowano sie na rozklad predko$ci w postaci piku Diraca, umieszczony w chwili ah. Przeba-
dano w tym przypadku nastepujace wlasnoéci rozwiazania: btad amplitudy, btad fazowy,
stabilno$¢, wlasnosci tlumiace przy dodaniu numerycznego tlumienia i zbieznoé¢. Poka-
zano, ze jesli funkcja wirtualna predkosci zawiera¢ bedzie wiecej niz jeden, odpowiednio
rozmieszczonych w przedziale [0, h] pikéw Diraca, to mozna uzyskaé¢ formuly wyzszego
rzedu calkowania réwnania rézniczkowego. Mozna tak dobraé funkcje wirtualna predko-
$ci, ze uzyska sie metody Rungego—Kutty.

Dalszym zamiarem bylo doprowadzenie do rozwiazywania ukladéw wielowymiarowych.
Charakterystyczna cecha wszystkich zadan jest zmieniajaca sie w czasie geometria oraz
wlasno$ci materialowe. Zmiana geometrii w kroku czasowym odzwierciedlana jest w ksztal-
cie elementu czasoprzestrzennego. Staje sie on trapezem, ktérego ukoéne boki obrazuja
ruch punktu materialnego. Siatka dyskretyzacji staje sie niestacjonarna. Zbadano taki

przypadek siatki i wykazano, ze najkorzystniej przedstawia sie rozwiazanie z parametrem
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a=1/2.

Zaleta sformulowania z wykorzystaniem predkosci jest tatwosé opisu zadan o wlasno-
$ciach materiatowych, zaleznych m.in. od predkoséci odksztalcen. Na przyktadzie duzych
deformacji lepkoplastycznych pokazano, ze z powodzeniem moga by¢ stosowane zaréwno
warianty jawne (o = 1) jak i niejawne (a < 1). W pierwszym przypadku przejscie z kroku
na krok jest bezposrednie i nie wymaga iteracji, a krok czasowy powinien by¢ maty aby za-
pewnic¢ dokladno$é. W drugim wariancie mozna wydluzy¢ krok catkowania, ale okupione
jest to konieczno$cia iteracyjnego dochodzenia do réwnowagi. Ten ostatni przypadek za-
stosowano do rozwiazania zlozonych zadan kontaktowych, w tym z kontaktem wewnetrz-
nym, miedzy fragmentami analizowanego ustroju. Obliczenia wykazaly szybka zbieznosé
procesu iteracyjnego.

Najatrakcyjniejsze w stosowaniu sa jednak elementy trojkatne. Pozwalaja one m.in.
zagesScic siatke podziatu zaréwno w czasie jak i w przestrzeni. Ma to podstawowe znacze-
nie przy modelowaniu zadai kontaktowych (p. 4.1.1 i 5.3.2). W niniejszej pracy po raz
pierwszy zaprezentowano elementy trdjkatne preta drgajacego osiowo, w opisie predko-
sciowym. Ich zasadnicza zaleta jest bezwarunkowa stabilnosc ze wzgledu na krok czasowy.
Takiej wlasno$ci nie udato sie uzyskaé przy opisie przemieszczeniowym. Trzeba tu podkre-
§li¢, ze elementy trojkatne opisane predkosciami, podobnie jak elementy trdjkatne opisane
przemieszczeniami, pozwalaja bezpoérednio zbudowaé tréjkatne macierze wspotczynnikow
(tab. 2.4, schemat nr 1). Jednak w takim przypadku traci sie bezwarunkowa stabilnosé

rozwiazania.



76

ROZDZIATL 2. SFORMULOWANIE METODY



Rozdzial 3

Wlasnosci elementow

symplektycznych

Formuly metody elementéw skonczonych prowadza do ukladéw réwnan algebraicznych.
Ich rozwiazanie stanowi duzy udzial w calo$ci procesu obliczeniowego. Liczba operacji
arytmetycznych znacznie wzrasta w zadaniach nieliniowych, wymagajacych wielokrotnego
rozwiazywania uktadu réwnan w kazdym kroku czasowym. Stosowane sa dwie grupy me-
tod rozwiazywania uktadéw réwnan: bezposrednie i iteracyjne. Pierwsze prowadza do
rozwiazania przy jednokrotnym zaangazowaniu macierzy wspotczynnikéw. Stosowany jest
tu badz rozklad macierzy na iloczyn dwéch macierzy tréjkatnych, badz bezposérednia trian-
gularyzacja macierzy. Wyznaczenie niewiadomych przy trdjkatnych postaciach macierzy
jest natychmiastowe. Wada tej grupy metod jest konieczno$é stosowania specjalnych al-
gorytmdw zmniejszajacych szeroko$é pasma macierzy. W przypadku zadan ptaskich, zdy-
skretyzowanych siatka o jednakowej liczbie weztéw w obu kierunkach, koszt rozwiazania
ukladu jest proporcjonalny do czwartej potegi liczby wezléw w jednym kierunku. 7 kolei
w przypadku kostki tréjwymiarowej, pokrytej réwnomiernie siatka w trzech kierunkach,
koszt ten wzrasta wraz z siodma potega liczby wezléw na jednej krawedzi. Efekty nieli-
niowe zadania i konieczno$é iteracyjnego, wolniejszego wraz ze wzrostem liczby wezlow,

dochodzenia do réwnowagi sil jeszcze bardziej wydtuza proces obliczeniowy.

Druga grupa, grupa metod iteracyjnych (np. Jacobiego, Gaussa-Jordana), rzadziej
stosowana w praktyce, pozwala na wlaczenie efektéw nieliniowych zadania do procesu
iteracyjnego rozwiazania ukltadu réwnan. W ten sposdb przyblizanie sie do rozwiazania
odbywa sie na bazie coraz to bardziej aktualnych macierzy elementéw. Proces ten mozna

prowadzi¢ bez konieczno$ci formowania macierzy globalnej (lub jej czesci). Jest to wéwczas

7
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Rys. 3.1: Przyklady elementéw o ksztaltach multiplekséow i symplekséw obiektéw jedno,

dwu i tréjwymiarowych.

procedura prowadzona ,element po elemencie”. Mimo tej niewatpliwie korzystnej cechy,
cato$¢ obliczen jest bardzo kosztowna i narazona na problemy zwiazane ze stabilno$cia
procesu.

Inna grupe metod iteracyjnych typu ,element po elemencie” prezentuja np. prace
[88, 116]. Koszt obliczeniowy jest jednak duzy i metody tego typu zaczynaja by¢ atrak-
cyjne dopiero przy odpowiednio duzych zadaniach. Niemniej jednak, jak wynika z analizy
przedstawionej w pracy [116], zbieznos¢ jest stosunkowo wolna i zalezy od uwarunkowa-
nia macierzy (a wiec od szerokosci pasma macierzy, ksztaltu i parametréw materialowych
elementéw). Stwierdzono duza wrazliwo$¢ na efekty nieliniowe. Wiekszy krok czasowy
w zadaniach nieliniowych pogarsza zbieznosc.

Powyizsze niedogodnosci, szczegdlnie trudne do przewidzenia tempo zbieznoéci metod
iteracyjnych sprawiaja, ze chetniej stosuje sie w praktyce metody bezposrednie.

Nowe mozliwoéci daje aproksymacja czasoprzestrzenna, przy zastosowaniu podobsza-

réw czasoprzestrzennych o ksztaltach symplekséw (rys. 3.1).

3.1 Wlasnosci podzialu czasoprzestrzeni

Odpowiednie wypelienie warstwy czasoprzestrzennej elementami symplektycznymi po-
zwala uzyskac tréjkatng macierz wspdlczynnikéw uktadu réwnan bezposrednio przy for-
mowaniu macierzy globalnej (rys. 3.2). Przy wytyczaniu podzialu na tréjkaty czasoprze-
strzenne nalezy kierowacl sie zasada, ze krawedzie ukos$ne nalezy prowadzi¢ od punktu

(z;,At) do punktu (z;,0), jesli ¢ < j. Podobnie postepuje sie w zadaniach o wyzsze]
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Rys. 3.2: Zapelnienie macierzy globalnej przy tréjkatnej siatce elementéw.

wymiarowos$ci przestrzennej. Przyklad wypelnienia objetosci warstwy czasoprzestrzennej
w zadaniu jednowymiarowym pokazano na rys. 3.3. W identycznu sposéb tworzy sie
warstwe elementéw czworo$ciennych w zadaniu dwuwymiarowym przestrzennie. Obra-
zuje to rys. 3.3. Rozwiazywanie ukladu réwnan o tréjkatnej macierzy wspdétczynnikéw
jest efektywne, gdyz mozna bezposrednio przystapi¢ do rozwiazywania ukladu réwnanie
po réwnaniu. Wlasno$cia takiej procedury jest przeplyw informacji w danej chwili tylko
w jednym kierunku: od réwnania pierwszego do ostatniego (lub odwrotnie, jesli mamy do
czynienia z macierza tréjkatna gérna). W procesie krokowym po czasie wyraza sie to w ten
sposéb, ze przeptyw informacji miedzy weztami siatki przestrzennej w jednym kierunku
ma predkos¢ ograniczong, w drugim za$ nie (rys. 3.4a). Obserwacje numeryczne wykazaly,
ze taka anizotropia czasoprzestrzenna nie ma istotnego wplywu na wyniki zadan dynamiki
konstrukeji. Zjawisko anizotropii mozna usunaé wprowadzajac specjalny podzial warstwy,

bez uprzywilejowania jakiegokolwiek kierunku (rys. 3.4b).

Mozliwo$¢ rozseparowania ukladu réwnan pozwala na podzial konstrukcji na podob-
szary i rozwiazywanie uktadu réwnan partiami. Cata konstrukcja, za wyjatkiem miejsc
sklejenia podobszaréw, moze by¢ modelowana elementami typu ,multipleks”. W miejscach

sklejenia umieszcza sie elementy typu ,sympleks” (rys. 3.5).
Elementy wyzszego rzedu, z weztami posrednimi zaréwno wzdluz osi x jak i ¢, rowniez
pozwalaja na skonstruowanie uktadu réwnan dajacego sie rozwiazaé ,wezly po weztach”.

Oznacza to, ze mozna wydzieli¢ grupy wezléw (rys. 3.6), ktére wchodza do obliczen kolejno.
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Rys. 3.3: Wypelnienie czasoprzestrzeni w zadaniu plaskim.

1F r

Rys. 3.4: Ograniczenie predkosci przeplywu informacji (@) oraz izotropowe wlasnosci cza-

soprzestrzeni (b).
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Rys. 3.5: Podzial obszaru konstrukeji na podobszary przy wykorzystaniu elementéw sym-

plektycznych.

W ten sposob uzyskuje sie wlasnosci podobne jak przy elementach prostych, pierwszego
rzedu, gdzie do obliczen bierze sie wezly pojedynczo.

Innego rodzaju podzial czasoprzestrzeni proponuje sie w pracach [103, 141]. Wezly
rozmieszczone sa na przemian w co drugiej warstwie czasowe]j (rys. 3.7). Zaleta takiego po-
dejécia jest wydluzenie kroku calkowania (chociaz stabilno$é¢ takiego schematu nie w pelni
zostala zbadana), izotropia a przede wszystkim rozseparowanie réwnan ukladu. Pozwala
to ograniczy¢ pewne procesy iteracyjne (np. przy nieliniowo$ciach materiatlowych) do po-
szczegdlnych wezldw, bez koniecznosci operowania calymi macierzami. Powazna wada jest
trudno$¢ w praktycznym stosowaniu takiego podziatu. Szczegdlne klopoty pojawiaja sie
juz przy wypelnianiu bardziej skomplikowanych obszaréw ptaskich. Przy brzegach i w na-

rozach obszaru trzeba budowac¢ tréjwymiarowe obiekty nietypowe dla calej reszty siatki.

3.1.1 Efektywno$¢ numeryczna

Efektywno$¢ numeryczna jest jedna z podstawowych cech, ktéra musi by¢ brana pod
uwage przy rozwiazywaniu zadan nieliniowych. Znalezienie rozwiazania w jednym kroku
obliczeniowym sktada sie z dwéch etapéw: budowy globalnej macierzy wspdlczynnikéw,
po uprzedniej modyfikacji geometrii i wlasnosci materialowych, oraz rozwiazania ukladu
réwnan algebraicznych. Na koszt obliczeniowy procesu catkowania réwnania ruchu istotny
wplyw ma postaé macierzy bezwladnosci oraz sposéb uwzglednienia tlumienia. Dia-
gonalna macierz bezwladno$ci oraz tlumienie numeryczne, wywotane przez kombinacje
macierzy sztywnosci i bezwladnosci, pozwalaja znacznie skréci¢ i uprosci¢ proces obli-
czeniowy. Uzycie jawnych schematow catkowania po czasie powoduje rozprzezenie réw-

nan ukladu ze wzgledu na wektor niewiadomych. Jednak w niektérych przypadkach wy-
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Rys. 3.6: Budowa i rozwiazywanie ukladu réwnan w przypadku elementéw czasoprze-

strzennych wyzszego rzedu.

maga sie uwzglednienia konsystentnych macierzy mas i tlumienia. W takich przypadkach
konieczno$é rozwiazania pelnego ukladu réwnan podnosi istotnie koszt.

Najprostsza ocena jakoSci algorytmu jest oszacowanie liczby operacji arytmetycznych
koniecznych do przeprowadzenia w jednym kroku obliczeniowym. Mozna przyjac, ze udziat
operacji mnozenia M w ogdlnej liczbie operacji arytmetycznych jest stalty. W metodzie
elementéw czasoprzestrzennych liczba mnozen potrzebnych do rozwiazania utworzonego
ukladu réwnan (bez fazy wyznaczania wspéleczynnikéw tego ukladu) zalezy od wielkosci

pamieci operacyjnej uzytej do gromadzenia wspdlczynnikéw. Wynosi ona
M =2sN(c+1) (3.1)
jesli angazuje sie 3,5sN(c+ 1) + 1,5 sN komdérek pamieci, oraz
M =3sN(c+1) , (3.2)

jesli angazuje sie 1,5sN(c¢+ 1) + 1,5 sN komdérek pamieci. Przez komdrke pamieci ro-

zumie sie tu porcje pamieci przechowujaca liczbe rzeczywista. Przez ¢ oznaczono liczbe
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Rys. 3.7: Naprzemianlegle rozmieszczenie wezléw elementow.

wezldéw sasiadujacych z pojedynczym wezlem siatki, N jest calkowita liczba stopni swo-
body a s jest wezlowa liczba stopni swobody.

Poréwnanie pelnego kosztu obliczeniowego jednego kroku metody elementéw czaso-
przestrzennych i metody elementéw skonczonych polaczonej z metoda réznic centralnych
wymaga poczynienia pewnych zatozen. W metodzie elementéw skonczonych i réznic cen-

tralnych przyjeto:

e budowanie macierzy wspotczynnikéw na kazdym kroku obliczeniowym,

e symetrie macierzy elementow i macierzy globalnej,

e regularny brzeg pasma macierzy globalnej (uzupeliony zerami),

e konsystentna macierz bezwladnosci,

e pomijalne tlumienie,

e optymalna numeracje wezléw w celu zwezenia szerokosci pasma macierzy,

e wykonywanie mnozen przez zera,

o plaskie zadanie sprezystosci jako zadanie modelowe do oszacowania.
Poréwnanie kosztu obliczen przedstawiono na rys. 3.8. W celu pordwnania opisanych wyzej
oszacowan (3.1) i (3.2) mozna przytoczy¢ dane literaturowe [132]. Metoda Newmarka
wymaga M = Nb?/2n + N(4b+ 3) operacji mnozenia na 1 krok obliczeniowy (n — liczba
krokéw obliczeniowych, b — szeroko$é pélpasma macierzy). Z kolei metoda Trujillo [132,
162] przy przechowywaniu macierzy w formie pélpasma wymaga M = N(4b+ 6) operacji

a przy przechowywaniu macierzy w formie blokowej M = 2sN(e¢+ 1)+ 10 N. Zestawienie

kosztu obliczeniowego poszczegdlnych metod podano w tablicy 3.1. Nalezy zwrdci¢ uwage,
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Rys. 3.8: Poréwnanie kosztu obliczeniowego metody elementéw skonczonych i réznic cen-

tralnych z metoda elementéw czasoprzestrzennych.

ze szeroko$é pélpasma macierzy b jest zwykle proporcjonalna do N'/2 w zadaniach plaskich
i do N'/3 w zadaniach tréjwymiarowych. W poréwnaniu pominieto cala grupe metod
wykorzystujacych diagonalne macierze bezwtadnosci i ttumienia. Daja one rozseparowane

réwnania i koszt rozwiagzania zadan jest wowczas niski.

Uwagi.

e Koszt obliczeniowy M. E. Cz. ro$nie liniowo wraz z liczba weztéw siatki.
e Liczba operacji w M. E. Cz. nie zalezy od sposobu numeracji wezléw (topologii

siatki).

e W metodach klasycznych szerokos$¢ polpasma b ro$nie wraz ze wzrostem wielkosci
zadania. Liczba operacji arytmetycznych przypadajacych na jeden krok obliczeniowy

jest wéwcezas proporcjonalna do bN = N3,

e Oszacowania sa zgrubne i moga zmienia¢ sie znacznie w przypadku réznych konkret-

nych zadan.

3.2 Oszacowanie dokladnosci

Pod wzgledem ekonomicznym symplektyczne formy elementéw czasoprzestrzennych sa nie-
watpliwie atrakcyjne. Pozostaje wiec pytanie, czy wyniki liczbowe sa dostatecznie do-

ktadne. Przeciez wynik otrzymywany w przypadku pojedynczego wezla budowany jest
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Tab. 3.1: Koszt obliczeniowy poszczegdlnych metod numerycznych.

metoda liczba mnozen

N NN

m. Gaussa (symetria macierzy)

6 4 T 12
m. Gaussa (symetria macierzy, pasmowosc) %bQN
M. E. Cz. (wieksza pamie¢ operacyjna) 2sN(c+1)

M. E. Cz. (mniejsza pamie¢ operacyjna) 3sN(c+1)

m. Newmarka [132] 4bN + 3N
m. Trujillo (z pélpasmem) [132] 4bN + 6N
m. Trujillo (zapis blokowy) [132] 26N + 10N

na podstawie mniejszej liczby informacji (parametréw okreslanych w chwilach poprzed-
nich), jak to wida¢ np. na rys. 3.4. W celu poréwnania mozna przytoczy¢ prace [132],
gdzie podano wplyw przeplywu informacji w schemacie obliczeniowym Trujillo [162] na

rozwigzanie.

W literaturze dos¢ doktadnie zajmowano sie strung lub pretem drgajacym osiowo, jako
modelowym typem konstrukcji do testéw. Wyniki, zgodnie z oczekiwaniami, sa zazwyczaj
w takich przypadkach znacznie lepsze niz w pdZniejszych zastosowaniach praktycznych do
belek czy ptyt. Okazuje sie wtedy, ze istotna role zaczynaja odgrywaé zwiazki definiujace
odksztalcenia, a wiec i sposéb okreslania energii ustroju, ktéra jest minimalizowana.

Ponizej podano kilka przyktadéw, pokazujacych wplyw modelu elementu czasoprze-
strzennego na wlasnoéci rozwiazania. Pierwszym z nich jest belka modelowana elemen-
tami czasoprzestrzennymi o ksztalcie tréjkatow. Przyjeto oddzielnie liniowa interpolacje
ugiecia oraz obrotu (np. [30]). Rozseparowanie przemieszczen prowadzi do znanego w sta-
tyce efektu przesztywniania (ang. locking). Uwidacznia sie to w wartosciach ugiecia, na
ktére istotny wplyw ma $cinanie przekroju poprzecznego. Rys. 3.9 pokazuje wlasnie
wplyw dlugosci elementu skoficzonego do wysokosci przekroju poprzecznego. Drobniejsza
dyskretyzacja na przyklad, co jest dos¢ oczywiste, poprawia wyniki.

Drugim przyktadem jest plyta wspornikowa éredniej grubosci obciazona réwnomiernie

wzdtuz wolnego brzegu. Roéwniez tu przyjeto liniowa interpolacje niezaleznie przemiesz-
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Rys. 3.9: Zaleino$¢ ugiecia belki wspornikowej w od stosunku dlugosci elementu b do

wysokosci przekroju poprzecznego H.

czen poprzecznych i obrotéw. [30]. Przyjeto obciazenie stale w czasie. Polozenie réw-
nowagi poréwnano z ugieciami statycznymi otrzymanymi przez innych autoréw. Wyniki
zestawiono w tablicy 3.2. Siatka zlozona z niewielu elementéw skonczonych daje uktady
przesztywnione. Czestosci drgan sa nieco zawyzone a ugiecia zanizone. Wynika to nie
tylko z przesztywnienia, ale w pewnym stopniu réwniez z trudniejszego obciazenia w spo-
s6b ciagly brzegu w siatce o niewielu weztach, kiedy to do wspélpracy w siatce sympleksow
wezly wlaczaja sie stopniowo.

Okazuje sie, ze doktadno$é uzyskiwanych w tym przypadku wynikéw zalezna jest bar-
dziej od modelu elementu skoniczonego niz od sposobu catkowania réwnania rézniczkowego

W czasie.

3.3 Ruch dyskretnego ukladu mas po strunie

Klasyczne dyskretne metody modelowania zadan dynamicznych, polegajace na catkowaniu
réwnania rézniczkowego ruchu, maja wlasnos$é przekazywania informacji miedzy wezlami
siatki dyskretnej z nieskonczenie duza predkoscia. Wlasno$¢ ta nie odbija sie na wynikach,
jesli rozpatruje sie zadania dotyczace drgan ustalonych lub przypadkdéw, gdy czas obser-
wacji zjawiska jest dlugi w poréwnaniu z okresem drgan. Postepowanie matematyczne
polega na wstepnej dyskretyzacji przestrzennej obiektu jedna ze znanych metod dyskret-
nych i sprowadzeniu problemu do macierzowego réwnania rézniczkowego ruchu a nastepnie
na zastosowaniu schematu jego catkowania. Otrzymuje sie w ten sposéb krokowy proces
obliczeniowy o pelnych (zwykle pasmowych i symetrycznych) macierzach w uzyskiwanych

ostatecznie uktadach algebraicznych réwnan liniowych. Ten ostatni fakt powoduje, ze
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Tab. 3.2: Zestawienie wynikéw obliczen zadan testowych plyty.
siatka podziatu | liczba wezléw | ugiecie w | okres T’ gﬁg \/ﬁ
2x1 6 318, 109, | 0,564 4,84
4%2 15 537, 133, | 0,953 | 3,97
8 x4 45 720, 157, 1,277 3,37
Inne wartosci poréwnawcze™:
— metoda Ritza 3,47
— do$wiadczenia 3,42
— dos$wiadczenia Plunketta 3,50
— elementy skonczone (analiza modalna)
— 2 X 1 (4 elementy tréjkatne) 3,39
— 4 X 2 (16 elementéw tréjkatnych) 3,44

*0.C. Zienkiewicz, Metoda elementow skornczonych, Arkady, Warszawa 1972

jakiekolwiek zaburzenie w dowolnym punkcie przestrzennym chwili ¢; wywoluje zmiane
wszystkich elementéw wektora rozwiazania w chwili ¢,44. Tak dzialaja stosowane naj-
czescie] metody: rdéznic centralnych, Newmarka, Wilsona itp. Préby obserwacji zjawisk
falowych, w ktorych istotne jest czolo fali i zjawiska zachodzace w tej strefie sa wow-
czas zwykle klopotliwe. Fala fizyczna w procesie symulacji bedzie zawsze poprzedzana
przez fale zaburzen.

Druga trudnos$c¢ dotyczy odbié fal od fizycznych brzegéw analizowanego numerycznie
obszaru, w przypadku kiedy analiza odnosi sie do obiektu o nieskonczonych brzegach.
Koniecznosc taka pojawia sie przy rozpatrywaniu przypadkdw obciazenia szybko porusza-
jacego sie po nieskoriczonych obszarach (tor kolejowy, pdlprzestrzen sprezysta). Stosowane
niekiedy w celu unikniecia odbic lepkie ttumiki wraz z nieskoniczonymi elementami daja
poprawne rezultaty jedynie w przypadku szczegdlnie prostych zadan i kiedy daje sie prze-
widzie¢ ksztalt odbijanej fali.

W tych tez szczegdlnych przypadkach wygodna wydaje sie byé metoda elementéw
czasoprzestrzennych. Pozwala wykorzysta¢ wlasnosé skonczonej predkosci rozprzestrze-
niania sie informacji miedzy weztami siatki dyskretnej. Trzeba zaznaczyc, ze odnosi sie
to do jednego uprzywilejowanego kierunku. W kierunku przeciwnym predkosé pozostaje

nieskoniczona (rys. 3.4a). Stosujac odpowiedni ksztalt siatki czasoprzestrzennej mozna



88 ROZDZIAL 3. WEASNOSCI ELEMENTOW SYMPLEKTYCZNYCH

v
A ml B
F oA ky ks F
|€ b |0
T T

Rys. 3.10: Schemat zadania.

<7 N—— 22—z

v
-

il

Rys. 3.11: Uktady zlozone o wielu punktach kontaktu.

uzyska¢ jednakowa ograniczona predko$¢ w obu kierunkach (rys. 3.4b).

Powyizsza cecha daje sie wykorzystac przy badaniu problemu statecznos$ci ruchu uktadu
pantografowego poruszajacego sie z duza predkoscia wzdluz struny. Poprzez sprzezenie

masowe amplitudy drgan w pewnych zakresach predkosci moga rosnac nieskonczenie.

Stateczno$¢ ruchu wzglednego uktadu mas sprezyscie opartych na podlozu i uktadu
ciaglego stanowiacego to podloze poruszano w wielu pracach. Rozpatrywano je zwykle
w sposéb analityczny [40, 44]. W takim przypadku uwzglednienie dodatkowych para-
metréow jak np. tlumienie albo przyjecie dowolnych wartoSci mas i sztywnosci staje sie
ktopotliwe. Pokazane ponizej rozwiazanie numeryczne, aczkolwiek nie pozwala uzyskaé
rozwiazan zamknietych, ulatwia analize nawet skomplikowanych ukladéw dyskretnych,
poruszajacych sie po osrodku ciaglym. Szczegétowo omoéwiony zostanie uktad pokazany
na rys. 3.10. Identycznie traktowac¢ mozna przypadki bardziej ztozone, jak np. pokazane
na rys. 3.11. Jesli wykorzysta sie elementy tréjkatne i przyjmie ukoséne ich boki zgod-
nie z kierunkiem ruchu obciazenia, to obszar wplywu zaburzen powodowanych przez to

obciazenie da sie ograniczy¢ do strefy polozonej w bezposérednim sasiedztwie punktu przy-
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Rys. 3.12: Poruszajaca sie sita i ograniczone zaangazowanie weztéw siatki w rozwiazaniu.

lozenia sily (rys. 3.12). Wyseparowanie odpowiedniego podukladu elementéw pozwala
na powiazanie ukladu odniesienia z poruszajacym sie obciazeniem. W ten sposéb dopro-
wadzi¢ mozna tatwo do zadania stacjonarnego, o ile w ukladzie fizycznym stacjonarnosé

zachodzi.

3.3.1 Sformulowanie réwnowagi uktadu

Rozpatrujemy réwnanie ruchu struny

n2 n2
Fé_u:pAau

Masa m o bezwladnoéci obrotowej Iy, z dwoma stopniami swobody ¢ i ¢, porusza sie

po strunie z predkoscia v. Jej ruch wzgledem punktéw kontaktu C'i D z podlozem opisuje

réwnanie
ki 0 =k 0 g4 0000 G4
0 k 0 —k B m|[0 0 0 0 iP
’ ? qc +— ?C + (3.4)
—kl 0 ]Cl 0 q 4 00 1 1 q
0 —k’g 0 k‘g qD 00 1 1 'q'D
00 0 0 G4 0
+Io 00 0 0 @ | _Jo
loo 1 -1 @ [ 1o
00 —1 1 i 0

lub w skrdcie
Kq+Mg+Rg=0 . (3.5)
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Warunki kontaktu w punktach C'i D maja posta¢ nastepujaca:
_ C _ D
u(l —ot, 1) = ¢~ (1), w(ll—vt+b,1)=¢q (1) . (3.6)

Wariacja funkeji przemieszczen struny oznaczona jest przez éa(x,t) a wariacja przemiesz-
czen dyskretnego ukladu masowego przez 6q. Réwnanie prac wirtualnych ma wobec tego

postac:

N aQU 32u T - "
/Qéu FW—pAa? d2 +46q" (Kgq+Mq+Rq)=0. (3.7)

Réwnanie (3.7) jest calkowane w przedziale czasowym [tq,1,]:

t 2 2 t
/p/m Pt a2 det-l—/péqT(Kq-l—Mij-l—R&i)dt:O. (3.8)
ta Q 8%2 dtz ta

W ten sposéb otrzymujemy bilans pracy wirtualnej w przedziale czasu (czaso—prace).
Réwnanie (3.8) jest calkowane przez czesci wzgledem z i t. Przemieszczenia @ i q na

kraficach przedzialu ¢, <t <, przyjmowane sa jako znane [11]. Wobec tego

du(z,t,) =0, du(z,t,)=0 (3.9)

3.3.2 Macierze czasoprzestrzenne poruszajacej sie masy

Funkcja interpolujaca przemieszczenia wirtualne modyfikowana jest przez dodanie wyrazu
trzeciego stopnia [99]

. 1
Nf = i(l—l—rn)—l—an (7'3—7'> , (3.11)
gdzie a jest parametrem, ktéry wplywa na wlasnosSci rozwiazania numerycznego. Przy a >
1,25 otrzymuje sie macierze dajace bezwarunkowo stabilny schemat catkowania réwnania
ruchu.
Woéwcezas mozna wyznaczyé macierze sztywnosci i bezwladnosci

,CM:[E%—OA%)K (%-I—a%)K (3.12)

M__l M -M
et ] o
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[ ro-R

RY = h|-R R

(3.14)

Ostatecznie zsumowanie K%* = KM 4+ MM L RM daje w wyniku czasoprzestrzenna macierz

sztywno$ci masy.

3.3.3 Czasoprzestrzenna dyskretyzacja struny

Stosujemy liniowa interpolacje przemieszczen u w obszarze elementu tréjkatnego:
3
w(z,t)=ax+bt+c = ZNZ-u(mi,ti) . (3.15)

=1

Mozemy zapisaé elementy macierzy wspélczynnikow w sposéb jawny [30]:

ON; ON,
ON; ON,
S _ _ ¢ _—J <
M e "5 dv (3.17)

lub wyznaczy¢ je w sposéb jawny, catkujac w obszarze tréjkatnym V. Ostateczna macierz

wspélezynnikéw otrzymywana jest przez proste dodanie K5 = K5 4+ M5,

3.3.4 Separacja podukladu elementéw czasoprzestrzennych

W rozdziale 3 pokazano, ze wlasnoscia tréjkatnej siatki elementéw czasoprzestrzennych
jest ograniczenie predko$ci przekazywania informacji miedzy weztami siatki. Predkosc ta
jest réwna stosunkowi dlugosci elementu czasoprzestrzennego do wielkosci kroku czaso-
wego. Stad tez jakiekolwiek zaburzenie fizyczne moze sie rozprzestrzeniaé w kierunku
ukos$nych bokéw tréjkatéw takze z predkoécia ograniczona. Fakt ten postuzy do wydzie-
lenia z nieograniczenie wielkiej siatki jedynie poduktadu wezléw wraz z wpisanymi wen
elementami, do ktérych ogranicza sie zasieg zaburzenia (rys. 3.13). Przy nastepujacych
danych: m =1, I = 0,001, F =1, A =1, p =1, oraz przy przy zwiekszajacej sie liczbie
elementéw w obrebie punktéw kontaktu uzyskano obszary stabilnosci pokazane na rys.

3.14. Wprowadzenie tlumienia nieznacznie tylko zmienia obraz (rys. 3.15).
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Rys. 3.13: Poduklad elementéow czasoprzestrzennych z wspdéldziatajacym uktadem dys-

kretnym.

W rozdziale 3 skupiono sie na wlasnosciach elementéw czasoprzestrzennych typu sym-
pleks. Te grupe elementéw i jej zastosowanie w analizie dynamicznej konstrukeji po raz
pierwszy przedstawiono w pracy autora [30]. W niniejsze] pracy w szerszym zakresie
przedstawiono wlasnosci symplekséw oraz przyklady ich zastosowan.

Podstawowa zaleta wynika z topologii siatki, ktéra wypetnia czasoprzestrzenna war-
stwe. Podczas budowy globalnej macierzy sztywnosci czasoprzestrzennej uzyskuje sie bez-
posrednio tréjkatne macierze wspotczynnikéw ukltadu réwnan. W zaleznoSci od numeracji
wezléw sa to macierze tréjkatne dolne (rys. 3.2) lub tréjkatne gorne (jesli na rys. 3.2
odwréci sie kolejnos¢ numeracji w kazdej z chwil). Bez wzgledu na sposéb numerowa-
nia weztéw, wynikowy uklad réwnan algebraicznych jest ukladem dajacym sie rozwiazaé
Swezel po wezle”. Dotyczy to ogdlnej n—wymiarowej konstrukcji. Uzyskuje sie ukierun-
kowane rozseparowanie zmiennych. Polega ono na tym, zZe do obliczen bierze sie kolejno
pojedyncze wezly, ale w $ciSle okreslonej kolejnosci. W ten sam sposéb mozna rozse-
parowac takze grupy wezléw (rys. 3.5). Koszt numeryczny rozwiazania ukladu réwnan
spada znaczaco. Jest on zalezny liniowo od liczby stopni swobody ustroju (tab. 3.1).
Tak korzystnego rezultatu nie uzyskuje sie Zadna inna metoda z konsystentnymi macie-
rzami bezwladnoséci i ttumienia. W metodach klasycznych wykorzystujacych macierze

konsystentne liczba operacji arytmetycznych, niezbedna do rozwiazania uktadu réwnan,
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Rys. 3.14: Obszary stabilnosci przy zwiekszajacej sie liczbie elementéw w obrebie punktéw

kontaktu.
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Rys. 3.15: Obszary stabilnosci przy 6 elementach miedzy punktami kontaktu — przypadek

bez tlumienia oraz z tlumieniem 0,2.

jest dodatkowo proporcjonalna do szeroko$ci pasma macierzy. Mimo Ze budowa macierzy
charakterystycznych elementéw czasoprzestrzennych przewyisza kosztem budowe macie-
rzy w metodach klasycznych, to sumaryczny koszt rozwiazania, w przypadku wiekszych
zadan, jest korzystny dla prezentowanego w niniejszej pracy podejscia.

Podstawowa wada elementéw typu sympleks jest warunkowa stabilno$¢ rozwiazan ze
wzgledu na krok czasowy. W duzych zadaniach, o drobnej siatce podziatu, moze to byé
powaznym mankamentem wydtuzajacym obliczenia. W zwiazku z tym opisane w roz-
dziale 3 techniki zaleca sie stosowaé w zadaniach o duzych nieliniowoéciach, kiedy krok
obliczeniowy, ze wzgledu na wlasnosci fizyczne zadania, i tak musi by¢ krétki.

Druga wlasnoscia wynikajaca z topologii siatki jest przeplyw informacji z ograniczona
w jednym kierunku predkoscia (rys. 3.4). W praktyce przynosi to taki efekt, ze przylo-
zone w danym kroku obciazenie zewnetrzne wywiera w nastepnym kroku wplyw jedynie
na cze$¢ weztéw siatki. Propagacja informacji jest pewnego rodzaju fala, nie zwiazana
jednak z uktadem fizycznym, a z uktadem numerycznym. Przy okreSlonym doborze siatki
fale te moga sie pokry¢. Inne metody dyskretne rozwiazywania zadan dynamiki, o pel-
nych macierzach wspélezynnikéw, maja te ceche, ze impuls przylozony w dowolnym wezle
siatki daje w nastepnym kroku rézny od zera wynik w calej siatce przestrzennej. Uzycie
elementéw symplektycznych, przy uzyciu ktérych to niefizyczne zjawisko czesciowo sie eli-
minuje, poprawia wlasnosci rozwiazan numerycznych. Wykorzystano to z powodzeniem
do badania uktadéw jednowymiarowych, obciazonych przesuwajaca sie sita lub ukladem
masowym. W takim przypadku mozna wydzieli¢ z nieskoniczonego uktadu elementéw pe-
wien niewielki fragment, do ktdérego to tylko ogranicza sie wplyw przesuwajacej sie sily.
Fragment taki o kilku lub kilkudziesieciu najwyzej stopniach swobody (rys. 3.13) mozna

badaé¢ pod wzgledem stabilnosci ruchu, bez potrzeby odwolywania sie do nieskoniczonej
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struktury. Jako zadanie praktyczne przyjeto uktad pantografowy, o dwéch punktach kon-
taktu, jadacy wzdluz struny z predkos$cia przekraczajaca predko$¢ rozchodzenia sie fali
w strunie. Otrzymane wyniki potwierdzily badania Bogacza [39, 40, 44], w ktérych wy-
kazano istnienie nieskonczenie wielu przedzialéw niestabilnosci. Obliczenia numeryczne
z wykorzystaniem tréjkatnych elementéw struny uwidocznity takie przedzialy. Ich liczba
zwieksza sie wraz z zageszczaniem dyskretyzacji odcinka struny miedzy punktami kontaktu
z uktadem masowym. W takim przypadku uktad dyskretny, pod katem fizycznej zdolnosci

przenoszenia pelnego spektrum czestosci, coraz bardziej upodabnia sie do uktady ciagtego.
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Rozdzial 4

Warunki kontaktu

Analiza zagadnien kontaktowych doczekata sie bogatej literatury, poczawszy od sformuto-
wan matematycznych [114, 131, 130, 105, 160, 60, 161, 78], poprzez metody obliczeniowe
[3, 59, 91, 151, 17, 137, 50, 49, 32, 24, 37, 152, 123, 57], do konkretnych zastosowan
[154, 135, 45, 126, 35, 18, 53, 92].

Spréobujemy w skrécie sklasyfikowac podstawowe metody obliczeniowe, stosowane w ana-

lizie kontaktu ciat i podac ich najbardziej charakterystyczne cechy.

o Metody wiezéw geometrycznych.

— Metoda jawna rzutowania.
Metoda jest latwa w zastosowaniu, lecz nie gwarantuje zachowania masy w pro-

cesie deformacji. Nie sa znane bezposrednio sity kontaktu.

Na koniec kroku czasowego punkt Py, ktéry przeniknat brzeg ciata S5 jest rzuto-
wany na cialo S; w punkcie @ i uzyskuje status kontaktu (rys. 4.1). Predkos¢
normalna ustalana jest jako réwna zero. Predko$é styczna pozostaje nie zmie-
niona. Kontrolowany jest znak sil wezlowych. Nalezy stosowaé¢ maly krok

czasowy w celu uzyskania wymaganej doktadnosci.

— Metoda niejawna rzutowania.
Metoda zachowuje mase ciata. Sity kontaktu nie sa bezpoérednio znane. Po-
zostawanie punktu w strefie kontaktu okresla znak sily normalnej. Metoda
ta moze by¢ udoskonalona poprzez wprowadzenie zmodyfikowanych ograniczen
na jednostronne wiezy geometryczne [24]. Wéwczas upodabnia sie do metody

funkcji kary przy wiezach geometrycznych w sformutowaniu predkosciowym.

97
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cialo S

cialo So

Rys. 4.1: Przyblizone modelowanie oddzialywania cial przy przyblizonej konfiguracji

w przedziale czasowym procesu deformacji.

W kroku czasowym sprawdzany jest jednakowy status punktu kontaktu i punk-
tow swobodnego brzegu. Punkt P; przenikajacy brzeg ciala Sy w konfiguracji
przyblizonej rzutowany jest na ciatlo S5 na punkt nalezacy do odcinka P;@
(rys. 4.1). Odcinek ten wynika z warunku kontaktu cial Sy i S i jest ustalany
w sposéb przyblizony w chwili 5. Punkt P; uzyskuje status kontaktu. Pred-
ko$¢é normalna na koncu kroku ustalana jest jako réwna zero. Predkosc styczna
moze zmienia¢ sie dowolnie. Mozna wyznaczy¢é nowe przyblizenie geometrii
w chwili koncowej przedziatlu czasu 1;. Znak sily normalnej pozwala okreslic
punkt jako swobodny lub bedacy w kontakcie. Krok czasowy moze by¢ dtuzszy

niz w wariancie jawnym metody.

e Metody funkcji kary.

Sita normalna kontaktu wyraza sie wartoscia
Fr, = Cup, H(—upy)

gdzie H(-) jest funkcja Heaviside’a, a ( = 1/x z mala wartoScia s jest wspélczynni-

kiem kary.

Warunki kontaktu Bu > -, B — macierz kinematyki warunkéw brzegowych, v —
wektor poczatkowych szczelin, spelnione sa w sposéb przyblizony. Dodawany jest
fikcyjny czlon energetyczny (czlon funkcji kary) 7(u) = 7(u)+&[(Bu—v)T (Bu—v)],

T = %uTKu — ul'f, gdzie k jest parametrem funkcji kary. Interpretacja fizyczna

k moze by¢ sztywnosc fikcyjnej sprezynki pomiedzy dwoma punktami kontaktu.
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Ostatecznie otrzymuje sie (K + kBTB)u = f + xB~.

Dobér parametru x omawiany jest np. w pracach [68, 69]. Za optymalna podano
warto$¢ [169] K = ki/v/ne, gdzie ¢ — dokladno$é¢ maszyny cyfrowej (przy ktdrej
14 > ¢), n —liczba niewiadomych, ky — najmniejsza sztywno$c elementéw bedacych

w kontakcie.

— Funkcja kary natozona na przemieszczenia normalne w sformutowaniu prze-
mieszczeniowym [154].
Metody te stosuje sie do opiséw przyrostowych, przy maltych przyrostach od-

ksztalcen.

— Funkcja kary natozona na predkosci normalne w sformutowaniu predkosciowym.
Znajduje zastosowanie w sytuacji, kiedy punkt utrzymuje sie w kontakcie w wy-

niku numerycznej niestabilnosci, podczas zmiany statusu wezla.

— Funkcja kary nalozona na przemieszczenia normalne w sformutowaniu predko-
Sciowym.
Przemieszczen normalnych uzywa sie jedynie do okreslenia statusu kontaktu.
Oblicza sie je calkujac predkosc. Metoda nazywana jest dualna metoda miekkiej
penetracji (ang. dual soft way method) z uwagi na fizyczna analogie zachowa-
nia sie ciala, z mozliwo$cia maltej penetracji, proporcjonalnej do sity normalnej,
skierowanej w kierunku przeciwnym. Metoda jest wygodna pod warunkiem, ze

czton zawierajacy sily kontaktu nie dominuje w funkcjonale energetycznym.
e Metody mieszane [3, 59, 91].

— Metoda mnoznikéw Lagrange’a [89, 55].

Jest ona sformutowana jako zadanie minimalizacji:
L(v,F;) < L(v,F,) < L(v*,F,) ,

gdzie
L(v,F,) =®(v)+ (F,,v).

(F,,v) jest forma liniowa, ®(v) jest wypuklym funkcjonalem pola predkosci,
F,, jest mnoznikiem Lagrange’a, bedacym w praktyce sita normalna.

Realizujac metode mnoznikéw Lagrange’a w formie dyskretnej postepuje sie
nastepujaco. Warunki kontaktu Bu > + dodaje sie do zdyskretyzowanej po-
staci energii potencjalnej 7(u, A) = 7(u) + A(Bu — v), gdzie A jest wektorem
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mnoznikéw Lagrange’a. Ostatecznie otrzymuje sie uktad réwnan

so U

o rozbudowanej macierzy wspélczynnikéw w stosunku do liczby stopni swo-
body zadania. Jest on Zle uwarunkowany. Nieodpowiednia kolejno$¢ niewia-
domych w podmacierzy macierzy wspolczynnikéw moze prowadzi¢ do osobli-
wosci. 7 tego wzgledu utrudnione jest stosowanie tego podejScia do zadan
3-wymiarowych. Zbieznos¢ metody jest zwykle staba. 7 tego wzgledu sto-
suje sie metody powiekszonego lagrangianu (ang. augmented Lagrangian), kt6-

rych zbieznosc jest zdecydowanie lepsza.

— Metoda powiekszonego lagrangianu.
Metode formutuje sie poprzez dodanie do lagrangianu dodatkowego cztonu.
Ostatecznie jest

Le(v,Fp) = L(v,F,) + gHun —d|?.

W trakcie realizacji dodanie do energii potencjalnej cztonu —iATA regula-
ryzuje wynikowy uktad réwnan metody mnoznikéw Lagrange’a. Zerowa pod-
macierz zastepowana jest macierza diagonalna —%I. Nie usuwa to wprawdzie
trudno$ci zwiazanych z osobliwoécia podmacierzy w ukladzie réwnan, ale ula-
twia jego rozwiazanie. Warunki kontaktu spelnione sa w sposdb przyblizony.
Woéwczas u spelnia zmodyfikowany warunek Bu —~ — %A = 0. W trakcie itera-
cyjnego rozwiazywania rozszerzonego ukladu réwnan zmienia sie liczba aktyw-
nych ograniczen. Trudno$é ta mozna usunaé wprowadzajac warunki kontaktu
przy wszystkich wezlach mogacych znalez¢ sie w kontakcie.

Metoda powiekszonego lagrangianu wraz z algorytmem Uzawa [67] prowadzi
do iteracyjnego schematu rozwiazania dwéch odrebnych zadan: zadania opi-
sanego predkosciami z klasycznym rozmiarem macierzy oraz zadania kontak-
towego zawierajacego sily, z predkosciami jako parametrem. Przyblizone sity
normalne daja nowe pole predkosci, a nastepnie wyznaczane jest kolejne przy-
blizenie sit. W pracy [3] proponuje sie wykorzystanie uogdlnionej metody
Newtona—Raphsona. W innych pracach iteracyjne rozwiazywanie zadania kon-
taktowego potaczone jest z iteracyjna metoda Gaussa—Seidela rozwiazywania

wynikowego ukltadu réwnan (np. [123]).

W dalszej czesci rozdziatu przedstawiony zostanie warunek kontaktu Signoriniego od-

niesiony do warstwy czasowe]j [tg, t1]. Do modelowania warunkéw kontaktu zastosowana zo-
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stanie zmienna w czasie siatka przestrzenna. Wprowadzenie dodatkowych weztéw w czasie
(lokalnie gestszy podzial w czasie) pozwala zbudowaé wygodniejszy schemat obliczeniowy
zadania kontaktowego. Nieokreslonosci powstale przy obliczaniu przemieszczenii poprzez
catkowanie predkosci (nieciaglych w chwili kontaktu) mozna usunac stosujac technike ha-
mowania ruchu w kroku poprzedzajacym kontakt. Wymienione podejscia wykorzystano
do symulacji numerycznej kontaktu tocznego w uktadzie kolo—szyna. Pokazano w tym
zadaniu proces oscylacji sily kontaktu i powstajace w efekcie nieréwnomierne zuzycie
powierzchni. W przypadku cial o maltej sztywnosci uwzgledniono duze przemieszczenia
i obroty. Przeprowadzono obliczenia drgan sprezystej obreczy usztywnionej ciegnami przy

odbiciu od sztywnego podloza.

4.1 Dynamiczne warunki kontaktu

Wprowadzmy ruch ciata odniesienia. éx bedzie przemieszczeniem PP (rys. 4.2):

1
0x = / vt (4.1)
to

u, =6x-n—d. (4.2)

Szczelina d oznaczana przez QK na rys. 4.2 jest wyznaczana przez
d=(PPy— PQ)-n. (4.3)

F jest sita kontaktu, zlozona z sil normalnych do powierzchni kontaktu i sit stycznych,
zgodnych z prawem tarcia:

F=F,+F,, (4.4)

gdzie:
F, = F - n jest sila normalna, F, = F, - n,
Fr =F — F,, jest sila styczna. Przyjete oznaczenia podano na rys. 4.1.

Nalezy tu podkresli¢, ze warunki kontaktu opisane sg przemieszczeniami normalnymi.
Jesli uzywa sie sformulowan predkosciowych, poprawne ujecie warunku kontaktu (wa-
runku niepenetrowania) uzyskuje sie przy wykorzystaniu do wyznaczenia przemieszczenia
zwiazku (4.1).

Przyjmijmy, ze cialo S; bedzie cialem odniesienia. Normalna zewnetrzna sily n;; (rze-

czywista badZ zalozona) wyznaczana jest w punkcie kontaktu z innym cialem, przy czym
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cialo odksztalcalne

cialo odniesienia

Rys. 4.2: Konfiguracja przed procesem deformacji oraz przesuniecie punktu P.

punkt ten moze by¢ rzeczywistym punktem kontaktu, badz wstepnie przyjetym. W szcze-
gblnosci moze dojs¢ do kontaktu miedzy dwoma obszarami tego samego ciata. Plaszczyzna
styczna w punkcie kontaktu pozwala wyznaczy¢ dwie pozostale osie uktadu odniesienia.
Indeksami 7 i j oznaczal bedziemy numer ciata. n bedzie kierunkiem normalnym, a T
stycznym.

Wzgledne przemieszczenie normalne punktu ciala 5; wzgledem ciala S; wynosi
Up;; = WiN45 (4'5)

gdzie
1
u;;(t) = uz‘j(to)+/ vy dt. (4.6)
to

v;; jest wzgledna predkoscia punktow ciala S; w ukladzie odniesienia zwiazanym z cialem

S; i ma skladowe normalna v, ; i styczna vr,;:
Vij = Vny, + VTij- (47)
Sila normalna skierowana od ciala S; do ciala 5; okreslana jest nastepujaco:
Fnji = Fji n;;, (4.8)

za$ styczna sita kontaktu:
Fr,, =Fji — Fomj. (4.9)

Ogdlnie warunki tarcia opisane sa przez warunki dyssypacji

Fr-vr <0 . (4.10)
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Prawo tarcia okresla wyrazenie
Fr =H(v) (4.11)
gdzie H(v) jest funkcjonalem historii predkosci, spelniajacym takie same warunki co réw-
nania reologiczne. Prawo tarcia jako prawo powierzchniowe winno uwzglednia¢ wlasnosci
ciala z wypelniajacym je oérodkiem ciagltym. Przykladem prawa tarcia moze by¢:
e prawo tarcia Coulomba — ([131], rys. 4.3), jesli [Fr| < f|*2H(u,)|, to v7 = 0
i Pr=H(un,vr) = —f]*=H(uy)|sgn(vr).

AT,

Rys. 4.3: Wykres (vr, Fr) prawa tarcia Coulomba.

p=0 ‘ \

Rys. 4.4: Wykres (vr, Fr) prawa tarcia lepkiego: Fr,, = —a|or, [P or;,.

A\
Fr

= —uk, —= 4.12
J lu“ Nay ”VTUH ( )

e prawo tarcia lepkiego (Nortona—Hoffa) (rys. 4.4)

Fr, = —alvy, [P~ v, (4.13)
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o zregularyzowane prawo Nortona—Hoffa
p—1
Fr, = —a (|lvr, | + lvr, ) vr,, (4.14)

gdzie vq jest pewnym malym wektorem, a [|vg|| pewna mala liczba dodatnia. P jest

liczba z przedziatu [0, 1].

Przypadkiem granicznym tarcia lepkiego przy p = 0 jest tarcie Tresci. Przy p = 0

i @ zaleznym od sil normalnych utrzymuje sie prawo tarcia Coulomba.
Prawo tarcia mozna w zwiazku z powyzszym zapisa¢ ogdlnie jako

Fr, = H(vr,). (4.15)

J

Warunki kontaktu Signoriniego spelnione sa w chwilach g i ¢, jesli

Unij - do S 0 ,
<0, (4.16)
Foji (uny; —do) =0,

gdzie dy jest odlegloscia pomiedzy ¢1 5. Mozna wiec okredlic moc sity normalnej w dowolnej

chwili ¢ na kroku czasowym jako réwna zero:

Fry; Vny, = 0. (4.17)

L)

Woéwezas praca w przedziale czasu [{g, t1] bedzie réwna zero:
tq
F,; vp,, dt = 0. (4.18)
to
Powyiszy zwiazek wyraza dualno$c¢ sity normalnej i normalnej predkosci wzglednej. 7 tego
tez wzgledu pole wirtualnych predkosci nalezy dobiera¢ w sposéb zgodny z warunkami
kontaktu.
Mozemy wykonaé catkowanie (4.18) przez czesci:

[Py (g — do)]z - /: % (ttny, — do) dt =0. (4.19)

Po uwzglednieniu warunkéw Signoriniego (4.16) otrzymamy

o dF,..
ij B _
/to by (ttni, = do) dt = 0. (4.20)
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e te bt

Rys. 4.5: Predkos$¢ wzgledna normalna w przedziale czasu [tg, 11].

4.1.1 Predkos¢ w strefie kontaktu

Predko$¢ punktu materialnego wchodzacego w kontakt z innym ciatem jest funkcja niecia-
gla (rys. 4.5). Istotne sa dwa punkty charakterystyczne procesu kontaktowego: osiagniecie
kontaktu ¢, (punkt ten jest wlasnie punktem nieciaglo$ci) oraz oderwanie sie ¢¢ (ten punkt
nieciaglo$ci ma mniejsze znaczenie). Najczesciej dlugosé przedzialu czasu At = 1 — 1
jest mala na tyle, ze punkty ¢. i {y nie zawieraja sie w nim jednoczesnie.

Konsekwencja rozwazan prowadzonych w p. 4.1, a zwlaszcza postulatu doboru pola
predkosci wirtualnych zgodnie z warunkami kontaktu, jest taki dobor dyskretyzacji cza-
soprzestrzennej, ktéry pozwala wyodrebni¢ w sposéb naturalny punkty ¢, i Zy. Konieczne
jest zatem zageszczenie podziatu w czasie w strefie kontaktu poprzez wprowadzenie dodat-

kowych weztéw o wspélrzednych wlasnie ¢, i ¢f (rys. 4.6). Efektem wspomnianej niecia-

llt

| :

Rys. 4.6: Drgania osiowe preta — rozwd]j siatki czasoprzestrzennej w strefie kontaktu.

gloéci predkosci sa trudnosci z wyznaczaniem polozenia punktu w sposéb konsekwentny,
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tj. z pola predkosci, np. wedlug zwiazku
1 = T + [(1 - ﬁ)’vo + ﬁvl] h ) 0 S ﬁ S 1. (421)

Poniewaz z1 okreSlane jest przez geometrie cial, a v; winno by¢ réwne zeru przy {., wobec

tego (4.21) moze by¢ spelnione tylko w sposéb przyblizony.

Przedstawione ponizej prayktadowe zadania rozwiazano przyjmujac zageszczona w cza-
sie siatke elementéw. W pierwszym sprezysty pret o dlugosci =1, module Younga F=1
i gestosci masy p=1 uderza w sztywna przeszkode z predkoscia v=1. Podzialu przestrzen-
nego dokonano na dwa elementy. W strefie kontaktu czworokatny element czasoprze-
strzenny zastapiono para elementéw: trapezowym i tréjkatnym. Wezel posredni przypa-
dal na chwile wejscia swobodnego kornica preta w kontakt lub utraty kontaktu. Rys. 4.7

przedstawia przemieszczenia obu koncéw preta w czasie. Drugie zadanie modelowano iden-

%

Rys. 4.7: Zderzenie sprezystego preta ze sztywna przeszkoda.

tyczna jak poprzednio siatka elementéw, przy czym jeden z koncéw preta zamocowano.
Drugiemu swobodnemu koficowi nadano predko$¢ poczatkowa v=1 i ustawiono w odle-
glosci d=0,1 od niego sztywna przeszkode. Linia pogrubiona pokazuje przemieszczenia
w czasie swobodnego koiica preta, linia cienka za$ punktu w srodku dtugosci preta.
Widoczna na rys. 4.5 nieciagtoé¢ predkosci w strefie kontaktu mozna usunaé. Jedno-
czesnie konsekwentna stanie sie wéwczas zaleznos$¢ przemieszczei od predkosci (jak np.
(4.21)). W tym celu zwiazki wynikajace z warunkéw kontaktu narzucié¢ trzeba na roz-

wiazanie w chwili poprzedzajace] penetracje ciala, tj. juz w chwili {g, jedli penetracja
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Rys. 4.8: Przemieszczenie punktéw preta bez kontaktu z przeszkoda (lewy rysunek) i z

uwzglednieniem kontaktu (prawy rysunek).

nastepuje w chwili ¢;. NaloZone ograniczenia maja za zadanie wyhamowac punkt ma-
terialny do takiej predkosci vy, aby w nastepnym kroku czasowym mdc spetni¢ warunek

v1 = 01 21 = Zgont (rys. 4.9). W najprostszym przypadku, ilustrowanym na rys. 4.9,

t N—
t, oty to t

Rys. 4.9: Hamowanie punktu w strefie kontaktu: linia ciagta — ruch swobodny, linia

przerywana — ruch po uwzglednieniu ograniczen.

predkos$¢ w chwili ¢y powinna mieé¢ wartosé

vo = mkom&h— r_1 _ (1 _ ﬂ) o1, (4-22)

polozenie za$
2o = (1 - B)z—1 + Barons + (1 — B)*hv_;. (4.23)

Wtedy w chwili {1 predko$¢ vy przyjmie warto$c 0, a z1 wartosS¢ Zpons.
Trzeba tu zwrdci¢ uwage, ze hamowanie przed kontaktem jest procesem odbierania

energii. Mozna tego dokonaé¢ dwojako: narzucajac warunek predkosci na okreslony wezel,
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albo przyktadajac do tego wezta odpowiednio dobrang sile hamujaca. Oba podejscia sa
rownowazne, gdyz wartos$¢ sily réwna jest wartoSci reakcji przy narzuconym warunku na
predkosc. Sita hamujaca (reakcja) dziala na kroku At. W efekcie wezel uderza w prze-
szkode z predkoscia nieco mniejsza i sztywna przeszkoda zwraca w zwiazku z tym mniej
pedu po odbiciu. Odebrany ped trzeba zwrdci¢ w pierzszym kroku, w ktérym wezel po-
rusza sie swobodnie po oswobodzeniu sie z kontaktu.

Ponizszy przyktad ilustruje omoéwione podejécie. Pret sprezysty o dlugosci L=1, da-
nych materialowych E=1, p=1, porusza sie z predkoscia, v=1. W odleglosci d=0,5 uderza
w sztywna przeszkode. Dokonano podzialu przestrzennego na 8 elementéw. Parametr o

przyjeto réwny 0,8, uzyskujac bezwarunkowa stabilno$¢ procedury. 7 rys. 4.10 widac, ze

0.5 — Y 1.0

0.4 / — h:O:l \

0.3 / .......... h=04 ‘\ __ _ZZ | |}\ e
o/ ¥ TR VAN AW
7.

0.0
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 0 . 3 4 S

Rys. 4.10: Schemat zadania oraz przemieszczenia i predkosci w czasie punktu czolowego

A przy wybranych wartosciach kroku czasowego h=0,01, 0,1 i 0,4.

predko$é po odbiciu preta pozostaje réwna 1. Widaé to zwlaszcza, jesli obserwacje prowa-
dzi sie przez dluzszy okres czasu. Linia ciagla, odpowiadajaca krokowi h=0,4 uwidacznia
miejsca hamowania i zwrotu pedu. Widaé to tez, cho¢ nieco mniej wyraznie, przy h=0,1.
Predkosc konca preta po odbiciu zaburzona jest drganiami pasozytniczymi. Wprowadzenie
niewielkiego tlumienia moze poprawi¢ obraz odpowiedzi uktadu. Warunkiem jest jednak
wzglednie drobna dyskretyzacja (rys. 4.11). Przy gestym podziale drgania pasozytnicze
maja wysoka czestos$é i daja sie tatwiej ttumié. Widaé, ze dopiero podzial na 20 lub 40
elementéw daje wlasciwa postaé wynikdw.

Algorytm obliczeniowy jest prosty i mozna go zbudowaé sprawdzajac kazdorazowo
kilka warunkéw. W zaleznoSci od sytuacji obliczenia kontynuuje sie, powtarza sie bie-
zacy krok lub powraca i powtarza krok poprzedni. Schemat obliczen pokazuje tabela 4.1.
Metode przedstawiona w tabeli 4.1 wykorzystano do rozwiazania zadania kontaktowego

odksztalcalnego kola toczacego sie po sztywnym podtozu.
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Rys. 4.11: Predkosc konica preta po odbiciu przy réznej gestoéci podzialu przestrzennego,
bez tlumienia (7 = 0) oraz z malym tlumieniem (v = 0,2) (e = 0,75, A = 0,02).

4.1.2 Zagadnienie kontaktu tocznego — przyklad

Jednym ze zjawisk towarzyszacych oddzialywaniu walca i pasma (kola i szyny) jest po-
falowanie powierzchni pasma, ktére przy wielokrotnym walcowaniu na zimno (jak np.
walcowanie blachy) moze mie¢ tendencje do wzrostu amplitudy nieréwnosci. Zjawisko to

jest réwniez obserwowane w eksploatacji szyn i k6l kolejowych (rys. 4.12). Nieréwnosci te

Rys. 4.12: Poligonizacja kola kolejowego.

powstaja po kilku latach przecietnej eksploatacji i wystepowaé moga zaréwno na gléwce
szyny, jak i na powierzchni kél pojazdéw (rys. 1.1). Obserwowana jest tez duza szkodli-
wos¢ hatasu [70].

Zjawisko to jest od dawna obserwowane, ale dotychczas nie jest w pelni wyjasnione.

Istniejace hipotezy [117, 157] nie sa zadawalajace, gdyz nie obejmuja wiekszosci warunkéw
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Tab. 4.1: Schemat obliczeniowy zadania kontaktowego z hamowaniem i zwracaniem pedu.
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poczatkowo:

indeks=0, krok z;

modutl obliczeniowy:
Avi_1 +BV;+s; = F;;

jesli indeks=0 i nie ma penetracji, to

ti=t1+ 1, — 2°

jesli indeks=0 i zachodzi penetracja, to
zadana predko$é¢ © = (wkont — @i—2)/h — (1 = B) v;—2,

indeks=1, i :=¢— 1, — 2°;

jesli indeks=1, to
obliczyé reakeje i zapamietaé R,

v=0, indeks=2, — 2°;

jesli indeks=2 i zachodzi $ciskanie w kontakcie (odpowiedni zwrot sil kontaktu),
to

v=0,1:=1+1, — 2%

jesli indeks=2 i zachodzi odrywanie w kontakcie, to

indeks=0, sila zewnetrzna F:=F+R, — 2°.

generacji korugacji, a tylko niektére z nich.

Dotychczasowe badania numeryczne zagadnienia kontaktu toczonego z wykorzysta-

niem metody elementéw skonczonych ograniczaty sie do analizy quasistatystycznego pro-

cesu toczenia walca po sprezysto—plastycznym pasmie [126, 84, 45] lub symulacji nume-

rycznej krotkotrwalych proceséw niestacjonarnych [41]. M.E.S. wykorzystywano na ogdot

do okreslenia czestosci wlasnych podukladéw [127, 117, 43] poszukujac zwiazku pomiedzy

dlugoscia fali nieréwnosci i predkoscia wzglednego ruchu. Poszukuje sie tez rozwiazan

z wykorzystaniem modeli zuzycia, pokazujacych poglebianie poczatkowo matych nieréw-

nosci szyn po wielokrotnych przejazdach wézka [118, 80].

Do pelnego zbadania zjawiska wymagane jest uwzglednienie m.in. teorii plastycznodci,

teorii drgan, tarcia i zuzycia. Ze wzgledu na zlozony model dynamiczny pojazdéw czy

urzadzen walcowniczych niemozliwe jest zbadanie analityczne zagadnienia.
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Rozwazajac zagadnienie toczenia sie odksztalcalnego walca (kola) analize numerycznej
ograniczono do przesledzenia efektéw wywolanych zjawiskami dynamicznymi kontaktu.
Do obliczen przyjeto kolo o promieniu R=10 cm, grubosci 1 cm, wykonane ze stali
(E=2,05-10"1 N/m?%, v=0,3, p=7,83 g/cm?). Kolo toczy sie po sztywnym podlozu z pred-
koscia katowa w. Rozpatrywane predkosci liniowe miescily sie w przedziale 90-180 km /h.
Przyjeto materiat sprezysty, w plaskim stanie naprezenia. Obszar podzielono na 864 ele-

menty tréjkatne z 469 wezlami (rys. 4.13). Aby uniknac¢ wielokrotnych obrotéw macierzy,

10 | | bl

10 - | | g
-10 -5 0 5 10

Rys. 4.13: Siatka podzialu przestrzennego przyjeta do obliczen.

zwiazanych z obrotem struktury i tym samym akumulacji bledéw zaokraglen przyjeto,
ze kolo pozostaje nieruchome, a obraca sie wokdt niego sztywne pobloze. Nadano przy
tym kolu wszystkie obciazenia wynikajace z ruchu wirowego. W poczatkowej fazie koto
obracajac sie osiada tagodnie na podlozu. Splaszczenie powodowane przez podloze osiaga
warto$¢ ostateczna d=0,1 cm (rys. 4.14). Aby usuna¢ wplyw warunkéw poczatkowych
oraz zmniejszy¢ efekt odbicia fal i interferencji przyjeto stosunkowo duze tlumienie nume-
ryczne. Warto$¢ parametru v (2.74) wyniosla w obliczeniach 0,2 i dala w efekcie tlumienie
o dekremencie logarytmicznym A = 0,03. W praktyce w tym przypadku drgania zgodne
7 pierwsza forma wlasna i okresie T' &~ 80 us wyttumily sie w 95% juz po 1/4 obrotu kola.
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Rys. 4.14: Schemat zadania.
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Rys. 4.15: Reakcja kontaktu w czasie przy predkosci w=0,3-1072 rad/s.

Wyniki obliczen wykazaly, 7Ze sita w strefie kontaktu jest zmienna, mimo jednostaj-
nego toczenia sie kota i znacznego ttumienia. Przebieg pierwszych pieciu obrotéw przy
predkosci w=0,3-1072 rad/s przedstawia rys. 4.15. Wycinek wykresu dokladniej pokazano
na rys. 4.16. Aby przesledzi¢ rozklad naprezen w materiale w kolejnych fazach obrotu
zsumowano drugi niezmiennik naprezen J, 7z wszystkich krokéw jednego pelnego obrotu
(rys. 4.17). Rysunek nie ma interpretacji przestrzennej. Obrazuje jednak periodyczny roz-
ktad ewentualnego zuzycia powierzchni kota podczas eksploatacji. Liczba oscylacji reakcji
zmniejsza sie wraz ze wzrostem predkosci. Zaobserwowano to np. w pracach [135, 114]
w przypadku kola gumowego. Mozna wykonaé przyblizony wykres zaleznoéci liczby cykli

przypadajacej na jeden pelny obrét od predkosci katowej w (rys. 4.18).
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Rys. 4.16: Fragment wykresu reakcji kontaktu w czasie.

1000.
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Rys. 4.17: Drugi niezmiennik naprezenia .J, podczas pelnego obrotu przy predkosci
w=0,30-10"3 rad/s [MPal].
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Rys. 4.18: Zaleznos$¢ liczby cykli reakcji n i jej maksymalnej wartoSci R od predkosci
katowej w.

Aby przedstawi¢ zmiane rozkladu predkosci w kolejnych etapach toczenia, zamiesz-
czono rys. 4.20. Strefa kontaktu rozpoSciera sie w dolnej czedci kota i przesuwa sie prze-
ciwnie do ruchu wskazéwek zegara (przechodzi z godziny 6 na 5). Material obraca sie
wzgledem osi kola raz w lewo, raz w prawo. Wzbudzenia ruchu za$ doznaje w stre-
fie kontaktu. Jednocze$nie wartosci sil kontaktu roéna wraz ze wzrostem czestosci w.
W celu dokonania poréwnania przedstawiono wykres J; wykonany przy predkosci wiekszej,
w=0,52-10"2 rad/s (rys. 4.19). Obserwuje sie spadek liczby karbéw przy jednoczesnym
wzroécie wartoSci napezen. W przedstawionym rozwiazaniu, przy przyjetej wielkoéci naci-
sku statycznego i predkosciach obrotu, przekroczona zostaje granica plastycznosci. Uktad
rzeczywisty w praktyce nalezaloby przeprojektowac.

Obserwacje prowadzono do czasu pelnego obrotu kota. Jedli liczba karbéw przypa-
dajaca na jeden obrét nie jest liczba calkowita (tzn. nastepuja przesuniecia fazowe przy
kazdym kolejuym obrocie), to zaburzony zostaje wykres w okolicy dolnego punktu obwodu

kota, od ktérego zaczyna sie i na ktérym korniczy sie obserwacje.
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1600.

550.

Rys. 4.19: Drugi niezmiennik naprezenia J; podczas pelnego obrotu przy predkosci
w=0,52-10"2 rad/s [MPal].
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Rys. 4.20: Rozklad predkosci w kolejnych etapach.
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4.2 Duze przemieszczenia

W poprzednich punktach wykazano, ze formuly predko$ciowe, mimo pewnych wad, moga
okazal sie uzyteczne w modelowaniu zjawisk kontaktowych. W punkcie 4.1.1 zwrécono
uwage, na sformulowanie wyrazone predkosciami, kiedy to na predkosci nakladane sa wa-
runki brzegowe. Ma ono wade nieciaglosci pola predkosci w chwili kontaktu. Zaleta formut
predkosciowych jest fakt, ze ulatwiaja one uwzglednienie bardziej zlozonych reologicznie
zwiazkéw konstytutywnych. Nie ma wiec jednoznacznej oceny przydatnosci wybranego
sformutowania. Tym bardziej jest ona trudna, im bardziej zlozony jest problem.

Ponizej przedstawimy sposéb uwzglednienia duzych obrotéw materialu w opisie pred-
koSciowym oraz podamy przyrostowy opis przy duzych odksztatceniach. Okazuje sie, ze
uwzglednienie tego typu zjawisk réwniez nie przedstawia trudnosci. Przyjeto, ze przypa-
dajace na krok czasowy wielkosci przyrostéw odksztalcenn nie sa tak duze, by znaczaco

pogorszy¢ zbieznosé i dokladnos$é rozwiazania [79, 153].

4.2.1 Duze obroty

Oznaczmy przez dx wektor wyznaczony w chwili {5. Wektor d'x w chwili ¢ dany jest

jako wynik transfomacji stycznej
d'x =, Fdx . (4.24)

Rézniczkowanie (4.24) wzgledem ¢ prowadzi w rezultacie do zwiazku

dx

o = (‘W +'D)d"x , (4.25)

gdzie czton "W'dx okreéla ruch sztywny

'W = % (gradv — (grad V)T> , (4.26)
a czlon ‘D'dx dotyczy czystego odksztalcenia

D= % (gradv + (grad V)T) . (4.27)

Po rozkladzie
iOF :io R iOY (4.28)
zwiazek pomiedzy iOR i "W mozna okresli¢ w nastepujacy sposéb:
&R
dt

(gOR)_l — 'W=0. (4.29)
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Po scatkowaniu (4.29) otrzymuje sie macierz obrotu w przedziale [{g, ]
R =T Wltt) (4.30)

ktora moze byé rozwinieta w szereg z dwoma czlonami

(t — t0)2 t
2
Zwiazek konstytutywny w przypadku materiatu hyposprezystego opisany jest przez zwia-

LR =T (1= 10)"W + W2 - ... (4.31)

zek
djo

dt
d]O'

I jest pochodng czasowa we wspolobrotowym uktadzie wspdlrzednych, a D jest tenso-

—ED . (4.32)

rem predkosci obrotu. Tensor odksztatcenia w chwili ¢ opisuje zaleznosé

¢
o =0+ EDd:¢ . (4.33)

to
Po wprowadzeniu dyskretyzacji czasoprzestrzennej wektora predkosci w uktadzie odniesie-
nia w konfiguracji ¢; (przy przyjetym liniowym rozkladzie) ma on postac
-1 h
o = (£0R> <00+(1—a2)§ED0> I:GOR)

gdzie a = (t; —ty)/h, h = t; —ty. Odksztalcenie okreslone przez (4.34) mozna wprowadzic

r h
] -|—a2§ED : (4.34)

do réwnania pracy wirtualnej.

Dalsze przyktadowe rozwazania poprowadzimy rozwijajac element ramownicy plaskie;j.

4.2.2 Element ramownicy plaskie]

Rozpatrujemy prosty element ramownicy plaskiej (rys. 4.21). Przyjmujemy liniowa inter-

WM o A2
19;/\ %/ N
U1 u2
| I —d J—
[ — b -]

Rys. 4.21: Przemieszczenia elementu ramownicy plaskie;j.

polacje przemieszczen u, w, V:
u = Nyuy + Nougy
w = Niwq + Now, (4.35)
¥ = Ny 4+ Nty
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gdzie Ny = %(1 - &), Ny = %(1 + &), —1 < ¢ < 1. Macierz funkcji interpolujacych ma
postac
Ny Ny
N = M N . (4.36)
N, N,

Wektor predkoéci odksztalcen zawiera predkosci odksztatcenia osiowego é,, sredniego kata

§cinania 3 oraz krzywizny &

éx Z 0 0 i
e=4¢ 3 =] 0 21 w ¢ =Dyq. (4.37)
. a p
Odpowiedni wektor naprezen ma postac
P, EFA 0 0
o=49Q p=| 0 % 1 |e=Ee. (4.38)
M 0 0 FEI

Obrotu elementu o kat ¢, a wraz z tym macierzy funkcji ksztattu dokonuje sie przez

przemnozenie odpowiednich wyrazen przez macierze obrotu T.
N*=NT, (4.39)

gdzie
cosep sing 0

—sing cosp 0 (0)
0 0 1
T = . (4.40)
cosep sing 0
(0) —sing cosp 0

0 0 1

Poniewaz polozenie elementu w przestrzeni jest rézne w kazdej chwili (rys. 4.22), wobec
tego macierze funkcji ksztaltu elementu czasoprzestrzennego otrzymujemy w nastepujacej
formie:

N’ = [NT(¢a) Ha; NT(pp) Hy] (4.41)
H, i H, sa funkcjami interpolujacymi, ktérych najprostsza, liniowa postaé jest nastepu-

jaca:
1 1
H, = 5(1 -7), H,= 5(1 + 7). (4.42)
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Rys. 4.22: Element ramownicy w chwili ¢; i ¢;41.

©q 1 ¢p sa katami nachylenia osi preta w chwilach ¢y i g + Af. Dystrybucja przemieszczen

wirtualnych moze by¢ opisana funkcjami wyzszego rzedu, typu

flazl(l—r)—a(r?’—r)7 flp:

5 (1+7)+a (7'3 — T) . (4.43)

1
2
Iteracyjny, niejawny schemat obliczen przedstawia rysunek 4.23.

Przyktadowe obliczenia wykonano rozwazajac okrag ztozony z 2x32 elementéw, spa-
dajacy pionowo z predkoScia v na nieskonczenie sztywna, nieruchoma powierzchnie. Przy-
jeto nastepujace wartoéci liczbowe: E = 0,004, A = 4,0, 1 = 0,333, p = 1,0, K = 1,2,
v =0,1, At = 25, v = 0,0015 (w jednostkach: cm, g, us). Wyniki podano na rysunku
4.24. Zdeformowany okrag pokazano w odstepach czasu 200 At. W drugim przykladzie
do sprezystego okregu dodano sztywny pierScien wewnetrzny i szprychy—ciegna, o duzej
sztywnoS$ci, pracujace jedynie przy rozciaganiu. Kolejne fazy odbicia pokazuje rys. 4.25

(naniesiono tylko szprychy aktywne w danym momencie).

4.3 Procedura przyrostowa

Rozpatrzmy warstwe czasowa t; < ¢ < {; + At. Réwnanie pracy wirtualnej mozna zapisac

w nastepujacej postaci:

[ (Su(t) be1 + pin (1) bue) aVe, = R(1) (144)
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chwila ¢,

iter:=iter+1

iter=1 l

l iter>1

121

geometria przyblizona

(xvy)|ti+1 = (xvy)hi + qz At

geometria doktadna

(x7y)|fi+1 = ($73/)|ti + %(qz + éli+1) At

macierze struktury A;, B;, C;, Dy,
w funkcji geometrii (z,y)|s, 1 (z,y)

|ti+1

sily zewnetrzne

— dla iter>1: F* = F

— dla iter=1: F = —-R, F*=F

wektor prawych stron

F:=F-C,_1q;-1 — (Di—1 + Aj)q;

warunki brzegowe:

B, — B, F — F*

Biqi1 = F

rozwiazanie ukladu réwnan

obliczenie reakcji R

kg 13

Ry = —F, + BY ¢V

test zbieznosci q;41

Rys. 4.23: Schemat obliczen w przypadku duzych przemieszczen.
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Rys. 4.24: Odbicie sprezystego okregu.

OGO

0.0025 s 0.0050 s 0.0075 s 0.0100 s
0.0125 s 0.0150 s 0.0175 s 0.0200 s

Rys. 4.25: Odbicie kota z ciegnami.
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S, (t) — II tensor Pioli-Kirchhoffa w chwili ¢ odniesiony do konfiguracji ¢;,

ey, (t) — temsor odksztalcen Greena—Lagrange’a,
pt; — gestod¢ masy w chwili ¢;,
R(t) -~ praca wirtualna sil zewnetrznych

= [ fPosuavi+ [ 13@suds. .
"]t St

fB(t) i f5(t) sa sktadnikami zewnetrznie przylozonych sit objetoiciowych i powierzch-
niowych, okreslanych w chwili ¢. Réwnanie (4.44) jest calkowane w przedziale czasu

[t;, t; + At]. Przyjmuje sie takze dekompozycje przyrostowa

S,(1) = Sy(t;)+AS =714 +AS
en(t) = Ae (4.45)
u,(t) = uy(t;)+ Au

oraz prawo konstytucyjne

AS = C;. Ae . (4.46)

Po wykorzystaniu (4.45) i (4.46) réwnanie (4.44) przybiera postaé

titAt ti+ At
/ / T¢;6(Ae)dVy di + AS§(Ae)dVy, dt +
t; Vi,

t; Vi,

ti+At t+At
/ / pe;y(t;) 6(Au)dVy,dt + / pr;Au d(Au)dV,,dt = (4.47)
t; Vi,

ti+ At
- / R(1)dt .
1

[

titAt ., moze by¢ zastapiona w zapisie przez calke po obszarze czaso-
Vi, y ap p p ep

Calka podwdjna [
przestrzennym Q; = {x,t:x € V;, t; <t < t; + At}. Przyrost odksztalcenia Ae dzielony

jest na cze$c liniowa, Ae i nieliniowa An
Ae = Ae+ Any . (4.48)

Po uwzglednieniu (4.46) i (4.48) oraz po zaniedbaniu czlonéw malych wyzszego rzedu

mozna scatkowac (4.47) przez czesci
/ 70.6(Ae)d; +/ Cy.Ae 6(Ae)dQ; —/ pe ity (1)8( A)d€;
Q; Q;

7

/ptiAﬁé(Aﬁ)in:Qi—/ 0, 6(An)d; | (4.49)
2;

[
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Rys. 4.26: Nieprostokatny element czasoprzestrzenny (obiekt jednowymiarowy).

Wektor przemieszczen weztéw czasoprzestrzennej warstwy ¢ oznaczymy przez q'. faczy on

w sobie przemieszczenia w chwilach ograniczajacych warstwe ¢ z gory i z dolu (rys. 4.26):

qi:{qa}:{qi } (4.50)
q” qi+1

Warstwe czasoprzestrzenna dyskretyzuje si¢ elementami czasoprzestrzennymi €2 tak, ze

wypelniaja one cala warstwe ¢
Q;, = U Qc; vj,ke[l,NE]er N Qek =0 . (4.51)

Przemieszczenia wewnatrz elementu sa interpolowane z przemieszczen wezlowych

u = N(x,1) q = N(x, 1) { @ } . (4.52)

qp

Woéwczas odksztalcenia i naprezenia wyrazone sa przez dziatanie operatoréw rézniczko-

wych: D(z) — liniowego i Dy — nieliniowego:
e = Du, S = Ee, e =Dnu . (4.53)

W efekcie réwnanie sil dziatajacych na warstwe czasoprzestrzenna ¢ sprowadza sie do

postaci:

T .
/(DN)TEDNdQH—/ (DNN)TTDNNdQZ-—/ <8—N) p N
Qi Qi Q; \ Ot ot

; T
:F—/(DN)T?dQ,-+ / <0—N> p N0l ¢ (450)

in] Aq =
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Mozna to zapisa¢ krécej nastepujaco:
(K% + Kiyp + M) Aq' = AF - (Fiy + M'q’ - F') (4.55)

gdzie:

K: / (PN)TCDN de;
Q;

i / (DyN)T+DNN dQ; (4.56)
Q;

ONNT oN
‘fgi (W) P gy 4

Fy = /(’DN)T?—in.

k3

2
h
I

<
I

Nalezy podkresli¢, ze wektor obciazen F w (4.54) zawiera skladowe impulséw, o wymiarze

[Ns]. Stad macierze sztywnosci K7, i Kz maja wymiar [Ns/m], a macierze mas wymiar
[kg/s].
4.3.1 Algorytm krokowy

Krokowy algorytm rozwiazywania réwnania (4.55) mozna zapisa¢ nastepujaco:
Ci_1Aqi—1 + (Di_1 + A;)Aq; + B;Aq;y; = AF; + F, - FF — FM | (4.57)

Indeks ¢ oznacza numer kroku czasowego, Aq; jest wektorem przyrostéw przemieszczen
w chwili ¢;. FX akumuluje sily wewnetrzne, a FM — przyrosty sit weztowych spowodowa-

nych bezwladnoscia i tltumieniem. Wektory te opisano ponizej:

7

FF = [Ch,Aqu 2+ (DI, + AKX )Aq, 1 + BE | Ag,] | (4.58)
n=1

Ff\/[ = Z [CnM—QAqn—2 + (Dy—z + AnM—l)Aqn—l + BnM—lAqTL] . (4.59)
n=1

Macierze A, B, C i D sa odpowiednimi ¢wiartkami macierzy globalnej, odniesionymi do
odpowiednich warstw czasoprzestrzennych (np. rys. 3.2). Rysunek 4.27 przedstawia
warstwe czasowa ¢ ograniczona przez chwile i ¢4 1, oraz wielkosci okreslone badz w war-
stwie czasowej, badZz w punktach czasu. Schemat rozwiazania zadania w jednym kroku
czasowym odbywa sie jednoetapowo, to jest bez iteracyjnego doprowadzania do catkowi-

tej réwnowagi sit na koncu kroku czasowego (rys. 4.28). Dopuszczono takie podejscie,
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chwila t warstwa

Qi By 1HT

1 (A, By, ., Aqin)

qi, K 1

Rys. 4.27: Schemat warstwy czasowej i wyznaczane w jej obrebie wielkosci.

A F
F, !
Fa+Fy—F,
Fy
FE4FY—F
q —
q1 P

Rys. 4.28: Przyrostowe rozwiazanie réwnania nieliniowego z poprawka obciazenia F/ +
FM - F,.
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Tab. 4.2: Algorytm obliczen w jednym kroku obliczeniowym.

Dane: Aqq
Warto$ci poczatkowe: 1 =0, F; =0, FK =0, FM =0,q; =0

1. t:= 1+ 1,
2. Okresli¢c AF;,
3. Obliczy¢ A;, B;, C;, D;, w chwili ¢;,
4. Wyznaczyé:
FE = FF 1 OF,Aqis + (DK, + AK,) Aq s + B, Aq
FY=FM + cl,Aqi 0+ (Df\fz + A%1) Aq;—1 +BY Aq;
5. Rozwiazaé ze wzgledu na Aq;:

Ci-1Aqi—1 + (Di—1 + A;) Aq; + BiAqiy; = AF; + F;, - FK _FM

6. qit1 = qi + Aqiqy, Fi:= Fi + AF,.
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Tab. 4.3: Algorytm procesu krokowego (wersja programowa).

1. Obliczenie wektora prawych stron, zawierajacego tymczasowy wektor R oraz cal-
kowity wektor sit Y F
F=R-F

2. F.=F—D;_q¢q;

3. Odwzorowanie wektora sil na nowa siatke weztéw:

F—F
4% — G
G — G
SF—5SF

4. Obliczenie wspotczynnikéw macierzy elementow i utworzenie macierzy globalnych

A;, B;, C;, D;.
5. Obliczenie:
. j':‘ = ﬁ + Ai @
e B; przechowane w Sp
e R=-C; ¢
e D; przechowane w Sp.

6. Rozwiazanie uktadu réwnan:

~

Bi qiy1 = F.
7. Obliczenie Ag.
8. Dodanie skladnikéw do wektora sit ) F' i obliczenie tymczasowego wektora G-
SF=YF+G
ST = ST+ AYG+ BY s + fy (DN Ao v
. T
G=CMg + DM g + fy (DNH) Acav.

9. ¢:= 14+ 1; powrdt do 1.
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gdyz przedzialy czasowe wynikajace z catlkowania réwnania rézniczkowego ruchu sa bar-
dzo male w poréwnaniu z krokiem czasowym stosowanym zwykle w rozwiazywaniu zadan
quasi—statycznych. Niezréwnowazenia sit po pierwszym kroku iteracyjnym sa woéwczas
mate. Korekta dokonywana jest w nastepnym kroku czasowym. W tablicy 4.2 usystema-
tyzowano etapy algorytmu krokowego obliczen zadania nieliniowego. Wystepujace symbole

maja nastepujaca interpretacje:

e ¢ jest numerem warstwy czasowej i numerem kroku obliczeniowego.

o F, jest wektorem aktualnego obciazenia zewnetrznego. Powstaje przez zsumowanie
przyrostéw obciazenia zewnetrznego AF;.

. FZI‘ jest wektorem sit wewnetrznych. Tworzony jest przez sumowanie po kazdym

kroku sit wewnetrznych, wyznaczanych z obliczanych przyrostéw przemieszczen.

° Ff\/f jest wektorem sit bezwladnosci. Tworzony jest podobnie jak FZI‘

e Macierze A;, B;, C; i D; sa podmacierzami globalnej macierzy wspdtczynnikow
warstwy i. Powstaja w wyniku zsumowania Kb, K& i M! (4.55), (4.56).

e Macierze AZK7 BZK, CZK i DZK s3 odpowiednimi podmacierzami uwzgledniajacymi Kj;
i KjVL (4.56), a macierze Af\/f, Bfw, Cf\/f i Df\/f sg podmacierzami uwzgledniajacymi
M (4.56).

Algorytm obliczen opisany w tablicy 4.2 wymaga innego zorganizowania, kiedy chce
sie go zastosowaé w praktyce. Pojawia sie konieczno$¢ ujecia etapow uwzgledniajacych
nieliniowo$ci materialowe, geometryczne, zmiane siatki podzialu, a w slad za tym odwzo-
rowania pol naprezen i przemieszczen, bardziej ekonomicznego gospodarowania pamiecia

operacyjna itd. Taka uzytkowa wersje algorytmu przedstawia tablica 4.3.

Dokladno$é algorytmu

Wektor FZI‘ powstaje faktycznie w wyniku akumulacji naprezen i budowy na ich podstawie
wektora sit weztowych.

Metode numeryczna zadania nieliniowego mozna nazwaé jako przyrostowa z jedno-
krokowa korekta Newtona—Raphsona. Wyznaczone rozwiazaniania nie sa wprawdzie do-
ktadne, ale nie maja rosnacego btedu, jak byloby to w przypadku np. metody Eulera.
Poniewaz stosowane kroki czasowe sa male, bledy takiego podejscia sa réwniez male.

Badania dokladnosci dokonano analizujac zachowanie sie pojedynczego elementu sko-
czonego preta drgajacego osiowo, modelowanego dwoma tréjkatnymi elementami czaso-

przestrzennymi. Przyjeto modul sprezystosci bedacy funkcja odksztalcenia £ = 1 —1/8¢2.
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Porownanie przemieszczen w czasie przy réznych krokach czasowych, poczawszy od naj-

wiekszego ze wzgledu na stabilnos¢ h,q. = 1, przedstawia rys. 4.29.

Rys. 4.29: Doktadno$é algorytmu przyrostowego przy réznym kroku czasowym.

W rozdziale 4 wyprowadzono dynamiczne warunki kontaktu cial odksztatcalnych.
Przyjeto warunki Signoriniego, ktdére przeksztalcono do postaci catkowej (4.20). Okre-
§la ona zerowanie sie pracy w przedziale [t;,t; +h] w praypadku kontaktu. Warunek (4.20)
jest wygodny przy modelowaniu kontaktu w warstwie czasoprzestrzenne;j.

W zadaniach opisanych predkosciami przemieszczen trudno$ci sprawia nieciagtosé skta-
dowej normalnej predkosci w chwili kontaktu (rys. 4.5). W takim przypadku, jesli przyj-
muje sie male kroki czasowe, mozna przyjaé przyblizenie ciagla funkcja predkosci. Nie
bedzie wprawdzie zgodnosSci pola predkosci z polem przemieszczen, ale mozna dopuscié
takie rozwiazanie, gdyz odstepstwo od dokltadnych rozwiazan, mierzone energetycznie,
jest niewielkie.

Nowym sposobem modelowania zadan w strefie kontaktu jest wprowadzenie dodatko-
wych wezléw w chwili poczatkowej i koncowej kontaktu (rys. 4.6). Wéwcezas cale prze-
dzialy czasu [t;_1,1.], [te, 4], [t 5], [tf, tj41] maja jeden, okreslony stan ograniczen kon-
taktowych: ograniczenia aktywne lub nieaktywne. Upraszcza to np. uwzglednienie prawa

tarcia. W literaturze mozna spotkaé prace, w ktérych krok czasowy ulega skréceniu w ca-
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tej lub wybranej czesci ukladu. Odbywa sie to przez zastosowanie metody o zmiennym
kroku catkowania réwnan rézniczkowych. Skrécenie krokéw poprawia w takim przypadku
dokladnos$¢ okreslania stref kontaktu, lecz precyzyjne dopasowanie serii krokéw czasowych
do chwili rozpoczecia i zakonczenia kontaktu jest trudne w praktycznej realizacji. W od-
réznieniu od tego, prezentowane w niniejszej pracy podejScie pozwala ustali¢ polozenie
dodatkowych weztéw w czasie w sposdb dokladny. Nalezy podkredli¢, ze do uzyskania
rozwiazania w danej warstwie czasoprzestrzennej opisana w pracy metoda mozna z po-
wodzeniem wykorzystac istniejace, klasyczne procedury metody elementéw skonczonych,
budowania macierzy struktury i rozwiazywania uktadu réwnan.
Druga propozycja przedstawiona w pracy dotyczy sposobu modyfikacji predkosci w chwi-

li poprzedzajacej kontakt, tak aby zaréwno predkosci jak i przemieszczenia byly opisane
funkcjami ciaglymi. Wymaga sie przy tym, aby przemieszczenia konsekwentnie wyni-
katy z predkosci. Wspomniana modyfikacja polega na odpowiednim wyhamowaniu ruchu
punktu tuz przed jego zetknieciem sie z przeszkoda. Wytracona energia oddawana jest

w chwili odrywania sie punktu od przeszkody.

Oba zaproponowane podejscia ulatwiaja nie tylko numeryczne realizacje kontaktu,
ale takze poprawiaja dokladnoéé dyskretnych rozwiazan. Zamieszczone przyklady nume-
ryczne pozwalaja przesledzié zachowanie sie ukladu w wybranych sytuacjach. Okazuje sie,
7ze w zadaniach opisujacych zderzenia nie jest tatwo wyeliminowaé efekty posozytnicze,
zwiazane z zastapieniem ukladu ciggltego dyskretnym. Najczesciej w praktyce usuwa sie
drgania o wyzsze] czestosci przez dodanie tlumienia (np. rys 2.10). Moze okazac sie to nie-
wystarczajace. Jak pokazuje rys. 4.11 duze ttumienie, w przypadku podzialu na niewielka
liczbe elementéw przestrzennych, nie wygtadza dostatecznie wynikowych wykresow prze-
mieszczen. Zaproponowana metoda hamowania ruchu punktu przed zderzeniem tagodzi

efekt wstrzasu w chwili kontaktu.

Modelowanie czasoprzestrzenne kontaktu zastosowano do analizy przyczyn powstawa-
nia korugacji kol kolejowych przy duzych predkosciach toczenia. Wykazano, ze nieréwno-
$ci powstaja na skutek efektow falowych, kiedy kontakt pomiedzy kolem i szyna nie jest
punktowy, a ma miejsce na dtuzszym odcinku. Uzyskany w pracy obraz zuzycia két kolejo-
wych jest pierwszym skutecznym wynikiem modelowania zjawiska korugacji, nie opisanym
dotad przez badaczy w literaturze.

Predkosciowy opis zastosowano takze skutecznie w symulacji odbicia elastycznego
okregu, wzmocnionego ciegnami. W tym, oraz w poprzednio przytoczonych obliczeniach
zadan o wielu wezlach zlokalizowanych w strefie kontaktu, nie zaobserwowano braku zbiez-

nosci procesu na skutek przemiennego wchodzenia wezta w kontakt i odrywania sie (tzw.



132 ROZDZIATL 4. WARUNKI KONTAKTU

migotania). W przypadku kota kolejowego liczba wezléw w strefie kontaktu wahata sie
od 4 do 8. W przypadku elastycznej obreczy dochodzita do 10, a w zadaniu dynamicz-
nego zgniatania cylindra (rys. 2.24) nawet do 100. We wszystkich przypadkach zbieznosé

osiagano bardzo szybko.



Rozdzial 5
Adaptacja siatki

Zanim przejdziemy do opisu metod pozwalajacych na skuteczna adaptacje przestrzenne;j
siatki podziatu (dyskretyzacji), sprébujemy zastanowic sie, jakie czynniki sklaniaja do po-
noszenia tego dodatkowego trudu obliczeniowego. Zadania dynamiki wskutek dyskretyza-
cji procesu w czasie staja sie w istocie ciagiem wielu nastepujacych po sobie zadan statyki.
Wybdr najkorzystniejszych parametréw obliczen poczatkowej fazy procesu staje sie nieak-
tualny na dalszym etapie obliczen. Takie czynniki jak np. przemieszczajace sie obciazenie,
rozw6j stref plastycznych, przemieszczajace sie strefy kontaktu naktadaja konieczno$é ak-

tualizowania tych parametrow.

Mozna napotkaé¢ wiele prac na temat adaptacji siatki dyskretyzacji przestrzennej.
Gléwnym celem, jaki stawiaja sobie badacze, jest zmniejszenie bledu dyskretyzacji poprzez
odpowiedni dobdér wymiaréw siatki w pewnych strefach. Pierwsza grupa prac to teore-
tyczne oszacowania bledu dyskretyzacji w odniesieniu do znanego rozwiazania $cistego
[9, 63]. W praktyce, gdy rozwiazanie $ciste nie jest znane, oszacowania trzeba dokonaé na
podstawie znanego charakteru rozwiazania danego réwnania rézniczkowego. Dokonuje sie
tego znajac jedynie rozwiazanie przyblizone [177, 173, 178, 158, 174, 176]. Mozna popra-
wic siatke i ponownie przeanalizowa¢ rozwiazanie. W przypadku zadan statyki konstrukcji
technika taka jest skuteczna, gdyz dodatkowy naklad pracy nie jest duzy. Nieco inaczej
ma sie sytuacja w przypadku zadai typu parabolicznego (transport ciepla itp.), z pierw-
sza pochodna wzgledem czasu [51, 52, 74, 125, 1, 156]. Sa to zadania przedstawiajace
ewolucje procesu w czasie. Jedli na danym etapie obliczen zachodzi konieczno$¢ zmiany
siatki, nalezy przenie$¢ do nowej juz bazy wszystkie zmienne zadania. Jest to mozliwe,
poniewaz ze wzgledu na wlasnosci tej grupy probleméw, a konkretnie ze wzgledu na duza

relaksacje rozwiazania, wszelkie zaburzenia wprowadzane zmiang siatki przenosza sie do
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nastepnych krokéw z malejaca amplituda. Tu mozna wymieni¢ prace na temat tzw. rucho-
mych elementéw skoniczonych [36, 12, 93, 170]. W tej grupie zadan najczesciej stosowane
sa metody réznicowe. W pracy [140] czasowy krok obliczeniowy sklada sie z dwéch krokéw
obliczeniowych: przesuniecia Lagrange’a (wymagajacego rozwiazania sztywnego réwnania
rézniczkowego), a nastepnie etapu redystrybucji siatki. Wezly nie zawsze przesuwaja sie
do rejonéw o duzych gradientach rozwiazania i druga faza obliczen ma za zadanie usunaé
ten mankament. Praca [66] proponuje wygladzanie ruchu wezléw zaréwno w kierunku
x jak i t. Pierwsze zapobiega zbieganiu sie lub zbytniemu oddalaniu wezlow. Drugie
zapobiega zbyt szybkiej odpowiedzi punktow na gradienty biezacego rozwiazania, gdyz
geometria wezléw dana jest w sposéb niejawny. W czesto cytowanych pracach [129, 128]
stosowana jest metoda elementow skonczonych, a ruch weztéw regularyzowany jest funkcja
kary.

Najtrudniej jest w przypadku zadan hiperbolicznych drugiego rzedu (drgania kon-
strukcji). Proby nieciaglej zmiany siatki podjeto w pracach [87, 90]. Nie uzyskano jednak
skutecznych sposobow rozwiazywania praktycznych zadan. Jeszcze inna grupe stanowia
prace [94, 163, 171, 172]. Wykorzystano w nich oszacowania bledu a—posteriori, opraco-
wane w zadaniach statyki.

W zagadnieniach drgan konstrukcji zaburzenia propaguja sie ze stala amplituda. Ja-
kakolwiek zmiana parametréw zadania (np. liczby elementéw skonczonych, ich wielkosci,
rozmieszczenia wezléw) powoduje, Ze mamy do czynienia juz ze zmienionym zadaniem
fizycznym. Zwykla zmiana siatki jest w istocie przejSciem w sposéb nieciagly od jed-
nego zadania do drugiego. Przeniesienie do nowego zadania przemieszczen, predkosci czy
przyspieszen z zadania poprzedniego wprowadza uderzenie we wszystkich weztach, ktérym
przypisano zmodyfikowane (np. wyinterpolowane) wartosci funkcji zadania poprzedniego.
W praktyce dalsze rozwiazanie zaczyna odbiegal nie tylko wartosciami liczbowymi ale
czesto jakosciowo rdini sie od oczekiwanego. Gdy procesy wolnozmienne znaczaco do-
minuja nad procesami falowymi, opisana sytuacja wystepuje w nieco mniejszym zakresie
i w krétkim czasie obserwacji moze nie zosta¢ dostrzezona (co nie znaczy, ze taka meto-
dologia adaptacji jest poprawna). Mimo to w niektérych pracach dotyczacych zastosowan
h-adaptacji w dynamice mozna taka technike napotka¢ (np. [163, 171, 172]). Rys. 5.1
pokazuje drgania preta zamocowanego w lewym koricu, przy podziale na 51 10 elemen-
toéw przestrzennych, oraz z h-adaptacja, polegajaca na cyklicznej zamianie siatek 5 i 10
wezlowej. Zamian dokonywano co 20 krokéw (e =1, p =1, L =1, At = 0,05). Wymu-
szenie drgan nastepowalo przez nadanie predkosci poczatkowej skrajnemu swobodnemu

weztowi. Obliczen dokonano caltkujac réwnanie rézniczkowe metoda trapezéw. Interpolo-
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wano wykorzystywane w procedurze wartosci przemieszczen, predkosci i przyspieszen. Jak
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Rys. 5.1: Drgania swobodne preta modelowanego siatka 5i 10 weztowa, oraz przy adaptacji

(przemieszczenia w czasie swobodnego korica).

wida¢ z rysunku, wynikowy wykres przemieszczen wyglada raczej poprawnie. Tlumienie,
sztuczne (numeryczne) lub fizyczne, wygladza nieco wykres i usuwa drgania pasozytnicze
we wszystkich trzech przypadkach. Pewne zastrzezenia mozna mie¢ do zmniejszenia sie
przemieszczei. Scista wartoéé powinna wynosi¢ +1. W przypadku adaptacji dostrzec
mozna stopniowe odchodzenie od tych wartosci.

Jednak juz modyfikacja siatki prowadzona w nieco mniej regularny sposéb daje wynik
odbiegajacy znacznie od oczekiwanego (rys. 5.2). W takim przypadku cala idea adapta-
cyjnej poprawy doktadnosci rozwiazania staje sie chybiona. Musi wiec by¢ zastosowana
inna technika niz wzmiankowane dotad w literaturze.

W zadaniach hiperbolicznych pierwszego rzedu udaje sie sprowadzi¢ problem do za-
dania eliptycznego drugiego rzedu [138, 7]. Warstwe czasoprzestrzenna dyskretyzuje sie
wowcezas w dowolny sposob a nastepnie rozwiazuje zadanie jak zadanie statyczne. Niestety,
techniki tej, ze wzgledu na warunki brzegowe, nie da sie zastosowaé do réwnania drugiego

rzedu.

Wilasnosci ciagle] w czasie aproksymacji daja kolejne, nowe mozliwoéci podejscia do
problemu. Uzyskano pewne obiecujace rozwiazania drgan podluznych preta z ograniczona
adaptacja siatki w czasie (r-adaptacja). Oszacowano parametry ograniczajace predkosé

adaptacji. Pokazano przykltady zastosowania w obliczeniach zadania kontaktowego. Pod-
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Rys. 5.2: Rozbieznosé drgan swobodnych preta przy zastosowaniu interpolacji w h-adap-

tacji: przemieszczenia oraz lokalizacja weztéw siatki.

jeto tez prébe nieciaglego przejscia do nowej siatki podziatu przez dobér warunkéw po-

czatkowych etapu po modyfikacji.

5.1 Bledy w rozwiazaniach przyblizonych

W celu uporzadkowania terminologii wydzielimy podstawowe 7rédta bledow, pojawia-

jace sie w poszczegdlnych fazach obliczen. Sa to:

¢ blad modelowania — réznica pomiedzy ustrojem fizycznym a jego modelem mate-
matycznym;

o blad dyskretyzacji — btad powstaly w wyniku zastapienia nieskonczenie wielu stopni
swobody ciaglego modelu matematycznego przez skonczona liczbe stopni swobody
jego dyskretnego odpowiednika;

e blad zaokraglein — powodowany przez reprezentacje liczb rzeczywistych skonczona
liczba cyfr;

e blad dziedziczony — na danym etapie obliczen jest suma bledéw dyskretyzacji i za-
okraglen;

e blad operacji — blad zaokraglein wprowadzony przez algorytm.

Niektore 7rédla bledéw w niektérych przypadkach moga byé tatwo usuniete. Np. blad

zaokraglen i blad operacji mozna pomniejszy¢ przez przeskalowanie danych wprowadza-
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nych do obliczen. Przykladowo zmiana ukladu miar z [kg, m, s] na [cm, g, us] powoduje,

ze parametry materialowe, predko$ci, naprezenia maja rzad wielko$ci zblizony.

Przyczyny zlego uwarunkowania zadania

Uklad elementéow skonczonych prowadzi do Zle uwarunkowanych uktadéw réwnan jesli
element lub grupa elementéw otrzymuje duze przemieszczenie bryly sztywnej przy malej
deformacji. Przykladami moga byé [58]:
e inkluzje o duzych modutach,
e elementy skoinczone np. plyty, ktére umozliwiaja poprzeczne odksztalcenie tnace,
lecz maja duze sztywnosci na $cinanie,
e elementy o duzym skrzywieniu lub wydtuzeniu ksztattu,

e pewne rodzaje sztywnych podpdr.

Mozina w powyzszych przypadkach unikna¢ trudnosci przez zmiane modelu. Nalezy wiec

odpowiednio:

dokonaé¢ usztywnienia inkluzji przez natozenie wiezow,

e uzyC elementu plyty cienkiej lub zmniejszy¢ sztywnos$¢ na Scinanie,

przemodelowag siatke, stosujac bardziej regularne ksztalty elementéw,

e uzy(C inaczej ukierunkowanych stopni swobody.

Zte uwarunkowanie macierzy sztywnosci moze tez by¢ spowodowane przez mieszanie ele-
mentow o réznych rozmiarach lub przez uzycie drobnej siatki. Stwierdzono, ze zaleznosé

liczby uwarunkowania macierzy K od wymiaréw siatki wyraza sie nastepujaco [71]:

h 2m—1
C(K)= b< 7“) NZm (5.1)
hmin
gdzie:
b — dodatnia stala, niezalezna od Az 1 Pmin,
Pmaz 1 Bmin — najmniejsza i najwieksza odleglo$¢ miedzy weztami w siatce,
N — liczba elementéw,
2m  — rzad réwnania rézniczkowego,
n  — wymiarowoéél.

'Na przyktad pret osiowo obciazony ma 2m/n = 2/1, belka: 2m/n = 4/1, plaski stan odksztalcenia:
2m/n = 2/2, cienka plyta zginana: 2m/n = 4/2, cialo tréjwymiarowe: 2m/n = 2/3, powloka cienka:
2m/n = 4/3. W przypadku belki zginanej, gdy stosunek hpmaz/hmin zmienia si¢ z 1/1 na 10/1, C(K)
zwigksza si¢ 1000 razy. Jesli podwaja si¢ liczbe elementéw C(K) wzrasta 16 razy. Przy obydwu zmianach
jednoczesnie C(K) wzrasta ok. 16 000 razy. Wdéwczas dokladnos$é niektérych wartosci wynikowych moze

spas¢ o ok. 4 cyfry znaczace.
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Metody obliczeniowe oparte na dyskretyzacji réwnan rozniczkowych i obszaru, w kté-
rym proces jest badany prowadza zwykle do ukladéw réwnan algebraicznych. W przy-
padku duzych ukladéw, o kilkunastu lub kilkudziesieciu tysiacach réwnan bledy operacji
moga mie¢ duzy wplyw na ostateczne wyniki. Pewnym wskaznikiem wielkoéci tych bltedow,
miara numeryczng uwarunkowania macierzy wspotczynnikéw ukladu réwnan jest liczba
uwarunkowania macierzy C'(K). Duza wartos¢ liczby uwarunkowania stanowi ostrzezenia

przed mozliwo$cia, pojawienia sie znacznego bledu.

Spektralna liczba uwarunkowania macierzy K okreslana jest jako

C(K) = 2mee (5.2)

Amin

gdzie Apgr 1 Apin sa najwieksza i najmniejsza wartoscia wlasng K. Mozna wykazaé, ze
przy kazdej potedze 10 w stosunku A, 42/ Amin proces rozwiazania ukladu réwnan gubi ok.
jedna cyfre doktadno$ci w postaci przemieszczenia odpowiadajacej Ay . W bezposrednich
metodach rozwiazywania uktadu réwnan (np. eliminacja Gaussa) trudnosci moga pojawié
sie pod koniec procesu eliminacji wprzdd, kiedy to obliczane sa réznice liczb bliskich sobie
co do wartosci. Blad propaguje sie w fazie podstawiei powrotnych.

Majac do czynienia z czasoprzestrzennymi elementami symplektycznymi oraz z macie-

rza tréjkatna wspdotezynnikéw ukladu réwnan tatwo jest wyznaczy¢ liczbe uwarunkowania

C(K) = 22%idii (5.3)

min; a;;

W takim przypadku dokladnosé oblicze zapewniaja bliskie sobie elemety diagonalne?.

Blad dyskretyzacji

W procesie dyskretyzacji ciagly model matematyczny opisuje sie elementami skoficzonymi.
Wybiera sie liczbe, typ i ksztalt elementow, zageszczenie siatki, rozklad obciazenia cia-
glego na wezly oraz opisuje warunki podparcia. Wprowadzone w ten sposéb przyblizenie
stanowi btad dyskretyzacji. W dalszej czesci analizowany bedzie jedynie ten rodzaj btedu,
okres§lajacy w praktyce rdznice miedzy modelem dyskretnym a fizycznym. Ten ostatni
przyjmuje sie tu jako doktadny.

Podstawowym wymaganiem jakie zawsze nalezy spelni¢ jest dopasowanie siatki dys-

kretnego modelu do ksztaltu obiektu fizycznego. Przy tym linia tamana konturu siatki

2Przez elementy bliskie sobie nalezy tu rozumiec liczby rézniace sie od siebie co najwyzej o 2-3 rzedy

wielkoéci.
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podziatu nie powinna ani by¢ wpisana w kontur obszaru fizycznego, ani go opisywac.
Powinna nakladac sie na niego.

Pomimo Ze uczyniono duzy postep w oszacowaniach bledéw dyskretyzacji i rozwoju
technik adaptacyjnych, wykorzystujacych te oszacowania, to jednak ciagle dazy sie do
znalezienia wygodnego, skutecznego i niedrogiego kryterium. Obecnie istnieja 3 gléwne

grupy kryteriow oszacowania bledu:

1) residualne — polegajace na szacowaniu residuum [8, 10, 9];

2) poobliczeniowe (a posteriori) — uzyskiwane na podstawie wyzszego rzedu rozwia-
zania M.E.S. Moze by¢ ono otrzymywane przy zastosowaniu réznorodnych technik
rzutowania (np. wygladzanie rozwigzania nieciaglego przez usrednianie). Dowdd
zbieznosci pewnej techniki tego typu przedstawiono w pracy [2]. Gléwna zaleta po-
obliczeniowego oszacowania bledu jest, poza oszacowaniem globalnym, mozliwo$é
okreslenia wielko$ci bledu w poszczegdlnych elementach. FTatwe jest tez wowczas
sporzadzenie mapy bledu oraz otrzymanie informacji o bledzie w danym punkcie.
Mozna wykazaé zwiazek kryterium residualnego i poobliczeniowego [177];

3) interpolacyjne — oparte na oszacowaniu a priori interpolacji [63, 64]. Ogdlnie osza-
cowanie to daje mato wiarygodne wyniki lecz jest wygodne w uzyciu jako wskaznik

btedu.

5.2 R-adaptacja

Zaleta metody elementéw czasoprzestrzennych jest mozliwo$¢ modyfikacji siatki podziatu
przestrzennego w trakcie procesu (stosowanie niestacjonarnego podziatu konstrukeji). Do-
konuje sie tego badZz w celu dostosowania ksztattu siatki i potozenia weztéw do potrzeb
modelowania zadania badZ w celu minimalizacji btedu aproksymacji. Jak wspomniano
juz we wstepie do rozdziatu, zmiana siatki w trakcie catkowania réwnania rézniczkowego
w czasie jest trudna. Powstaja bowiem i propaguja sie zaburzenia wywolane wlasnie
zmiana siatki. Zaburzenia te nie moga przestania¢ uzyskiwanych korzysci. Spréobujmy
zbadac prosta modyfikacje siatki jednowymiarowej w przestrzeni rzeczywistej (jak np. na
rys. 5.3). Funkcje interpolujace N (1.1) czy (2.11) opisane sa teraz nie na prostokacie
{z1 <z < z9,t1 <t <1y}, ana czworokacie. Dalsza czesé¢ postepowania jest podobna jak
w najprostszych zadaniach o regularnej siatce. Kompletuje sie czasoprzestrzenne macierze
struktury i rozwiazuje krokowo uklady réwnan, znajdujac przemieszczenia w kolejnych
chwilach. Wezly przesuwa sie zaleznie od potrzeb, zageszczajac lub rozrzedzajac lokal-

nie siatke. Uwidacznia to nastepujacy przyktad. Pret drgajacy osiowo, z zamocowanym
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Rys. 5.3: Przyktad modyfikacji siatki konstrukcji jednowymiarowe].

lewym koncem, podzielono na 40 elementéw przestrzennych. Prawy, swobodny komniec
obciazono sity stata. Z uwagi na oszacowanie bledu umozliwiono zmiany polozen weztéw
z maksymalna predko$cia tej zmiany wynoszaca 0,25, 0,50 i 0,75 bg, /h ($rednia dlugosé
elementu przestrzennego by, do kroku czasowego h). Obserwowano przemieszczenia w cza-
sie obciazonego konica preta (rys. 5.4). écislym rozwiazaniem jest prostoliniowy ksztalt

prostokatny. W pokazanym przykladzie adaptacja siatki usuwa wyzsze czestosci drgan,

0.00 0.50
t t
L 1 L L L L J L 1 L L L L J
100 150 100 150
-1.0 -1.0
-1.5 -1.5
0.25 0.75
t t
1 L L L J L 1 L L L L J
100 150 100 150
-1.0 -1.0
-1.5 -1.5

Rys. 5.4: Przemieszczenia konca preta przy wspdlezynniku adaptacji: 0,0, 0,25, 0,501 0,75.

powstale w wyniku odbi¢ fali od wezléw siatki.
Obserwacje polozenia weztéow siatki ukazuje rys. 5.5. Mozna zauwazy¢, ze wezly
najpierw przemieszczaja sie w kierunku czota fali, a nastepnie, po jego przejsciu, podazaja

za nim.
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125.

100. 1

75 1

czas

50. 1

25.

podzial przestrzenny

Rys. 5.5: Przemieszczenia wezléw w czasie bedace wynikiem adaptacji.

5.2.1 Analiza stabilnosci

Réwnanie rézniczkowe ruchu drugiego rzedu mozna sprowadzi¢ do uktadu dwéch réwnan
rézniczkowych rzedu pierwszego. Analiza stabilno$ci opiera sie na zalozeniu, ze metoda
numeryczna catkowania tego réwnania nie moze przenosi¢ bltedu z kroku na krok ze wzra-
stajaca amplituda. Ponizej przytoczymy kilka kryteriéw stosowanych przy szacowaniu
stabilnodci.

Najczesciej stosowanym kryterium stabilno$ci schematéw réznicowych jest warunek
konieczny Neumanna. Sprowadza sie on do faktu, ze pierwiastki réwnania charaktery-
stycznego metody nie moga by¢, co do modutu, wieksze od jednosci. Przy tym pierwiastki
o module réwnym jeden musza by¢ pojedyncze. W tym przypadku wartoSci wlasne A;
macierzy przejscia T (lub inaczej: macierzy wzmocnienia) musza zawieraé¢ sie w kole jed-

nostkowym
A <1. (5.4)

Warunek ten jest wystarczajacym warunkiem stabilnoéci, jesli macierz przejscia jest ma-
cierza normalna®.

Ponizej podane zostana warunki dostateczne stabilnosci schematu réznicowego.

o Warunkiem wystarczajacym stabilnosci jest spelnienie warunku Neumanna i diago-
nalizowalnoéé macierzy T: H!TH = A. A jest macierza diagonalng oraz H i H™!

sa ograniczone niezaleznie od dostatecznie malego h. Wéwczas T® = HA"H L.

#Sa to stosunkowo rzadkie przypadki.
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Wektory wlasne zawarte w macierzy H mozna znormalizowaé i wéwczas ||T|| jest
ograniczona przez p, poniewaz norma macierzy o wyiniarze p X p nie przekracza p

razy modul najwiekszego elementu.

e Dalej, jesli T ma pelen uklad wektoréw wlasnych iistnieje stata é taka, ze A > 6§ > 0,
gdzie jest A? jest wyznacznikiem H*H, tj. wyznacznikiem Grama znormalizowanych
wektoréw wlasnych, wowczas warunek Neumanna jest warunkiem koniecznym i wy-

starczajacym stabilnosci.

o Jesli macierz T jest ograniczona przy 0 < h < 7 w L i jesli wszystkie, za wyjatkiem

co najwyzej jednej, wartosci wlasne leza w kole zawartym w kole jednostkowym
[N <y <1, i=2,..p, (5.5)
to warunek Neumanna jest konieczny i wystarczajacy.
o Warunek Laxa—Wendroffa. Jesli T spelnia warunek
[V*Tv| < [1 + O(h)]|v|* dla dowolnego wektora v , (5.6)
to odpowiedni schemat réznicowy jest stabilny.

Szerzej zagadnienie stabilno$ci schematéw réznicowych przedstawiono w pracach [155,
119]. Tam tez mozna znalezé dowody przedstawionych wyzej kryteridow. W analizie wy-
korzystywaé bedziemy kryterium Neumanna stowarzyszone z warunkami ograniczonos$ci
macierzy wektoréw wlasnych.

Trzeba tu mocno podkresli¢, ze pomimo réznic w sformulowaniu przemieszczeniowym

i predkosciowym, w konicowej fazie uzyskuje sie schematy réznicowe. Formutle predko-

{ Vit } - TU{ Vi }+bv (5.7)
Xit1 X

mozna zastapi¢ formula przemieszczeniowa

{ it }:Tx{ i }-|—bx, (5.8)
X Xi—1

i odwrotnie. Przyktadem tego moze by¢ tabela 2.2, w ktérej przedstawiono rézne, predko-

§ciowa (np. 2.71)

§ciowe i przemieszczeniowe schematy obliczeniowe w jednolitej formie przemieszczeniowej.
Schemat procesu krokowego rozwiazania mozna zatem zapisa¢ nastepujaco (por. (2.26)

i[30, 17]):
Aq; ; +Bq; +Cq;;; = F; . (5.9)
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Taki tréjwarstwowy schemat mozna przedstawi¢ w formie dwuwarstwowej:

{ qi41 }: { q; } : (5.10)
q; qi-1

d'=1q". (5.11)
W dalszej czesci przeanalizowana zostanie stabilno§¢ wybranych przypadkdéw siatki nie-

-C7'B -C'A
I 0

albo krdcej

stacjonarne;j.

Stabilnoéé uko$nych elementéw czworokatnych preta drgajacego osiowo

Zachodzi pytanie, jak bardzo mozna modyfikowac siatke elementéw tréjkatnych i czworo-
katnych w przypadku preta drgajacego osiowo lub struny.

Rozwazmy element réwnolegloboczny jak na rys. 5.6. Wykorzystujemy rzeczywiste

ti

—%3 4

Rys. 5.6: Skosny czworokatny element preta

funkcje ksztaltu
1
N, = Z(l—}-ffi)(l—}-TTi) (5.12)

oraz wirtualne funkcje ksztattu
N 1 1 3
N; = 5(1—}—552) 5(1+TTi)+aTZ~(T -7)| . (5.13)

Elementy macierzy sztywnoéci K;; wyraza zalezno$¢

1 h 5— da
K= e (14222 %) 14
EA 4b££]< T TT]) (5.14)
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a macierzy bezwladnosci M;; zwiazek

1 d Liid* mmb  &lmiT 2 2 2
M. = — T Tl — _ - 150° +15d° — 12ad?) . (5.1
pA Y 4h (&7 + 7it;) 4bh 4h  180bh <5 18 “ ) (5.15)

Przy zamocowaniu wezléw 11 3 otrzymuje sie ukltad o jednym stopniu swobody, z macierza

sztywnosci w postaci

g-= | A0 B (5.16)
gdzie:
. EAhR (b2 +d*)pA  pAd  pAad?
Kf{i=—(0B—-a)-
TR 3bh 2h | 150k
. FEAh pAb  pAd?
Ki, = 2a s i 2
2= oy O+ 200+ = g5+ 20)
.. EAR pAb  pAd?
K= 505 200+ 55~ 50 +29)
. EAR (b2 +d*)pA  pAd  pAad?
K="~ o T 15
(5.17)
Macierz przeniesienia przy warunku (5.4) prowadzi do nieréwnosci
S20E Y _ 72 2
< 2K%(5—a) —10(1— k%) + 2ak? _ (5.18)

- (K2 —k2)(5+ 2a) + 10 -

gdzie: K = ch/b, k = d/b. Rysunek 5.7 przedstawia nieréwnosci (5.18) przy réznych

N
2?0( 1,25
|

0 1

Rys. 5.7: Obszary stabilno$ci przy réznych wspolczynnikach a.
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warto$ciach parametru a. Przy a = 0, a wiec przy liniowych funkcjach ksztaltu prze-
mieszczen wirtualnych, dopuszczalne nachylenie uko$nych bokéw zmniejsza sie wraz ze
wzrostem kroku czasowego h. Przy h — 0 otrzymuje sie warunek d < 2/+/3b. Przyjmujac
a = 1,25, ograniczeniem jest d < b przy kazdym h. Wieksze wartosci a pozwalaja na
wieksze przesuniecie d w stosunku do b, przy wiekszych wartosciach h. Statym punktem

wykreséw jest d = b przy ¢ = b/h lub ¢ = d/h.

Stabilnoéé elementéw czworokgtnych preta

Kolejne zadanie pozwalajace oszacowaé mozliwosé modyfikacji siatki polega na zbadaniu
uktadu zbudowanego z dwéch elementéw przestrzennych preta drgajacego osiowo. Skrajne
wezly zamocowano, a srodkowemu zmieniano polozenie o warto$¢ +d/2 w kolejnych kro-
kach. W ten sposéb otrzymano powtarzalna sekwencje siatki czasoprzestrzennej. Macierz

blokowa wspétczynnikéw ma postaé

H QO W
Q » =
O W
=

Eliminujac co druga warstwe wezlow otrzymuje sie krokowa procedure opisujaca drgania

swobodne:
(-FD™'C)q;+(A-FD'E-BD'C)q;;+ (-BD'E)qr;7=0. (5.19)
Macierz wzmocnienia ma wéwczas postac:

(BD'E)"!(A - FD'E-BD"'C) —(BD!E)"'FD'C
I 0

T = (5.20)

Macierze sztywnosci czasoprzestrzennej konstruowane sa przy uzyciu liniowych funkcji
interpolacyjnych. Wspétezynniki A, ..., F mozna wyznaczy¢ analitycznie. Poniewaz C =

E=F=BiD=A, tomacierz T w przypadku jednego stopnia swobody upraszcza sie

(%)2_2 _1] : (5.21)

do postaci

T =
1 0
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WprowadZmy bezwymiarowe parametry s i k:

s=4, A= (5.22)

P
k=%, 0<k<2. (5.23)

Obszar stabilno$ci w uktadzie k, s ograniczony jest nieréwnoscia

1

3k \? V3
2—k

Nieréwnosc te pokazuje rys. 5.8. Tangens nachylenia prostej przechodzacej przez poczatek

uktadu wspétrzednych (k, s) okreslony jest wartoscia

b
tgdp = — . 5.25
g =~ (5.25)
Proste, w ukladzie (k, s) przechodzace przez poczatek ukladu wspélrzedunych i odpowiednio
w ukladzie (K,k) o stalej rzednej, okreslaja punkty obszaru stabilno$ci zadania pray
réznych wartosciach h. W ukladzie (s, k) rosnace nachylenie odpowiada malejacemu h.
Mozna zauwazy¢, ze pelny zakres stabilnosci przy parametrze k otrzymuje sie, kiedy
V3

Zachodzi to, kiedy krok czasowy h jest réwny

2 b
h=—-. 5.27
vE (5.27)
Graniczny krok czasowy he, mozna wyznaczy¢ z (5.24)
ds 1
— =—. 5.28
Ty 2 (5:28)
To z kolei prowadzi do warunku
2b
h< = (5.29)
c

Rys. 5.8 pokazuje obszar stabilnosci przy liniowych funkcjach wirtualnych. Jesli zmody-
fikuje sie je czlonem sze$ciennym, wéwczas obszar stabilnoci nieco sie poszerza (rys. 5.9).

Nie uzyskuje sie wydluzenia kroku A i to nalezy tu podkreslic.
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S K
2 2
s}
) R S
| / 1 //
¢ k k
0 1 2 0 1 2

Rys. 5.8: Obszar stabilnoéci zadania przy siatce czworokatnej.

Stabilnoéé elementéw tréjkatnych preta

Identycznie mozna postapi¢c w przypadku siatki zbudowanej z elementéw tréjkatnych.
Tutaj podzialu dokonano, tak aby w co drugiej warstwie kierunek podziatu na tréjkaty
byl przeciwny. Przyjeto liniowy w czasie i przestrzeni rozklad przemieszczen rzeczywistych
i wirtualnych. Otrzymano nastepujace wspdétczynniki macierzy sztywnosci:

_ 32 EARb  4pA(4b® + d?)
oAb - d? h(2b+d)
2pA(2b— d)

h

Poszukiwanie wartosci wlasnych macierzy T prowadzi do nieréwnosci:

A D=A,

B = , C=E=F=B. (5.30)

—2<k<0 s> LI (5.31)
- - 2—k44+Ek2° '
k
0<k<2 s> , 5.32
<2 s> = (5.32)
2
—2<k<2  s< (5.33)

V2 -k
Graficznie powyzsze nieréwnosci obrazuje rys. 5.10. Tutaj, podobnie jak i w przypadku

czworokatow, bezpieczny zakres zmiany polozenia wezléw zawiera sie w obrebie charakte-

rystyk
g < 5.34
hl=¢ (5.34)

b
-

IN

5.2.2 Zamiana siatki

Przejécie do nowej, zmienionej siatki odbywa sie wedlug nastepujacych krokow:
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28
V3
1
x=1.75
a=2.00
k
0 1 2

Rys. 5.9: Obszary stabilnosci elementéw czworokatnych przy réznych wspotczynnikach a.

1) wyznaczenie bledu aproksymacji w wezlach siatki,

2) normalizacja wezlowych wartos$ci bledu.

3) obliczenie skladowych przesuniecia wezléw w kierunku wezléw o wiekszej wartosci
bledéw; rozpartywany wezel umieszczany jest w srodku ciezkosci wezléw sasiednich
z wagami rownymi weztowym warto$ciom bledow,

4) sprawdzenie skrzywienia siatki; polozenie kwestionowanych weztéw jest korygowane,

tak aby uzyska¢ w ich otoczeniu siatke dostatecznie regularna.

Dodatkowym wymogiem jest zachowanie konturu obszaru. Wezly lezace na brzegu po-
winny na nim pozostac réwniez po zamianie siatki. Qczywistym staje sie, ze wezty narozne
nie moga zmieni¢ polozenia.

O ile trzy pierwsze punkty postepowania sa jednoznaczne i nie przedstawiaja wiekszych
trudnosci, to poprawa regularnoéci siatki moze by¢ przeprowadzana na wiele sposobdéw.
Pierwszy, najprostszy, polega na poprawianiu polozenia kolejnych wezléw przez przesuwa-
nie ich do geometrycznego $rodka weztéow otaczajacych. Juz po jednokrotnym wykonaniu
takiej czynno$ci w odniesieniu do wszystkich wezlow otrzymuje sie siatke dobrze wygla-
dzona.

Druga metode opisal Benson [38]. Pozwala ona na regularyzacje siatek czworokatnych.
Wykrywa sie dwa typy skrzywienia siatki: objetosciowe, zwiazane z nieproporcjonalnym
zwiekszeniem badZ zmniejszeniem pola powierzchni elementu, oraz skosne, przy ktérym
powstaja elementy bardzo wydtuzone. Podejscie to mozna z powodzeniem stosowac do

siatek tréojkatnych, szczegdlnie takich, ktére pokrywaja obszar prostokatny.
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beeh-aahomd
N
N

[ ]
le— b —elw— b —=

Rys. 5.10: Obszar stabilnosci zadania przy siatce tréjkatne;j.

Skrzywienie objeto$ciowe R, okresla stosunek najmniejszego pola do najwiekszego

w otoczeniu rozpatrywanego wezla (rys. 5.11):

min(Al, AQ, Ag, A4)

R, = , 5.35
maX(Al,AQ,A3,A4) ( )
min(Al, AQ, Ag, A4)

R, = , 5.36
maX(Al,AQ,A3,A4) ( )

gdzie
Al = V1 X Vg, A2 = Vo X V3, A3 = V3 X Vy4, A4 =Vy X Vq, (537)
Al = Vi1 X Vg, A2 = vy X V3, A3 = V3 X Vg4, A4 =Vvy X V1. (538)

Skrzywienie sko$ne okresla najmniejszy sinus katéw utworzonych przy badanym wezle.

A A
sin 61 = ! , sin 0 = 2 , (5.39)
[Vl [ v2]l [vall [lvsl]
A A
sin 03 = 2 , sin 04 = 2
[[vsl| [|[vall [vall [lv1l]
Ry = min(sin 61,sin 6;,sin 63,sin 64) . (5.40)

Poréwnujac sinusy katéw mozna zapobiec powstawaniu tréjkatéw o katach bardzo ostrych
lub rozwartych, a wiec w rezultacie bardzo wydtuzonych. Unika sie w ten sposéb odwra-
cania elementow.

W kazdym kroku obliczeniowym wymaga sie sprawdzenia warunkéw zapobiegajecych

degeneracji siatki, ktore podano ponizej.
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Rys. 5.11: Siatka czworokatna sprawdzana ze wzgledu na skrzywienie.

1. Najwieksza warto$¢ przesuniecia wezta d,, ., W jednym kroku obliczeniowym
oz = ¢ AL/ . (5.41)

2. Minimalny wymiar elementu b,y

bmin = P2 ¢ Al . (5.42)
3. Skrzywienie objetosciowe R,
R, > RY . (5.43)
4. Skrzywienie skoéne Ry
Rg > Rj . (5.44)

Bezpiecznie jest przyjmowaé wspdlezynniki By, B2 wieksze niz 1; R2 i R) moga by¢ przyj-

mowane ok. 0,5.

5.2.3 Odwzorowanie naprezen

Pierwszym etapem obliczen z modyfikacja siatki podziatu jest budowa nowej siatki wedtug
strategii zapewniajacej minimalny blad aproksymacji. Drugim etapem, opisanym ponizej,
jest rzutowanie sktadowych naprezen na nowa siatke podziatu.

Algorytm rzutowania spetnia¢ musi kilka podstawowych warunkéw.

e Procedura rzutowania musi by¢ efektywna, gdyz stosowana jest w kazdym kroku

obliczeniowym.
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e Rzutowanie musi by¢ dokladne.

e Rzutowanie musi by¢ zachowawcze. Calka z danej wielkoéci w obszarze przestrzen-

nym powinna pozostaé niezmieniona po rzutowaniu.

e Kryteria stabilnoSci ograniczaja wielko$¢ przesuniecia weztéw w jednym kroku obli-

czeniowym.

e Algorytm musi by¢ zgodny. Oznacza to, ze jesli nowa siatka jest identyczna z pier-

wotna, woéwczas rzutowanie nie moze zmienia¢ wartosci odwzorowywanych wielkosci.

W naszym przypadku jedynymi wielko§ciami rzutowanymi sa naprezenia. Gdyby$my mieli
do czynienia z silami wezlowymi, wéwczas rzutowanie ich byloby trywialne. Naprezenia
jednak nie moga by¢ skupiane w weztach i rozdzielane elementom nowej siatki. To znacznie
utrudnia zadanie.

Przyjmijmy, ze wielko§¢ przesuniecia wezla w jednym kroku jest mniejsza od prze-
strzennego wymiaru elementu tréjkatnego. Wowcezas mozna obliczyé wymagane wartosci
z bledem nizszego rzedu. Przyblizona formula wzoru wynika z konieczno$ci skrécenia
czasu obliczen

At

1 3

of = — |or AT + Y (o7 —o7) AAT | (5.45)
7 ]:1

AA7 oznacza przyrost powierzchni w pierwotnej siatce, ktory jest rowny zero gdy po-

krywa sie z obszarem elementu w nowej geometrii A;-",

ciwnym (5.12). W ten sposéb przyrost ten brany jest do obliczen jeden raz przy przejsciu

a jest dodatni w przypadku prze-

procedury od elementu do elementu. Nalezy zauwazy¢, ze jedynie w poblizu naroznikéw
obliczenia nie sa dokladne, a wplyw tego na wyniki jest znikomy. Lub inaczej, jesli pod-
obszary wyznaczone przez przecinajace sie stare i nowe krawedzie obliczane sa dokladnie

(co nie jest latwe) to zwiazek (5.45) jest dokladny, efektywny zachowawczy i zgodny.

5.2.4 Przyktad

Modelowano zderzenie sprezysto—lepkoplastycznego plaskiego ciala z nieruchoma, sztywna
przeszkoda (rys. 5.13). Z prostokatnego obszaru ciala o wymiarze 4,0 x 2,0 wybrano
symetryczna polowe. Obliczenia prowadzono z uzyciem czworos$ciennych elementow cza-
soprzestrzennych plaskiego stanu odksztalcenia. Rejestrowano przemieszczenia punktu
lezacego na osi symetrii, na swobodnym brzegu ohszaru. Efekt uzyskany przy zastosowa-

niu adaptacji siatki pokazuje rys. 5.14a. Stosowano rézne gestosci siatek podziatu (rys.
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Rys. 5.12: Zmiany pola elementéw podczas rzutowania.

5.14b) i rézny krok czasowy (rys. 5.15b). Obserwowano tez zachowanie sie modelu przy

réznych wspélezynnikach plyniecia v (rys. 5.15q).

E=2.05, v=0.3, p=7.83
0,=0.0042, N=1.0

Rys. 5.13: Zderzenie preta z przeszkoda.

5.2.5 Analiza kontaktu tocznego

Numeryczna analiza tocznego zagadnienia kontaktowego napotyka na wiele trudnosci.
Podstawowa sprawa, jest konieczno$¢ zastosowania drobnej dyskretyzacji w strefie kon-
taktu, aby skutecznie mdc $ledzi¢ zachodzace tam procesy. Podczas przejazdu walca
strefa kontaktu przesuwa sie i nalezaloby zmniejszy¢ odleglo$§¢ miedzy wezlami siatki
dyskretnej w calej strefie przejazdu. Podnosi to ogromnie koszt obliczenn. Nieliniowosci
geometryczune i materialowe (przyjeto sprezysto-lepkoplastyczny model materialu) jesz-

cze bardziej zwiekszaja koszty. Nalezy tu zaznaczyé, ze zadania kontaktowe wymagaja
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400 T------------"-—------ FTTTTomoo
A - siatka stala

B - siatka adaptowana
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Rys. 5.14: Przemieszczenie poziome w czasie swobodnego konca preta: (a) stata i adap-

towana siatka, (b) wybrane gestosci siatek.

stosunkowo matego kroku catkowania réwnania rézniczkowego ruchu.

Wobec powyzszych trudnosci zdecydowano sie przyja¢ metode adaptacyjna budowy
siatki dyskretnej walcowanej strefy. W kazdym kroku obliczen szacuje sie blad aproksy-
macji i w zaleznoéci od jego wartoéci modyfikuje siatke podziatu. Tak zwana r—-adaptacja
zachowuje niezmieniona liczbe weztow, powodujac ich przesuwanie ku obszarom o duzych
gradientach naprezen.

Techniki adaptacyjne sa znane i stosowane gléwnie w zadaniach dyfuzji lub w zadaniach
typu statyki. Bogaty material na ten temat zawiera monografia [63]. W prezentowanym
obecnie podej$ciu adaptacje siatki umozliwita metoda elementéw czasoprzestrzennych.
Metoda elementéw czasoprzestrzennych w sposéb naturalny pozwala na modyfikacje siatki
podziatu z kroku na krok [33]. Pomimo, ze metoda jest warunkowo stabilna zaréwno ze
wzgledu na krok czasowy jak i predkosé¢ modyfikacji siatki [31], to w prezentowanym

problemie oba te ograniczenia nie sa aktywne.

Przyklad

Przyktad liczhowy dotyczy walcowania lepko—sprezystoplastycznej tarczy w plaskim sta-
nie odksztalcenia. Rozpatruje sie polowe obustronnie $ciskanego para walcéw pasma (rys.
5.16). Obrét walca zalezny jest od przebytej drogi. W strefie kontaktu uwzglednia sie tar-
cie ze wzmocnieniem w strefie sklejenia. Zastosowano material sprezysto—lepkoplastyczny,

opisany w pracach [136, 139] i adaptowany do obliczeii numerycznych w pracy [175]. Pred-
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Rys. 5.15: Przemieszczenie poziome w czasie swobodnego konca preta: (a) przy (A) v =
5-107%,(B) v = 5-107%, (C) v = 5-1073; (b) przy réznych krokach czasowych (y = 5-1073).
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Rys. 5.16: Schemat walcowanego obustronnie pasma.

ko$¢ odksztatcen lepkoplastycznych opisuje zwiazek

o F\\ oF
moa(o(£)) 2 o

v jest wspolczynnikiem pelzania. Funkcja plyniecia F = (3]2)1/2 — oy. Funkcja @ przyj-

mowana jest w formie wykladniczej

N
o(5)-(5)" s

Wyrazenie (-) przyjmuje warto$¢ zaleznie od wartosci funkcji plyniecia F:

pE)mnele)
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We wzorze (5.48) H oznacza funkcje Heaviside’a.

Przyjeto nastepujace dane liczbowe: E=2,05, v=0,3, p=7,83, 1,=0,2 (tlumienie ze-
wnetrzne), 7=5-10"%, u=0,5, N=1, 0,=0,0042. Na rysunkach 5.17 i 5.18 pokazano ko-
lejne fazy dostosowywania sie siatki podzialu oraz naprezenia w chwili, gdy $rodek walca
znajduje sie w glebi pasma.

Przy stalej siatce podzialu otrzymano deformacje pokazane na rys. 5.19. Zdeformo-
wany kontur pokazano w odstepach czasu réwnych 5 ms. Odpowiada to czasowi przejazdu
walca od pozycji —2 cm do pozycji +18 cm. W trzech przejazdach walec deformuje ma-
terial. PdZniej zaobserwowana jest faza odprezenia materiatu. Rysunek 5.20 przedstawia

wykresy naprezen o, zarejestrowane w tych chwilach.

5.3 H-adaptacja

We wstepie do rozdziatu 5 pokazaliSmy, ze proste sposoby zmiany siatki w zadaniu dyna-
miki konstrukeji nie daja pozytywnych rezultatéw. Podkreslilismy tam tez, ze jakakolwiek
zmiana siatki podzialu w trakcie prowadzenia procesu czasowego jest przejSciem do roz-
wiazania innego juz zadania. Zmiana liczby wezléw lub ich rozmieszczenia wprowadza
w istocie zmiane ogdlnej sztywnosci uktadu, a to w konsekwencji zmiane calej odpowie-
dzi uktadu. Wobec tego zmiana ukladu dyskretnego winna sie wiaza¢ z dopasowaniem
wszystkich pozostalych poza geometria parametréw: stalych materialowych i wektoréw
przemieszczen i predkoSci, jako warunkow poczatkowych nowego zadania. W dalszych

rozwazaniach dopuscimy zmiane warunkéw poczatkowych ruchu zadania po adaptacji.

Idea adaptacji polega na wyznaczeniu warunkéw poczatkowych nowego zadania (po
adaptacji) tak, aby wyniki prowadzonych (kontynuowanych) obliczeri réznily sie w moz-
liwie najmniejszym stopniu od wynikéw obliczen prowadzonych przy siatce pierwotnej.
Sprawa otwarta pozostaje, co rozumie sie pod pojeciem wynikéw obliczen. Moga to by¢
przemieszczenia weztéw, ich predkosci, odksztaltcenia itd. W dalszej cze$ci za miarodajne
przyjmiemy: (a) przemieszczenia weztéw, (b) odksztalcenia. Okazuje sie, ze dopiero kom-

binacja liniowa obydwu tych przypadkéw daje pozadane rezultaty.

Zmiana siatki wezléow nastepuje przez dodanie lub usuniecie pewnej liczby weztéw,
przy czym co najwyzej co drugi wezel moze zosta¢ usuniety i co najwyzej jeden wezel
moze by¢é wprowadzony miedzy dwa kolejne. Takie postepowanie zapewnia pozostawie-
nie przynajmniej potowy wezléw wspdlnych, oznaczonych prez C', w siatce pierwotnej A

i zmodyfikowanej B (rys. 5.21).
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Rys. 5.17: Dostosowanie siatki podzialu do koncentracji naprezen (oznaczono polozenie

srodka walca).
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2.0 cm

3.0 cm

4.0 cm

Rys. 5.18: Odksztalcenie krawedzi walcowanej (mnoznik 50) (zmienna siatka podziatu)
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4,5,6

1
1/ 2
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Rys. 5.19: Zdeformowany kontur w kolejnych etapach (mnoznik przemieszczen réwny 10)

(stala siatka podziatu).

5.3.1 Nieciggla w czasie adaptacja typu h
Przejécie przemieszczeniowe

Wektor przemieszczen wezléw siatki pierwotnej A w chwili ¢ oznacza sie przez q; a siatki
zmodyfikowanej B przez q;. Aby wybraé z tych wektoréw elementy opisujace przemiesz-
czenia weztow wspdlnych C' wektory te mnozy sie przez zero—jedynkowe macierze przypo-

rzadkowania II i 11. Blad przejscia do nowej siatki okreéla sie jako réznice przemieszczen
R; = IIq; — 11q; . (5.49)

Miare btedu w sensie najmniejszych kwadratéw na przestrzeni n warstw czasowych okresla
wyrazenie
” ” . T .
I = ZRZTHRHJ = Z (HCIH-1 - HélH—l) (H%-H - Héli+1> . (5.50)
=0 =0
Proces rekurencyjny rozwiazania w kolejnych chwilach czasowych, prowadzony w bazie
wezltéw A, opisuje zwiazek

d4i+1 = Aq;_; + Bq; , (5.51)

a w bazie wezléow B zwiazek
qQi+1 = Aq¢_1 + qu (5.52)

Rekurencyjne zwiazki (5.51) 1 (5.52) mozna zredukowaé do formul, w ktérych przemiesz-

czenia w chwili ¢ + 1 zaleza od przemieszczen w chwilach 11 2:

Qi1 = P; qi + Qz q: , (5.53)
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siatka B

siatka A Z °

@® wezly wspdlne C

Rys. 5.21: Modyfikacja siatki: h—adaptacja.

gi+1 =P, g1+ Q;qz .

(5.54)
Macierze P; i QZ otrzymuje sie wedlug schematu:
Pii=QA, Py=1,
Q1 =P;+Q;,B, Q=0. (5.55)
Analogicznie tworzy sie P; i Q;.
Podstawienie n razy (5.53)1 (5.54) do (5.50) daje w efekcie wyrazenie
n L ~ o N\T
L= (IPiqi + Qiqs — 11P;q1 — 11Qi4: )
=0
: (HPiCII +11Qiqz — ITP;q; — ﬁQifh) - (5.56)
Minimalng warto$¢ I7 uzyskuje sie przy spelnieniu warunkow:
06 oL
— =0 i —=0. 5.57
oq P ( )
Prowadzi to do uktadu réwnai:
i=0 PZTHT P; & + im0 PZTHT nQ;: - &
o PTTIITT(Pqs + Qiqo)
o o (5.58)
Yl QIIIT TP - qy + L, QM7 11Q; - 42 =

o QI (Piqr + Qiq2)
Przejscie odksztalceniowe
Btad wynikajacy ze zmiany siatki mozna opisa¢ odksztalceniami w poszczegdlnych pod-
obszarach j siatki C'

€; =¢&;—&;5.

(5.59)



5.3. HHADAPTACJA 161

Odksztalcenia ¢; i é; wyznacza sie poprzez dzialanie operatora rézniczkowego B; na od-

powiednie przemieszczenia
ej = Bjlljqi, &; = B;I;q; . (5.60)

Trzeba tu zwrdci¢ uwage, ze w obszarze jednego elementu siatki A moga znajdowac sie 2

elementy siatki B lub odwrotnie. Miara bledu jest wéwczas funkcjonat

I = ZH:Z/V (e;— &) D (¢ —&;)dV; . (5.61)

1=0 j

Podstawienie (5.60) do (5.61) oraz uwzglednienie schematéw przejicia (5.53) i (5.54) daje

w wyniku

n . N N N " " " T
I = ZZ/V (BjHjPifh + B;11;Qiqz — B;I;Piq: — BjHjQi(iQ)
J

=0 j
(BT Piar + B,T;Qiqs — B;1T;Pian — BT Qide ) dV; (5.62)
Warunki minimum I,
ol . 0l
"2 20 i 2 =0 (5.63)
oq1 04z

prowadza do uktadu réwnan:

Z?:O IA)ZTIA{]'SZ . q.]. + Z?:O IA)ZTKQZ . (].2 = Z?:O ]‘S;FFA‘Z‘FI

o - o : (5.64)
Yo QTKP a1 + YL QIKQi-a: = Yo QI Fia
gdzie:
K=Y 17t /‘ B DB;dv; 11; , (5.65)
j J
Fip= Y 17 y B! Deitay; . (5.66)
7 J

K jest macierza sztywnosci uktadu B.

Przyklady

Jako zadanie modelowe przyjeto osiowo drgajacy pret podzielony na 20 elementéw prze-
strzennych. Warunki poczatkowe stanowia: q; = 0, q3 = {1,0,...,0}7. Miare bledu
stanowi kombinacja I; (5.50)1 I (5.61)

I=(1-a)lj+al; , 0<a<l. (5.67)
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Rys. 5.22 pokazuje przemieszczenie w czasie swobodnego kofica preta. Pierwszy z wykre-
sow dotyczy zadania pierwotnego, do ktérego nalezy dopasowaé zachowanie zmodyfikowa-
nego uktadu. Nastepne wykresy otrzymano po dwukrotnym zageszczeniu podziatu, przy
réznych wartosciach parametru a. Przypadek a = 0,0 wytwarza pasozytnicze drgania o
duzej czestosci. Przyczyne tego mozna odgadnaé z rys. 5.23, na ktérym pokazano wyli-
czone wektory przemieszczen poczatkowych qo przy wybranych wartosci a. Przy a = 0,0
wynikowy wektor mocno odbiega od ksztaltu zadanego przemieszczenia w uktadzie pier-
wotnym. 7 pozostalych wykreséw widac, ze nawet niewielki udzial czlonu I (a wiec
uwzglednienie odksztalcen) skutecznie stabilizuje rozwiazanie.

W celu poréwnawczym mozna wskazaé rys. 5.4, gdzie pokazano charakter drgan przy

podziale pierwotnym preta na 40 elementdéw.

5.3.2 Ciagla w czasie adaptacja typu h

Adaptacja typu h jest bardzo wygodnym sposobem dostosowania zageszczenia siatki prze-
strzennej do aktualnych potrzeb. W praktyce bardzo szybko, w ciagu kilku krokéw mozna
wystarczajaco siatke zagesci¢ lub rozrzedzi¢. Siatka elementéw czasoprzestzrennych zbu-
dowana jest gléwnie z czworokatow. Elementy trojkatne wykorzystuje sie w celu przejscia
do stref o rzadszym lub gestszym podziale (rys. 5.24). Jak juz wspominaliémy kilkukrot-
nie w tej pracy, proste rozrzedzenie siatki poprzez usuniecie weztéw czy tez wprowadzenie
nowych weztéw w wyniku zwyklej interpolacji przemieszczen i predkosci nie daje zadnych
skutkéow. Brak ciagloSci w czasie pdl przemieszczen i predkoéci burzy zasade zachowania
energii. Sprobujemy zatem zbudowaé ciagle przejscie do nowej siatki wezléw, wykorzystu-
jac w tym celu predkosciowy schemat obliczeniowy z tréjkatnymi elementami (rozdz. 2.4).
Sprawdzenie przydatnosci takich elementow rozpoczniemy od zbadania, na ile skutecznie
mozna dodawaé nowy wezel do siatki. Stanowi to zawsze problem, poniewaz wartosci
w nowym wezle nie mozna wyinterpolowac. Nalezy raczej rozwiazaé zadanie dynamiczne
ograniczone obszarem do dzielonego elementu. Na takie wlasnie postepowanie pozwala
siatka elementéw czasoprzestrzennych, z tréjkatnymi elementami w strefie zageszczania
podziatu przestrzennego.

Przesledzmy uktad elementéw dyskretyzujacy jeden element przestrzenny preta drga-
jacego osiowo, zamocowanego na jednym koncu. W kazdym kroku czasowym dostawiac
bedziemy w Srodku trzeci wezel i wylicza¢ w nim predkosé i przemieszczenie, po czym
bedziemy go odrzucaé (rys. 5.25a). Powtarzajac wielokrotnie ta czynno$é bedziemy mogli
akumulowaé ewentualny blad. W sformulowaniu wykorzystano elementy opisane w (2.119)

lub (2.127). Skrajnemu wezltowi nadano predkos¢ poczatkowa vo=1. Okazuje sie, ze drga-
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Rys. 5.22: Przemieszczenia w czasie kornica preta przy podziale na 20 elementéow oraz po

dwukrotnym zageszczeniu podzialu przy réznych wspélezynnikach a (n = 5).
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Rys. 5.23: Przemieszczenia poczatkowe qz (podzial wtérny na 40 elementéw) przy réznych

wartosciach a.

Rys. 5.24: Przyklad adaptacji siatki z zastosowaniem elementéw czworokatnych i tréjkat-

nych.
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Rys. 5.25: Zageszczanie siatki w czasie (a) 1 ciagla zmiana liczby wezldow (b) — zadania

prébme.

nia maja staly amplitude a okres drgafi T=2v/3/3 ~ 3,628 dokladnie odpowiada okresowi
drgai oscylatora z masa m=1/3. Jest to wielko§¢ wynikajaca z konsekwentnego budowania
macierzy mas. Masa zgranulowana m=1/2 dalaby okres drgan T=v2 ~ 4, 443.

Mozna przytoczy¢ wykres predkosci konca preta w przypadku zastosowania prostej in-
terpolacji wartosci przy wprowadzaniu nowych wezléw (rys. 5.26). Okazuje sie, ze drgania
moga by¢ zbiezne lub rozbiezne. Moze zdarzy¢ sie, ze oba te efekty moga sie wzajemnie
niwelowa¢ (jak np. wida¢ na rys. 5.1), jesli odpowiednio dobierze sie zadanie. Na rys.
5.26 wida¢ zygrakowaty wykres predkosci, ktory wynika ze sztucznie wyznaczanych w co

2 warstwie wartosci. Takie wiec podejscie jest nie do przyjecia.

\%
1.0
0.0
-1.0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ t
0 5 10

Rys. 5.26: Predkos¢ konica preta w czasie — zadanie testowe.

Definitywnym sprawdzeniem skutecznosci ciaglej metody zmiany liczby wezltéw w siatce

jest rozwiazanie zadania pokazanego na rys. 5.25b. Jest to réwniez przypadek jednego ele-
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mentu skonczonego preta. Tutaj jednak konsekwentnie przechodzi sie na zmiane z siatki
rzadkiej do gestej i ponownie do rzadkiej. Operacje powtarza sie cyklicznie. Widzimy
na rys. 5.27, ze wykres predkosci w czasie jest gladki, mimo dodawania wezléw. Za-
znaczono na krzywych punkty odpowiadajace predkosciom wezta skrajnego i srodkowego.
Krzywa wezla srodkowego wytyczona jest w co drugiej chwili gdyz w co drugiej warstwie

istnieje ten wezel. Juz w najprostszym przypadku klatki czasoprzestrzenne, w ktérych

\%

S
N

Rys. 5.27: Predko$¢ konca preta w czasie, przy zmianie liczby weztéw.

dodaje sie lub usuwa wezly, moga by¢ uzyte do skutecznej adaptacji siatki w przestrzeni.
Podziatu elementu z dodaniem wezta mozna dokonac¢ na podelementy o réznej dtugosci.
Zwieksza sie w ten sposéb swobode modelowania. Nalezy pamietac, ze zatraca sie wyzsze

postaci drgan, jesli redukuje sie liczhe wezléw w siatce.

W rozdziale 5 skupiono sie na wykorzystaniu zdolnoséci czasoprzestrzennej siatki do
dostosowywania sie, wedlug okreslonych kryteriéw, do wymogéw zadania. Wykazano,
ze spotykane w literaturze sposoby adaptacji siatki przestrzennej w zadaniach dynamiki,
polegajace na wprowadzaniu i usuwaniu wezléw z wykorzystaniem prostej interpolacii,
nie daja poprawnych rozwiazan. Mozna latwo wykazaé, ze rozwiazania takie nie sa kon-
serwatywne. W niniejszej pracy zaproponowano kilka sposobéw wykorzystania metody
elementéw czasoprzestrzennych w zadaniach adaptacyjnych. Kryteria wykorzystywane
do okreslania strategii adaptacji moga byé rézne. Najczesciej zabiega sie o minimaliza-
cje btedu aproksymacji. Kryterium jest wéwczas oszacowanie btedu aproksymacji funkcji

ciaglych, stanowiacych rozwiazanie, funkcjami prostszymi, np. kawaltkami liniowymi. In-
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nym celem moze by¢ dostosowanie podziatu przestrzennego do okreslonych charakterystyk
zadania. Adaptacja typu r umozliwia redystrybucje siatki, jednak z ograniczeniami pred-
kosci przemieszczania wezléw. Zbadane przypadki drgan struny czy preta pokazuja, ze
bezpiecznym ograniczeniem predkoSci przemieszczania wezléw, z uwagi na stabilno$é roz-
wiazania, jest predko$c rozchodzenia sie fali. Duza trudno$é sprawia tez odwzorowanie pdl
wektorowych, opisanych dyskretnie w jednej bazie wezléw, na pole okredlone druga baza
weztow siatki. 7 matematycznego punktu widzenia proces ten jest aproksymacja, jednak
dotad nie udato sie okresli¢ ogdlnych warunkéw aproksymacji, aby rozwiazanie nie tylko
zachowywalo energie uktadu, ale i nie doznawalo pasozytniczych impulséw sil. Podobne
rozwiazania stosowano do zagadnieii np. przeplywu ciepla [170] lub podobnych probleméw
[156, 1], lecz w takich przypadkach stabilno$¢ rozwiazania nie jest tak istotnym kryterium,
jak w zadaniach drgan mechanicznych. Duzo latwiej jest tez zapewnié stabilno$¢ rozwia-
zan w przypadku zadan opisanych rownaniami rézniczkowymi parabulicznymi, z pierwsza
pochodna wzgledem czasu.

Wieksze walory przezentuje adaptacje typu h. Zaleta jest mozliwosé¢ szybkiego (w ciagu
kilku krokéw) zageszczenia lub rozrzedzenia siatki w praktycznie kazdym stopniu. Pierw-
sze 7 zaprezentowanych podej$¢ opisuje adaptacje z nieciaglym polem przemieszczen lub
predkosci w czasie. Idea jest takie dobranie dyskretnie opisanych pdl wielkosci bedacych
rozwiazaniem, aby kontynuacja obliczen ze zmienna siatka wezléw dawalta rozwiazanie
najblizsze temu, ktdére uzyskatoby sie kontynuujac obliczenia przy nie zmienionej siatce.
Wyniki sa obiecujace, cho¢ znaczny jest koszt obliczen. Nalezy mianowicie wykonaé cza-
sochtonne operacje macierzowe w kilku lub kilkunastu warstwach poprzedzajacych zmiane
siatki. W praktyce taka czynno$é moze by¢é wykonywana raz na kilkaset krokdw czasowych.
W innym przypadku koszt przewyzsza osiagniete korzysci.

Najpowazniejszym osiagnieciem badan nad adaptacja siatki przy zastosowaniu me-
tody elementéw czasoprzestrzennych jest ciagta w czasie adaptacja typu h, wykorzystujaca
tréjkatne (symplektyczne) elementy opisane predkosciami przemieszczen. Nie natrafiono
w literaturze na skuteczne zastosowanie dyskretnych metod analizy dynamicznej konstruk-
cji z wykorzystaniem h-adaptacji. Tréjkatne elementy czasoprzestrzenne zastosowano do
przejscia od siatki rzadkiej do gestej i na odwrét. Operacje takie nie niosa tlumienia
lub wzbudzenie pasozytniczego, nie wplywaja tez na zmiane okresu drgan. Nie wprowa-
dzaja wiec ubocznych efektéw, odpowiadajacych w praktyce dziataniu impulséw sity lub
zmianie wlasnosci mechanicznych uktadu (co prowadziloby do bledu fazowego i amplitu-
dowego). Jest to niewatpliwie duzy krok w dziedzinie adaptacji siatek w modelowaniu

réwnan rézniczkowych typu hiperbolicznego.
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Rozdzial 6

Whnioski

W pracy zaprezentowano czasoprzestrzenne modelowanie dynamicznych zagadnien kon-
taktowych. Idea metody polega na podobnym traktowaniu zmiennej czasowej i zmien-
nych przestrzennych. Interpolacja wielkoSci opisujacych zadanie, oparta na wartosciach
wezlowych tych wielko$ci, nie daje sie w ogdlnym przypadku przedstawi¢ jako iloczyn
interpolacji w przestrzeni i w czasie. W szczegdlnych przypadkach sformulowania cza-
soprzestrzenne odpowiadaja klasycznym podejSciom wykorzystujacym metode elementow
skonczonych w przestrzeni zmiennych rzeczywistych i numeryczna metode catkowania réw-
nania rézniczkowego w czasie. Uzyskano jako$ciowo nowe rezultaty, pozwalajace dalej
wykorzystywac rozwiniete w pracy sformutowania do analizy numerycznej szrokiej klasy
zagadnien, ktdre dotad nie dawaly sie tatwo modelowaé klasycznymi metodami dyskretnej

analizy konstrukcji.

W pracy przedstawiono dwa sformutowania dyskretyzacji czasoprzestrzennej: pierw-
sze, postugujace sie przemieszczeniami i prowadzace do schematu tréjwarstwowego oraz
drugie, opierajace sie na predkosciach i dajace schemat dwuwarstwowy. Sformutowanie
przemieszczeniowe jest atrakcyjne, kiedy zastosuje sie elementy czasoprzestrzenne o ksztal-
tach symplekséw. Wtedy réwnania wynikowego ukltadu mozna rozseparowac i znaczaco
obnizy¢ koszt obliczeniowy zadania. 7 tej atrakcyjnej wlasnoéci mozna skorzystac, jesli
jest sie zmuszonym do konstruowania konsystentnych macierzy bezwladnoéci i ttumienia.
CzeSciej niz w samej mechanice konieczno$¢ taka zachodzi w problemach szeroko rozumia-

nej fizyki matematycznej.

Druga cecha odrézniajaca czasoprzestrzenne sformutowanie przemieszczeniowe od kla-
sycznych metod catkowania rownan rézniczkowych ruchu jest mozliwo$¢ modyfikacji siatki

w czasie. Dotyczy to zaréwno polozenia wezlow w przestrzeni, ktore moze sie zmieniaé
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w sposéb ciagly z pewnymi ograniczeniami, jak i skrdcenia kroku czasowego w wybranych
obszarach. Zdecydowanie utatwia to modelowanie zjawisk zmiennych w czasie a w szczegdl-
nosci uwzglednienie zmieniajacej sie strefy kontaktu w przestrzeni i w czasie. Wprowadze-
nie dodatkowych wezléw w czasie pozwala precyzyjnie ujac przedzial czasowego kontaktu.
Sformutowanie przemieszczeniowe pozwala na tatwiejsze od predkosciowego uwzglednie-
nie ograniczen wynikajacych z warunkéw kontaktu. Te ostatnie zazwyczaj sa opisywane

wlasnie przemieszczeniami.

Grupa przemieszczeniowych schematéw obliczeniowych wykorzystujaca sympleksy zwy-
kle jest warunkowo stabilna ze wzgledu na krok czasowy. Ograniczenie to w przypadku
zadan nieliniowych nie jest dokuczliwe gdyz i tak najczeSciej przyjmuje sie krotki krok
czasowy aby dokladnie uwzglednié efekty nieliniowe (kontakt, tarcie itp.).

Drugim omdéwionym w pracy podejsciem jest sformutowanie predkosciowe. W szcze-
gélnym przypadku jest ono identyczne ze sformulowaniem przemieszczeniowym, jak i cala
grupa klasycznych metod catkowania réwnan rézniczkowych (metody Rungego-Kutty,
Newmarka, réznic centralnych). Pozwala ono bezposrednio uwzgledni¢ réwanania konsty-
tutywne opisane predkosciami odksztalcen i w zwiazku z tym moze byé skutecznie wyko-
rzystywana przy modelowaniu duzych deformacji czy plastycznego plyniecia. Takze w tym
przypadku zastosowanie symplekséw daje tréjkatne macierze wspdlezynnikéw uktadu réw-
nan. Sformutowanie predkosciowe pozwala uzyskaé¢ schematy bezwarunkowo stabilne, cho-

ciaz nie wszystkie warianty elementéw symplektycznych tym sie charakteryzuja.

Ruch punktu materialnego w strefie kontaktu (wejscie w kontakt, odrywanie) opisany
jest nieciagla funkcja predkoéci. W pracy pokazano sposéb modyfikacji ruchu punktu przed
wejSciem w kontakt z przeszkoda, tak aby jego predkosc byla funkcja ciagla a zarazem aby
spelnione byly przemieszczeniowe warunki kontaktu. Podejscie to jest uniwersalne i moze
by¢ stosowane we wszystkich metodach bazujacych na predkosciach jako podstawowych
wielko$ciach opisujacych zadanie.

Zaprezentowane w pracy podejScia sprawdzono na prostych zadaniach testowych. Po-
zwolito to uwypukli¢ charakterystyczne zjawiska i ulatwilo obserwacje i ocene skutecznosci
metod w konkretnych przypadkach. Wykorzystywano modele ustrojow jednowymiaro-
wych (struna pret drgajacy osiowo i poprzecznie), dwuwymiarowych (plaski stan napreze-
nia, stan osiowosymetrycznego odksztalcenia, plyta) oraz tréjwymiarowych (przestrzenny
stan odksztalcenia). Powodzenie w przypadku prostszych zadan pozwolilo przejs¢ do mo-
delowania bardziej ztozonych uktadéw: dynamicznego zgniatania cylindra z zewnetrznym
i wewnetrznym kontaktem, badanie stabilno$ci drgan uktadu pantografiwego poruszaja-

cego sie po nieskonczenie dlugiej strunie, generowania korugacji w kole kolejowym, spre-
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zystego odbicia obreczy wzmocnionej jednostronnie pracujacymi szprychami (ciegnami).

Zagadnienie opisane w niniejszej pracy nie jest zamkniete. Pozostaje caly szereg kwe-
stii, ktore nasuwaja sie w kolejnych rozdziatach. Jest to chocby zastosowanie réwnolegtego
obliczania zadan. Mozliwos$¢ rozseparpwania uktadu globalnego, fizycznego i matemetycz-
nego, na podukltady pozwala rozdzieli¢ wysitek obliczeniowy na wiele procesoréw kompu-
tera. Ta sama cecha pozwala wyseparowa¢ poduktad ograniczony do kilku badZ jednego
elementu, w ktérym prowadzi sie wolno zbiezny iteracyjny proces obliczeniowy, i analizo-
wac go odrebnie. Wyseparowane czasoprzestrzenne rozety elementéw symplektyczych sa
niczym innym jak macierzowymi operatorami przejScia do nastepnego kroku czasowego
na poziomie danego wezla. Operatory te maja stale rozmiary, niewielkie w poréwna-
niu z catym ukladem, i moga by¢ wyznaczone analitycznie. Dalszym krokiem bedzie juz
potaczenie rachunku symbolicznego z przybliZzonym wyznaczaniem wynikowych wartosci
dzialania tych operatordow.

Sprawa otwarta pozostaja tez doSwiadczenia zwiazane ze zmiana liczby weztéw w siatce
przestrzennej w przypadku duzych ukladéw rzeczywistych jak i zwiazane z tym badania
analityczne.

Zagadnienia rozwiniete w pracy mozna z tatwoScia zastosowaé¢ w zadaniach transportu
masy, ciepta, czy tez w problemach termosprezystoSci. Z uwagi na nizszy rzad pochodnych
wzgledem czasu i sam charakter fizyczny takich zadan mozna oczekiwaé wyzszej jakoSci
rozwiazan podejSciem czasoprzestrzennym w poréwnaniu z dotychczas stosowanymi me-

todami.
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Summary

Dynamic contact problems are solved by computer means for the reason of complexity of
phenomena that occur in high speed processes. A rail-wheel contact, high speed metal
forming or crash are the practical examples of such a group of problems. Existing numerical
methods have, however, some limitations. They disable for example the arbitrary meshing
both in space and in time, which would increase the accuracy of computation and the
precision of contact zone modeling.

In the thesis the advanced way of numerical modeling of dynamic contact problems
in the time space was presented. First the formulation of the space—time finite element
method was presented. Both the displacement and velocity formulation was developed.
The space—time approach presented in the thesis can be considered as the extension of the
finite element method, which is usually applied to space. In FEM time variable requires
the separate treatment. The discretization is uncoupled. In the space—time finite element
method the discretization is applied at the same time to the space and to time, ie. to
the time space. The spatial and time discretization are coupled. It was shown that in
the particular case the presented approach is identical with the finite element method
applied to spatial derivatives, and the difference method applied to time derivatives. In
the general case the structure can be split into finite subdomains in the non stationary
way. Properties of the method were examined in details. The amplitude error, phase error
and numerical damping were tested and compared with other methods. Special shapes
of space—time finite elements (simplex—shaped) decouple the resulting system of algebraic
equations. It eliminates the triangulation stage in the solution process. Physical properties
of the simplex shaped mesh are interesting since the information flow in the direction of
slope edges in the space—time mesh is limited. It enables to treat infinite uni—-dimensional
structures subjected to a fastly mooving load by reducing the infinite system of finite
elements to a set of few elements only.

The soft way method was used for contact conditions. The contact conditions with

singular velocity in the contact were modified to obtain continuous displacement and
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velocity functions. The displacement is computed in a consistent way from the velocity.
Both the consistency and continuity were achieved by the reduction of the velocity one
time step before the penetration. Another way proposed for contact modelling is directly
derived from the space-time finite element modeling. The time step is divided in the
selected part of the somain, in our case in the contact region. Triangular space—time
elements were used to this purpose. Presented technique was applied in the simulation of
the corrugation generation in the train wheel. The solution of the problem, intensively
investigated by researchers, showed the wave nature of the wheel polygonization.

The adaptivity of the mesh is the fundamental advantage of the space—time approach.
The r—adaptive technique enables to relocate the mesh joints, with the limited speed, ho-
wever. The h—adaptive method allows to add or remove nodes in space and in this way to
refine or coarsen the spatial mesh. Mesh adaptivity applied to structural dynamics should
fulfil strong restrictions. Since each perturbation in the mesh or in nodal values considera-
bly changes the response of the modified system, the simple interpolation for incorporated
joints fails. In the thesis the space—time triangular elements described by velocities enables
successful h—-adaptation for vibrating structures, not only in low frequency range but also

in wave problems.
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