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ROZWIAZYWANIE UKLADU ROWNAN
PRZY RZADKIEJ MODYFIKACJI MACIERZY GLOWNEJ

Streszczenie

W opracy przedstawiono algorytm odwracania rzadko modyfikowanej macie-
rzy uktadu réwnan lintowych oraz zastosowania go do rozwiqzania ukladu réwnat
ze zmodyfikowanqg macierzq. Przedstawione rozwigzanie jest skuteczne, gdy liczba
modyfikowanych elementéw jest duzo mniejsza od rozmiaru macierzy. Metoda jest
atrakcyjna, gdy modyfikowane elementy zajmujq dowolng pozycje w macierzy.

SOLUTION OF THE SYSTEM OF EQATIONS IN THE CASE
OF SPARCE MODIFICATION OF THE MAIN MATRIX

Summary

A simple solution algorithm for the inversion of sparcely modified matrix oj
a linear system of equations is presented and then applied to solve a system of
equattons with modified matrix., Presented solution is efficient when the number
of modified elements is far less then the matrix dimension. The method is attrac-
tive when modified elements have any positions.

1. Wprowadzenie

W wielu zagadnieniach mechaniki budowli zasadniczym problemem
jest otrzymanie rozwigzania macierzowego ukladu réwnan. Jednokrotne
przeprowadzenie takiej operacji nie przedstawia zwykle trudnosci. Kie-
dy jednak ukiad réwnan ma by¢ rozwigzany wielokrotnie w trakcie
obliczen, przyjete algorytmy najczesciej okazujg si¢ nieefektywne. Przy-
kladem mogg by¢ tu zagadnienia dynamiczne, kiedy to dokonuje si¢ cat-
kowania rézniczkowego réwnania ruchu, zagadnienia reologiczne, plastycz-
nogci, W metodach krokowego rozwigzywania zadan nieliniowych naj-
czgbcle) przyjmuje si¢ jako znane pewne wartoSci niezbedne do wy-
konywania kroku a nast¢pnie po uzyskaniu wynikow sprawdza popraw-
no§¢ ich przyjecia. Jesli réznice sq zbyt duze, ponawia si¢ obliczenia
poprawiajgc wstepnie przyjete wartosci. W wigkszosci przypadkoéw kolej-
ne przyblizenia w danym kroku obliczeniowym otrzymywane sy jako
rozwigzania ukladu réwnan liniowych z modyflikowang kolejno macie-
rzq glowng. Osobnym problemem, nie rozwazanym w niniejszej pracy,
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sg przypadki zadan nieliniowych, w ktérych mozna rozseparowa¢ Wplyy,
liniowy i nieliniowy a ten ostatni przenie$s¢ do wektora prawych strop
Wspomniana modyfikacja macierzy moze mie¢ miejsce W przypadg,
zmiany wilasnosci materialowych w pewnych elementagch dyskretys,
wanej konstrukcji, zmiany warunkéw brzegowych, wiezO0w niesymetryc;,.
nych, w zadaniach kontaktowych itp.

W dalszej cze$ci przedstawiony zostanie sposéb znajdowania macje.
rzy odwrotnej do danej macierzy zmodyfikowanej, jesli znana jest mj.
cierz odwrotna do macierzy niezmodyfikowanej. Uogoélniono tu podany
przez Kowalczyka [1] sposéb odwracania macierzy przy modyfikacji jed-
nego elementu macierzy. Wykorzystujgc otrzymane zaleznosci opraco-
wano sposéb rozwigzywania ukladu réwnan liniowych po modyfikacjj,
jesli znane jest rozwigzanie przed modyfikacjg. W obydwu przypadkach
zalgczono przykladowe programy obliczeniowe, ktére moga byé¢ latwo

wykorzystane.

2. Odwracanie macierzy zmodyfikowanej

Niech dana bedzie macierz A, ktérej macierz odwrotna A~ jest zna-
na i macierz B o wyrazach f;; i o wymiarach identycznych co A o nie-
wielkiej liczbie niezerowych elementéw. Mozna zapisaé¢, ze jest

n
B=2 bee 1)

gdzie: n — liczba niezerowych elementéw w B,

®
L3
I
e O = e

0

7

i — cigg numerdéw wierszy kolejnych elementéw b,
j — cigg numeréw kolumn kolejnych elementéw b.

Macierz, do ktérej szukana jest macierz odwrotna, oznaczono A.

v n ,
A Bl & e. e (2)
A=4+8 l§1bl i G
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Rozpatrzmy tozsamos¢

n ’ -1 -1 n n ’ '1) s
- + 2> e. e, A =
(A +Z ble‘lell)(A At 2 T e o

=[o-§ 5 pke.?.' A"*-Ebee]A*' @)
k=1 n=| e he) Y 1
+Zbe Al 23 o 4
2. e.
=1 4 N k=1 m 'm
Nalezy tak dobra¢ wspoélczynnik py., aby prawa strona (3) réwnala
si¢ macierzy jednostkowej I.

n n ' -1
- - Al + A 2 2 e.ec. A'=0
kZI n‘f.‘lpmek JrnA EblelleJl Eble e 28 m_1pkm £ 9. -
Poniewaz
e, A7%¢;=q,; , a,; — element macierzy A~ (5)

to po rozpisaniu wartosci p mozna znalezé¢ rozwigzujgc uklad réwnan (dla
przykiadu przyjeto macierz B o trzech niezerowych elementach)

o - = - - =
b1°ﬁlil+l bl"ﬁli2 b1°ﬁli3 Pii P12 Pj3 b, 00
0%, bz"ﬁziz+l B3%, 1, Py P2 Pp3 | =| O ~b,0
D3 Ba%, D3%.i, HJ P31 P3y Pi3 ol g

(6)
lub
H.P=D 7
Woéwecezas
P=H- D 8)

Jezeli macierz A po modyfikacji staje si¢ macierzg osobliwg, to wow-
czas macierz H tez jest osobliwa.
Oznaczajgc przez h;; elementy macierzy H™' otrzymujemy

™ - - - -
'hl 1b1 'hl 2b2 'hl 3b3
. hy by hyby, hysby ©)
| “hsy b, *hy,b, "hy;3b,

Poniewaz elementy macierzy P spelniajg warunek (4) wiec z (3) jest

v

s 2 2 n
Al=aleal B % pmeq AY = 4t PaT (10)
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gdzie &, i m s3 macierzami zerojedynkowymi przyporzgdkowujacymi ele.
menty macierzy P pozycjom w macierzy o rozmiarze macierzy A.

Ostatecznie ,
A=A+ x, PrT,A™?) (11)

Uwaga 1. Do wyznaczenia macierzy odwrotnej do A nalezy zna¢ co
najmniej n wierszy macierzy A

Uwaga 2. Do wyznaczenia macierzy odwrotnej do A nalezy znaé¢ do-
kladnie tyle wierszy macierzy A, ile jest réznych drugich
indeks6w wyrazow .

Uwaga 3. W przypadku macierzy symetrycznej A zamiast wierszy
macierzy wystarczy zna¢ odpowiednie kolumny macierzy
AL,

Przyktad liczbowy

Niech macierz A ma postaé¢

1 2 3 4
12 & 6 7
4=13 6 8 9
4 7 9 6
elementy macierzy B niech wynoszg

b,=pf=2

bz=B;3=1

b;=B8,=1

Macierz A przyjmuje postac
1 4 3 47

v, 1805 16i.%7
A4=13 8 8 9
4 7 9 6

Macierze A, H i H™* majg postacie
| —8,5 —3,5 75 —1,5
A | =85 05 15 —05
7’5 1)5 _5,5 1,5
-1:5 ;. 010 1,6 —0,5

—6 3 1
H=|—7 4 1
—85 175 —2,5
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—2,06 1,77. —0,12
H™'=| —3,086 2797 —0,12
—2,18 2,29 —0,35
Wykonanie operacji (9) i (11) daje w wyniku macierz A
2,18 1,35 —229 0,41 |

JAa| 1,53 0,06 —0,8 0,24

—1,88 —0,76 1,47 —0,06

—0,41 0,18 0,35 —0,29

0001
0002

0003
0004
0005
0006

0007
0008
Q0C?
0010
0011
0012
0013
0014
0015

CRx¥
Cx%x
Cx¥%*
Cx%%
Cxx%
%%
Cx%x
Cxxx

16
100

200

ALGORITHM 1

SUBROUTINE INVMOD (AINVsARsBs I 9 JyHsNsNSIZE)
DIMENSION AINV(NSIZEsNSIZE) sAR(NSIZEsNSIZE) »B(N) s I(N) yJ(N)

1HNIN)

AINV — INVERTED MATRIX A

I - A SEQUENCE OF ROW NUMEERS OF ELEMENTS B
J - A SEQUENCE OF COLUMN NUMEERS OF ELEMENTS B

NSIZE - A SIZE OF MATRIX A
N — NUMBER OF ELEMENTS E
AR - RESULT MATRIX

DO 100 K=1,N

DC 10 L=1:N

H{KsL)=B(K) *AINV(J(K) - T (L)}
H(KsK) =H(KsK) +1. . 5
INVERSICN OF MATRIX H
CALL INV(H'N)

[0 200 II=1.NSIZE

DO 200 K=1:NSIZE
AR(IL,K)=AINV(II K}
DG 200 JJ=1sN

3 200 L=1»N

ARC(IIKY=ARCIIK)-AINV(II-I{JI) ) ¥H(JJsL) ¥B (L) ¥AINV(J (LY +KD

RETURN
END

Wszystkie obliczenia mogg by¢ wykonane przy wykorzystaniu za-
mieszczonego algorytmu 1.

3. Rozwigzanie ukladu réwnan przy zmianie malej liczby elementéw
macierzy ukladu.

Niech bedzie dana macierz symetryczna A oraz macierz rzadka B.
Niech A bedzie zmodyfikowana macierzg A.

A=A+B ’ 12)
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Jezeli znana jest macierz A~' to w prosty sposOb mozna znales roz.
wigzanie ukladu

Ab=F; A~ F=5 "

Stosujgc (11) mozna zapisac

Ad=(I+ mPa",4~")F (14

JeSli oznaczy si¢

\J
F=I+4 n,Pr",A"Y)F (15)
to mozna zapisa¢ ostatecznie
Cc ALGORITHM 2
0001 SUBROUTINE MODIF (AINVsBsI5JsFyMSIZE)
0002 DIMENSION H(Nyt) sRI(N)
0003 DIMENSION AINV(MSIZEsMSIZE) rB (M) oI (M) 9 JINY,T (MSIZE)

Cx%% MODIFICATION OF RIGHT HANI! VECTOR IN A SYSTEM

C*x% 0OF EQUATIONS INSTEAD OF MATRIX MODIFICATION

C %% ~

Cx¥%x% AINV - INVERTED MATRIX A

Cx%¥% B - MODIFYING ELEMENTS

Cx%% T — NUMBERS OF ELEMENT ROWS IN MODIFYING MATRIX B
Cx¥%% J - NUMBERS OF ELEMENT COLUMNS IN MODIFYING MATRIX B
Cx%% MSIZE - DIMENSION OF MATRIX A

Cx%% N - NUMBER OF MODIFYING ELEMEMTS

C*%% F -~ RIGHT HAND VECTOR

CHxx
C GENERATION OF MATRIX H
0004 DO i K=1,N
0005 DO 1 L=1,N-
0006 H(KsL) =B (K) ¥AINV (I (K) - T (L))
0007 IF(K.EQ.LYH(KeL)=H(KsL) +1.
0009 1 CONTINUE
c INVERSION OF MATRIX H
0010 CALL THY (HyN)
C GENERATION OF VECTOR F
0011 DC 2 K=1,1
0012 R(K)=0.
0013 D0 2 L=1,N
0014 D0 2 M=1,MSIZE
0015 ,2 ROK)Y =R (K) =H (L) % B (L) *ATNV (J (L) 5 H) %F (M)
0016 DO 3 K=1,N
0017 3 FCICK) =R (KY +F (I (K) )
0018 RETURN '

0019 END
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W obydwu przypadkach (13 i (16) otrzymuje sie to samo rozwigzanie.

Zwiazki (15) i (16) obowigzujg dla dowolnej postaci macierzy A (nie
musi by¢ ona macierzg symetryczng). Jednak pelng skuteczno$é przed-
stawionego sposobu rozwigzywania ukladu réwnan uzyskuje sie w przy-
padku, w ktéorym macierz A jest symetryczna. Dla takiego przykladu
zostal opracowany zamieszczony algorytm 2.

W zakonczeniu podkreslic nalezy, ze znajomo$¢é macierzy odwrotnej
A~ potrzebna jest jedynie w ogoélnych rozwazaniach teoretycznych.
W praktyce wykorzystywane sg jedynie pewne kolumny tej macierzy,
ktore w razie potrzeby sg obliczane.
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