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Rozdział 1
WstępWe w
zesnym okresie burzliwego rozwoju metod komputerowy
h, przypada-daj¡
ym na lata osiemdziesi¡te ubiegªego stule
ia, bada
ze analizowali i opi-sywali podstawowe wªasno±
i dyskretny
h metod obli
ze«. Byªy to m.in.:

• wpªyw zag�sz
zenia siatki elementów sko«
zony
h na wyniki, osza
o-wanie bª�du aproksyma
ji,
• zmniejszanie rozmiaru zadania przez stosowanie te
hnik kondensa
jistaty
znej i dynami
znej, podziaªu na podukªady itp.,
• tworzenie i badanie wªasno±
i nowy
h, dokªadniejszy
h modeli elemen-tów sko«
zony
h, gªównie elementów zginany
h, analiza zjawiska blo-kowania stopni swobody (ang. lo
king), przesztywnienia, uwzgl�dnie-nie zªo»ony
h zwi¡zków konstytutywny
h,
• opra
owanie metod 
aªkowania równa« ró»ni
zkowy
h ru
hu, 
harak-teryzuj¡
y
h si� bezwarunkow¡ stabilno±
i¡, niskim kosztem obli
ze-niowym i odpowiednio dobranymi 
harakterystykami tªumienia drga«paso»ytni
zy
h.�¡
zono mo»liwo±
i znany
h te
hnik (metody ró»ni
 sko«
zony
h i elemen-tów sko«
zony
h), za
z�ªy powstawa¢ nowe metody (metoda elementów brze-gowy
h, elementy ru
home, metody bezsiatkowe). Ograni
zone mo»liwo±
iobli
zeniowe komputerów nadal zmuszaªy do pra
 nad popraw¡ wydajno±
iobli
zeniowej algorytmów. Wraz ze wzrostem mo
y pro
esorów i obni»eniemkosztu pami�
i opera
yjnej wysiªek twór
ów oprogramowanie przesun¡ª si�ku poprawie wykorzystania istniej¡
y
h programów obli
zeniowy
h: udo-skonalono sposób wprowadzania dany
h oraz opra
owano atrak
yjne formy1



2 1 Wst�pwizualiza
ji wyników. Programy komputerowe za
z�to powsze
hnie wyko-rzystywa¢ w prakty
e in»ynierskiej.Dzisiaj modelowanie komputerowe powsze
hnie obejmuje zjawiska zmien-ne w 
zasie. Zarówno wiedza, jak i narz�dzia komputerowe pozwalaj¡ nauwzgl�dnienie wielu 
zynników wpªywaj¡
y
h na pro
esy w konstruk
ja
ho skomplikowanym ksztaª
ie. Jedno
ze±nie 
oraz mniej wagi przywi¡zuje si�do o
eny poprawno±
i otrzymany
h wyników, a uwag� skupia si� na mo»li-wie wiernym odwzorowaniu geometrii. Modelowanie geometry
zne, odpo-wiedni dobór typu elementów sko«
zony
h, a nast�pnie obrazowanie pólnapr�»e« � to 
zynno±
i, do który
h zwykle ograni
za swoje dziaªania in-»ynier, u»ytkownik pakietu obli
zeniowego. Coraz rzadziej po±wi�
a si� 
zasna poznanie wªa±
iwo±
i numery
zny
h i me
hani
zny
h tworzony
h modeli.St¡d te» w wielu przypadka
h otrzymuje si� wyniki trudne do interpreta-
ji. Uwida
zniaj¡ si� efekty wynikaj¡
e z wªasno±
i modelu numery
znego.Niekiedy mog¡ by¢ one mylnie uznane za 
e
hy badanego zjawiska. Ró»ni
ew wynika
h uzyskiwany
h dwoma pakietami komer
yjnymi przestaj¡ budzi¢niepokój. Wiedza i do±wiad
zenie naukowe powoli zast�powane s¡ wiedz¡o sªaby
h punkta
h pakietów obli
zeniowy
h i sposoba
h pokonywania na-potykany
h trudno±
i te
hni
zny
h. Przykªadem mog¡ by¢ pakiety sªu»¡
edo symula
ji zderze« pojazdów. Wykorzystywana w obli
zenia
h jawna me-toda 
aªkowania równa« ró»ni
zkowy
h okazuje si� niestabilna w przypadkuelementów dyskretny
h o drobny
h wymiara
h, lekki
h i stosunkowo sztyw-ny
h. W takim przypadku upowsze
hniª si� sposób zapobiegania niestabilno-±
i przez sztu
zne powi�kszenie masy w wybrany
h punkta
h. Uzyskuje si�rozwi¡zanie stabilne, a nast�pnie skaluje otrzymane wynikowe wykresy, by
z�±
iowo zniwelowa¢ wpªyw takiej opera
ji i dopasowa¢ je do wyników eks-perymentalny
h. Dziaªania staj¡ si� 
oraz bardziej przypadkowe, a wyniki
oraz mniej wiarygodne. O uznaniu rozwi¡za« zada« za
zyna de
ydowa¢wielka li
zba stopni swobody w modelu numery
znym, id¡
a w miliony, orazatrak
yjna wizualiza
ja wyników. Nie przywi¡zuje si� nale»ytej wagi do me-rytory
znej strony zadania, pozostawiaj¡
 t� spraw� twór
om oprogramowa-nia.Wgl¡d w raporty pra
 zwi¡zany
h z modelowaniem komputerowym po-kazuje, »e zwykle d¡»y si� do zobrazowania obli
ze« oraz opisowego pod-sumowania spostrze»e« ilo±
iowy
h. Bardzo rzadko u»ytkowni
y potra�¡merytory
znie odnie±¢ wyniki do zjawisk me
haniki konstruk
ji i sprowa-dzi¢ my±lowo problem do prosty
h, znany
h zjawisk, jak np. propaga
ja fali,odbi
ie, stabilno±¢ ru
hu, odpowiednie sprz�»enia itp. Jedynie rozumieniezjawisk i umiej�tno±¢ i
h wyodr�bnienia mo»e prowadzi¢ do udoskonaleniabada«, przez 
ho¢by metody
zne wprowadzanie zmian w zadaniu. W prze-



3
iwnym wypadku jest si� skazanym na drog� kolejny
h prób i bª�dów. Po-prawa zadania odbywa si� w du»ym stopniu przypadkowo. Nie mo»na w ta-kim przypadku li
zy¢ na dobre efekty in»ynierskie.W kolejny
h rozdziaªa
h zajmiemy si� wybran¡ grup¡ zada« zwi¡zany
hz dynamik¡ i drganiami wywoªanymi ru
homym ob
i¡»eniem. W sz
zególno-±
i poka»emy mo»liwo±
i zastosowania metody 
zasoprzestrzenny
h elemen-tów sko«
zony
h w zadania
h dynamiki. Wska»emy atrak
yjne, z punktywidzenia bada
za i in»yniera, 
e
hy i wªasno±
i metody. Skrótowo omówimyte» wybrane klasy
zne metody obli
zeniowe. Poka»emy ró»ni
e i podobie«-stwa z metod� elementów 
zasoprzestrzenny
h. Podane informa
je pomog¡
zytelnikowi zdoby¢ 
z�±¢ do±wiad
ze« przydatny
h w obli
zenia
h kompute-rowy
h zada« dynamiki konstruk
ji i w interpreta
ji uzyskiwany
h wyników.Obe
ny poziom rozwoju te
hnik obli
zeniowy
h i symula
yjny
h zde
y-dowanie zmieniª propor
je mi�dzy wªasnym twór
zym wkªadem w pro
esobli
zeniowy, prowadzony wedªug przemy±lanego planu, opra
owanego algo-rytmu, napisanego wedªug wªasnej wiedzy matematy
znej programu kompu-terowego, a wykorzystaniem skatalogowany
h w pakieta
h komputerowy
h,zalgorytmizowany
h rozwi¡za«, o który
h zwykle niewiele wiemy. W pierw-szym przypadku musimy dysponowa¢ odpowiedni¡ wiedz¡ spe
jalisty
zn¡,zwªasz
za matematy
zn¡, umiej�tno±
i¡ stosowania metod komputerowy
h,programowania i interpreta
ji wyników. W drugim � musimy zda¢ si� nadost�pne, zwykle nie w peªni odpowiadaj¡
e naszym potrzebom komer
yjnepakiety obli
zeniowe. W obu przypadka
h potrzebujemy wiedzy o metoda
hobli
zeniowy
h, o najlepszy
h w danym przypadku modela
h matematy
z-ny
h i numery
zny
h, i
h wªasno±
ia
h i osobliwo±
ia
h.Naj
z�±
iej spotykanym problemem, jaki napotykamy przy budowie wªa-sny
h programów obli
zeniowy
h lub wykorzystaniu gotowy
h narz�dzi kom-puterowy
h jest dobór dany
h materiaªowy
h. Przykªadowo ªatwo jest przy-j¡¢ moduª spr�»ysto±
i podªu»nej stali lub betonu, ale prawdziwym wyzwa-niem jest ju» warto±¢ wspóª
zynników tªumienia ty
h materiaªów w konkret-nej konstruk
ji. Bez bada« eksperymentalny
h nie sposób ustali¢ sztywno-±
i w�zªów przytwierdzenia, sztywno±
i gumowy
h przekªadek spr�»ysty
hw przyj�tym zakresie pra
y, sztywno±
i poª¡
ze« szyn. Co gorsze, uzyskanew konkretnym przypadku dane w ograni
zonym zakresie nadaj¡ si� do za-stosowania w inny
h przypadka
h.Szeroki zakres tematyki zostaª w niniejszej ksi¡»
e ograni
zony do grupytematów zwi¡zany
h ze zjawiskami dynami
znymi w transpor
ie szynowym.W tej dziedzinie w ostatnim okresie zaszªo wiele zmian.



4 1 Wst�pObserwowany w transpor
ie szynowym wzrost pr�dko±
i pojazdów w prze-woza
h pasa»erski
h i wzrost ªadowno±
i w ru
hu towarowym po
i¡ga za sob¡zwi�kszenie dynami
znego ob
i¡»enia ukªadu koªo-szyna. Jedno
ze±nie 
e-lem jest obni»enie poziomu haªasu i podniesienie bezpie
ze«stwa przejazdu.Poszukiwane s¡ nowe rozwi¡zania zarówno konstruk
ji toru jak i pojazduszynowego. Mo»na zaobserwowa¢ przy tym tenden
j� do wykorzystaniaoptymalny
h parametrów tego ukªadu. Stany rezonansowe i dynami
znestany kryty
zne powoduj¡ prze
i¡»enia. Jednym ze zjawisk tego typu jestsamowzbudne narastanie drga«. Bezpo±rednio wi¡»e si� to z problemem sta-te
zno±
i oddziaªywania i ru
hu to
znego zestawów koªowy
h. Zjawiska tew ru
hu pojazdów szynowy
h powinny by¢ bezwzgl�dnie eliminowane.
1.1. Metody przybliżoneMetody obli
zeniowe stosowane w prakty
e nie pozwalaj¡ na wierne odwzo-rowanie zjawisk za
hodz¡
y
h w opisywany
h pro
esa
h. Mimo wysiªku i za-

Rysunek 1.1: Dys
ypliny wiedzy wykorzystywane w modelowaniu zjawisk.



1.1 Metody przybli»one 5anga»owania wiedzy z wielu dys
yplin (rys. 1.1) nie potra�my opisa¢ wszyst-ki
h wyst�puj¡
y
h zjawisk. Z tego wzgl�du staramy si� oddzieli¢ je od sie-bie i skupiamy uwag� na pojedyn
zym zjawisku. Ale i w tym przypadkuzmuszeni jeste±my 
ofn¡¢ si� jesz
ze bardziej i pogodzi¢ si� z rozwi¡zaniemprostszy
h problemów, zna
znie odbiegaj¡
y
h od naszy
h po
z¡tkowy
ho
zekiwa«. Uprosz
ze« dokonujemy na ka»dym etapie pro
esu obli
zenio-wego. Mo»na zwró
i¢ uwag� na niektóre z ni
h.Statyka 
zy dynamika? Wybór wymaga podj�
ia de
yzji, wyst�puj¡
e zjawi-ska zmienne w 
zasie, zwªasz
za efekty dynami
zne wynikaj¡
e z ru
hu kon-struk
ji i dziaªaj¡
y
h siª bezwªadno±
i s¡ na tyle du»e, »e de
ydujemy si�na analiz� dynami
zn¡. W prostej analizie przyjmujemy, »e pro
esy zmiennew 
zasie si� powolne i traktujemy zadanie jako quasi-staty
zne. Tak jestw przypadku osiadania gruntu, pªyni�
ia materiaªu plasty
zno±
i zale»nejod pr�dko±
i odksztaª
e« 
zy zjawisk zm�
zenia materiaªu ob
i¡»anego 
y-kli
znie.Opis liniowy 
zy nieliniowy? W zjawiska
h liniowy
h odpowied¹ ukªadu jestliniowo zale»na od przy
zyny j¡ wywoªuj¡
ej. Pojawia si� pytanie, do ja-kiego stopnia zale»no±¢ mi�dzy przy
zyn¡ i skutkiem mo»e by¢ traktowanajako liniowa. Czy 
harakterystyki nieliniowe mo»emy zast¡pi¢ zale»no±
iamiod
inkami liniowymi? Je±li tak, to jak osza
owa¢ bª¡d takiej opera
ji?Jaka metoda obli
zeniowa? Z reguªy uprasz
zamy opis matematy
zny zja-wiska i dostosowujemy go do dost�pny
h narz�dzi obli
zeniowy
h. Godzimysi�, by równania ró»ni
zkowe speªniane byªy nie w 
aªym badanym obsza-rze, a w jego wybrany
h punkta
h. Zakªadamy przy tym, »e poza tymipunktami rozwi¡zanie jest wystar
zaj¡
o gªadkie. Stosujemy metody zast�-puj¡
e rozwi¡zania o 
i¡gªy
h funk
ja
h przedstawiaj¡
y
h rozwi¡zanie i i
hpo
hodny
h funk
jami wraz z po
hodnymi 
i¡gªymi przedziaªami. Dyskre-tyzujemy badany obszar. Inne drogi post�powania wymagaj¡ zast¡pienianiesko«
zony
h szeregów opisuj¡
y
h rozwi¡zanie sum¡ jedynie kilku pierw-szy
h wyrazów. Dyskretyzujemy zakªadan¡ posta¢ rozwi¡zania. Na rys. 1.2pokazano kolejne fazy przej±
ia od zadania do rozwi¡zania. Efekt ko«
owyró»ni si� od doskonaªego, tj. od wyniku w peªni zgodnego z pierwotnie po-stawionym zadaniem.O ile wiele etapów uprosz
ze« przebywa si� intui
yjnie, a stopie« przy-bli»e« o
enia si� w sposób do±¢ dowolny, to przybli»enia metod matematy
z-ny
h zwykle mo»na dobrze osza
owa¢. St¡d te» du»a ró»norodno±¢ narz�dziobli
zeniowy
h. Metody matematy
zne prowadz¡
e do s
hematów nume-ry
zny
h mo»na uj¡¢ w trze
h grupa
h, pokazany
h na rys. 1.3.
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Rysunek 1.2: Zale»no±
i w pro
esie obli
zeniowym.Silna forma � opis równa« ru
hu przedstawiany jest przez ukªad równa«ró»ni
zkowy
h w przestrzeni i w 
zasie, uzupeªniony o warunki brze-gowe i po
z¡tkowe. Niektóre metody obli
zeniowe sprowadzaj¡ form�siln¡ do ukªadu równa« algebrai
zny
h.Sªaba forma � przedstawia problem w posta
i równania 
aªkowego wa»o-nego. Prowadzi do opisu u±rednionego w rozpatrywanym obszarze.Forma waria
yjna � przedstawia problem w posta
i funk
jonaªu, któregowarunki sta
jonarno±
i prowadz¡ do formy sªabej lub silnej. Przej±
iez jednej formy do drugiej odbywa si� z wykorzystaniem reguª ra
hunkuwaria
yjnego.Silne formy opisu zjawisk stosowane byªy od dawna. Przykªadem mo»eby¢ drugie prawo dynamiki Newtona. Rozwi¡zania zada« opisany
h silnymiformami polega na bezpo±redniej dyskretyza
ji równania ró»ni
zkowego, np.metod¡ ró»ni
 sko«
zony
h. Odpowiednie po
hodne zast�pujemy ilorazamiró»ni
owymi. Podstawowe wady to trudno±¢ w stosowaniu do obszarów nie-prostok¡tny
h i niekoªowy
h oraz kªopoty z uwzgl�dnianiem warunków brze-gowy
h.



1.1 Metody przybli»one 7

Rysunek 1.3: Przej±
ie mi�dzy ró»nymi sformuªowaniami matematy
znymi.Z tego wzgl�du wi�ksz¡ popularno±¢ zdobyªy sformuªowania oparte nasªaby
h forma
h i na forma
h waria
yjny
h. Zalety takiej drogi post�powanias¡ nast�puj¡
e:
• ujednoli
enie dróg post�powania w ró»norodny
h problema
h teore-ty
zny
h i in»ynierski
h; funk
jonaªy s¡ skalarami i jako takie nie zale»¡od ukªadu odniesienia; to z kolei uªatwia odpowiednie transforma
je,
• formy sªabe i formy waria
yjne s¡ podstaw¡ skute
zny
h metod kom-puterowy
h,
• przez formy waria
yjne i formy sªabe ªatwo wyrazi¢ podstawowe zasadyme
haniki, np. zasada za
howania energii, za
howania masy, za
howa-nia p�du i momentu p�du,
• uªatwione jest sza
owanie bª�du, okre±lanie stabilno±
i i zbie»no±
is
hematów numery
zny
h.Waria
yjne drogi rozwi¡zywania zdominowaªy drogi oparte na forma
h sil-ny
h. Te ostatnie powoli za
zynaj¡ zajmowa¢ miejs
e history
zne.
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Rozdział 2
Pułapki symulacji komputerowychZadania dynamiki konstruk
ji ró»ni¡ si� od zada« statyki tym, »e stanowi¡
i¡g powtarzaj¡
y
h si� w ka»dym kroku 
zasowym obli
ze«. Pojedyn
zyetap takiego 
i¡gu zada« polega w isto
ie na rozwi¡zaniu ukªadu równa«algebrai
zny
h i stanowi rozwi¡zanie zadania statyki. Wektor prawy
h stronukªadu równa«, b�d¡
y wektorem ob
i¡»e«, jest uzupeªniony o wpªyw siªbezwªadno±
i i tªumienia. W dynami
e mamy wi�
 do 
zynienia z 
i¡giemzada« statyki. Zadanie dynamiki sprowadzamy w prakty
e do 
i¡gu za-

Rysunek 2.1: Ci¡g zada« statyki skªadaj¡
y si� na zadanie dynamiki.9
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ji komputerowy
hda« statyki w pro
esie 
aªkowania równania ró»ni
zkowego ru
hu. Li
zbaty
h zada«, a wi�
 i li
zba kroków pro
edury 
aªkowania równania ró»ni
z-kowego ru
hu, zale»y od wymaganego 
zasu obserwa
ji oraz od przyj�tegokroku 
zasowego ∆t. Zwykle li
zba ta wynosi od kilkuset do kilkuset ty-si�
y, a mo»e by¢ te» zna
znie wi�ksza. W numery
znym rozwi¡zaniu rów-na« opisuj¡
y
h zadania dynamiki zjawiska ujawniaj¡
e si� w poprzedni
hkroka
h obli
zeniowy
h (np. uplasty
znienie, kontakt z 
iaªem sztywnymlub odksztaª
alnym, p�kni�
ie, 
zy 
ho¢by zmiana podstawowy
h parame-trów materiaªowy
h) wpªywaj¡ na przebieg rozwi¡zania w kroka
h kolejny
h.Zmiana jednej z wielko±
i, np. siªy w�zªowej w wybranym punk
ie, wywoªanew sposób sztu
zny przemiesz
zenia jednego z w�zªów siatki dyskretyza
ji, 
zy
ho¢by bª�dne obli
zenie takiej wielko±
i wpªywa w istotny sposób na wynikrozwi¡zania w nast�pny
h kroka
h, a wi�
 i na wynik ko«
owy. W efek
ieotrzymujemy bª�dny wykres przemiesz
ze« lub napr�»e« zna
znego obszarukonstruk
ji w funk
ji 
zasu. Je±li takie zaburzenie jest jednorazowe i doty-
zy jednego lub kilku stopni swobody, naj
z�±
iej nie jeste±my w stanie zi-denty�kowa¢ 
zy zlokalizowa¢ takie zdarzenie, maj¡
 do dyspozy
ji jedynieko«
owe wyniki w formie wykresów 
zy rozkªadów przestrzenny
h wybra-ny
h wielko±
i �zy
zny
h. Lokalne zaburzenia w przestrzeni lub 
zasie s¡rozmywane w obszarze konstruk
ji na skutek propaga
ji fal i i
h odbi¢, dys-persji, tªumienia, naªo»enia si� wpªywu wielu 
zynników �zy
zny
h, który
hnie potra�my w trak
ie obli
ze« obserwowa¢ oddzielnie. Taka sytua
ja mamiejs
e ju» w zadania
h o maªy
h rozmiara
h, o nieregularny
h ksztaªta
hi dostate
znie zªo»onej topologii siatki dyskretnej. O ile w zadaniu statykibª�dy zlokalizowa¢ mo»na stosunkowo ªatwo, to w zadania
h dynamiki jestto trudne. Prze
i�tny u»ytkownik gotowego programu do obli
ze« dynami
z-ny
h nie jest w stanie wy
hwy
i¢ narastaj¡
ej w trak
ie obli
ze« rozbie»no±
iz rozwi¡zaniem poprawnym.Przyjrzyjmy si�, z jakimi rodzajami bª�dów mamy do 
zynienia w analizienumery
znej. S¡ to:
• bª¡d modelowania � ró»ni
a mi�dzy modelem �zy
znym a jego odpo-wiednikiem matematy
znym,
• bª¡d dyskretyza
ji � bª¡d wywoªany przez reprezenta
j� 
i¡gªego mo-delu matematy
znego o niesko«
zonej li
zbie stopni swobody przezsko«
zon¡, zwykle niewielk¡ li
zb� stopni swobody,
• bª¡d zaokr¡gle« � wywoªany przez ograni
zon¡ li
zb� 
yfr w reprezen-ta
ji komputerowej li
zb rze
zywisty
h,
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• bª¡d algorytmu � bª¡d wywoªany zastosowanym konkretnego algo-rytmu obli
zeniowego.Wprawdzie ka»de z powy»szy
h zjawisk jest odpowiedzialne za ró»ni
e mi�-dzy odpowiedzi¡ konstruk
ji rze
zywistej, a odpowiedzi¡ uzyskan¡ przy po-mo
y symula
ji komputerowy
h, to tylko bª�dy zaokr¡gle« i bª�dy algorytmuwpªywaj¡ na wynik bezpo±rednio. Pozostaªe, jak np. bª¡d modelowaniai dyskretyza
ji wpªywaj¡ po±rednio na rezultat ko«
owy.Przykªadem maj¡
ym równie» miejs
e jest 
hwilowa utrata stabilno±
irozwi¡zania prowadzonego metod¡ warunkowo stabiln¡, np. metod¡ ró»ni

entralny
h, na skutek przekro
zenia kryterium stabilno±
i w jednym lubkilku elementa
h sko«
zony
h. Metoda ró»ni
 
entralny
h jest bardzo po-pularna w pakieta
h do modelowania du»y
h deforma
ji konstruk
ji. Dzi�kipewnym uprosz
zeniom podnosi si� mo
no jej wydajno±¢ i uªatwia obli
ze-nia zada« wielkiej skali. U»ytkownik z maªym do±wiad
zeniem stara si�mo»liwie wiernie odwzorowa¢ ksztaªt obiektu rze
zywistego i przeªo»y¢ gona siatk� podziaªu dyskretnego. Wy
hodzi intui
yjnie z zaªo»enia, »e drob-niejsza siatka, o mniejszy
h rozmiara
h o
zek lepiej odda skomplikowanekrzywizny i nieregularno±
i ksztaªtów. Nadmiar gorliwo±
i obra
a si� prze-
iw niemu. Pro
es obli
zeniowy przebiega prawidªowo do 
zasu gdy 
hwilowadeforma
ja zmniejszy rozmiar jednego z elementów, b¡d¹ zwi�ksz¡ si� na sku-tek wzmo
nienia 
harakterystyk materiaªowy
h przyj�te wst�pnie moduªyspr�»ysto±
i materiaªu. Od tej 
hwili za
zynaj¡ gwaªtownie narasta¢ prze-miesz
zenia w�zªów w ota
zaj¡
ej stre�e. Wizualny sygnaª o rozbieganiu si�pro
esu obli
zeniowego mo»e pojawi¢ si� w miejs
u pozbawionym jaki
h-kolwiek 
harakterysty
zny
h 
e
h: brak ob
i¡»enia 
zy punktów podpar
ia.Je±li to niekorzystne zjawisko trwa, pro
es obli
zeniowy sz
z�±liwie zostanieprzerwany przed 
zasem, daj¡
 szanse na jego poprawienie i powtórzenie. Je-±li natomiast po kilku kroka
h, na skutek rosn¡
y
h przemiesz
ze« rozmiarelementu powi�kszy si�, ukªad powró
i do stabilno±
i. Niestety, powstaªebª�dy, mimo »e rozmyj¡ si� w nast�pny
h kroka
h, pozostawiaj¡ swój ±ladw wynika
h ko«
owy
h w posta
i bª�dny
h warto±
i ±ledzony
h zmienny
hlub nieo
zekiwany
h zjawisk, które niedo±wiad
zony u»ytkownik stara si�z trudem zinterpretowa¢.Innym przykªadem, który zostanie omówiony w dalszej 
z�±
i jest zªeuwarunkowanie wynikowego ukªadu równa« na skutek sztywny
h inkluzji.Wtr¡
enie, zamierzone lub przypadkowe, fragmentów ukªadu o du»ej sztyw-no±
i powoduje, »e niektóre równania mog¡ by¢ liniowo od siebie zale»ne.W zwi¡zku z tym ma
ierz wspóª
zynników ukªadu równa« staje si� niemalosobliwa i rozwi¡zanie obar
zone jest zna
znym bª�dem.
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ji komputerowy
hMo»emy poda¢ niektóre przy
zyny powstawania bª�dów w ostate
znymwyniku
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Rysunek 2.2: S
hemat przykªa-dowego zadania.

• sztywne inkluzje, elementy o zna
znejró»ni
y sztywno±
i osiowej i gi�tnej,
• uko±ne podpory modelowane jako li-niowo zale»ne stopnie swobody,
• przyªo»enie ob
i¡»enia do w�zªów,który
h równania eliminowane s¡ nako«
u etapu elimina
ji Gaussa (zwy-kle o wysoki
h numera
h w�zªów),
• siatka podziaªu o ró»nej wielko±
io
zek lub w przypadku dwu i trój-wymiarowy
h obiektów � elementymo
no wydªu»one,
• elementy sko«
zone podlegaj¡
e zna
z-nym dystorsjom w trak
ie ewolu
jipro
esu.

Przykład 1Obli
zmy przemiesz
zenia wybrany
h punktów stalowego sªupa o przekrojupoprze
znym A=0,01m2 ob
i¡»onego siª¡ F= 100 kN. Przyjmujemy dane:
E=2,10·1011N/m2, L=2×1 m (rys. 2.2). Rozwi¡zujemy zadanie zast�puj¡
sªup dwoma elementami sko«
zonymi, o trze
h stopnia
h swobody. Z uwagina zamo
owanie dolnego w�zªa mamy w prakty
e w obli
zenia
h dwa stopnieswobody: punkt A i B. Rozwi¡zanie sprowadza si� do nast�puj¡
ego ukªadurówna« algebrai
zny
h

[
2EA/h −2EA/h

−2EA/h 4EA/h

]{
yA

yB

}
=

{
F
0

}
. (2.1)Podstawienie warto±
i li
zbowy
h daje nast�puj¡
y ukªad równa«

[
4, 2 · 109 −4, 2 · 109

−4, 2 · 109 8, 4 · 109

]{
yA

yB

}
=

{
105

0

}
. (2.2)Do rozwi¡zania ukªadu równa« otrzymanego metod¡ sztywno±
i zastosu-jemy pro
edur� Gaussa, napisan¡ w najprostszej posta
i w j�zyku fortran,



13za
zerpni�t¡ z ksi¡»ki [169℄.
do 1 i=1,n
c=a(i,i)
a(i,i)=c-1.0
do 1 k=i+1,n+1
d=a(i,k)/c
do 1 j=1,n

1 a(j,k)=a(j,k)-d*a(j,i)Otrzymujemy rozwi¡zania mo
no odbiegaj¡
e od o
zekiwany
h. Bezpo±re-dnie (nieitera
yjne) rozwi¡zanie ukªadu równa« prowadzone w pojedyn
zejpre
yzji jest bª�dne, gdy» niewystar
zaj¡
a jest dokªadno±¢ opera
ji arytme-ty
zny
h. Zwró¢my uwag� na trze
i wiersz pro
edury Gaussa. Wykonywanajest opera
ja odejmowania c − 1. Je±li rz¡d wielko±
i li
zby c przekra
zali
zb� 
yfr utrzymywan¡ w arytmometrze w sposób dokªadny (w pojedyn
zejpre
yzji wynosi ona 7), to opera
ja arytmety
zna nie zostaje wykonana (np.przy 
ztero
yfrowym wy±wietla
zu kalkulatora nie mo»na obli
zy¢ 3456+0,3,poniewa» wynik dokªadny wymaga pi�
iu 
yfr). W tabli
y 2.1 przedstawionowyniki rozwi¡zania ukªadu równa« w pojedyn
zej pre
yzji, z zastosowaniemskaluj¡
y
h mno»ników. Obli
zenia w pojedyn
zej pre
yzji s¡ 
aªkowi
ie nie-przydatne. Zastosowanie podwójnej pre
yzji, mimo »e daje wyniki zna
zniedokªadniejsze, wymaga ostro»no±
i w ukªada
h o du»ej li
zbie stopni swo-body.Tabli
a 2.1: Wyniki rozwi¡za« zadania przykªadowego z zastosowaniem mno»ni-ków skaluj¡
y
h.mno»nik w�zeª 1 w�zeª 2pojedyn
za pre
yzja1 0.0025262125 0.00252621240,1 -0.0047497451 0.00306275490,01 0.0022351742 0.00223517420,001 0.0985098854 0.04850988460,0001 1. 0.5podwójna pre
yzja1 9.99999952E-05 4.99999952E-050,1 0.000999999998 0.0004999999980,01 0.01 0.005
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Rysunek 2.3: Uko±na podpora oraz ukªad zast�p
zy.
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Rysunek 2.4: Prosty ukªad kratowy o uko±nym pr�
ie.
Przykład 2Kolejnym przykªadem jest zastosowanie uko±ny
h podpór, o mo»liwo±
i prze-suwu w kierunku uko±nym w przyj�tym ukªadzie odniesienia. Kiedy pakietobli
zeniowy nie pozwala na wprowadzenie podpór z mo»liwo±
i¡ uko±negoprzesuwu lub mo»liwo±¢ ta jest ukryta, u»ytkownik zwykle posiªkuje si� ukªa-dem zast�p
zym. W punk
ie podpar
ie wprowadza sztywny pr�t przenosz¡
yjedynie siªy osiowe, o kierunku prostopadªym do kierunku przesuwu (jak narys. 2.3). Je±li dªugo±¢ takiego pr�ta przewy»sza o kilka rz�dów wielko±¢spodziewanego przemiesz
zenia, mo»na przyj¡¢, »e dokªadno±¢ wyników b�-dzie wystar
zaj¡
a. Teorety
znie sztywno±¢ osiowa tej sztu
znej podporypowinna by¢ niesko«
zenie du»a. Do tego te» d¡»¡ u»ytkowni
y i nadaj¡pr�towi sztywno±¢ przewy»szaj¡
¡ o wiele rz�dów warto±
i sztywno±¢ ukªadupodstawowego. W 
elu unao
znienia wpªywu sztywno±
i na rozwi¡zanie po-sªu»my si� przykªadem zamiesz
zonym w ksi¡»
e [49℄. Przemiesz
zenia w�zªa



2.1 Spektralna li
zba uwarunkowania 15A opisuje ukªad równa«
[
k(1 + α cos2 β) kα cos β sinβ
kα cos β sin β k(1 + α sin2 β)

]{
uA

vA

}
=

{
P
0

}
. (2.3)�atwo mo»na zauwa»y¢, »e przy α >> 1 ma
ierz wspóª
zynników ukªadurówna« (2.3) staje si� osobliwa.

2.1. Spektralna liczba uwarunkowaniaWielu informa
ji o jako±
i modelu numery
znego i dokªadno±
i ko«
owegorozwi¡zania mo»e nam dostar
zy¢ prosta o
ena li
zby uwarunkowania ma-
ierzy wspóª
zynników ukªadu równa« algebrai
zny
h. Spektralna li
zbauwarunkowania ma
ierzy K okre±lana jest ilorazem skrajny
h warto±
i wªa-sny
h
C(K)

df
=
λmax

λmin
. (2.4)Osza
owano, »e wzrost li
zby uwarunkowania o jeden rz¡d po
i¡ga za sob¡utrat� jednej 
yfry dokªadno±
i obli
zenia przemiesz
ze« odpowiadaj¡
y
hmodowi λmin. Pod
zas rozwi¡zywania zada« matod¡ Gaussa bª�dy rozwi¡-zania pojawiaj¡ si� na ko«
u etapu elimina
ji równa«, kiedy do
hodzi doobli
zania ró»ni
y niemal równy
h li
zb. Powstaªy bª¡d propaguje si� w fa-zie powrotny
h podstawie« i jest sza
owany nast�puj¡
o:li
zba utra
ony
h 
yfr dokªadny
h = log10(λmax/λmin) = log10C(K) . (2.5)Powy»sze osza
owanie nie jest doskonaªe. Mówi jedynie, »e nale»y unika¢zada« o podobszara
h ró»ni¡
y
h si� sztywno±
iami.Miar� bª�du rozwi¡zania ukªadu równa« Kq = F mo»na opisa¢ ilorazem

e =
qT ∆F

qTF
, ∆F = F − Kq . (2.6)Okre±la on bª¡d rozwi¡zania staty
znego, odniesiony do wielko±
i ob
i¡»enia,mierzony wielko±
i¡ energii. W zadania
h dynami
zny
h de�niowany
h jakoproblem wªasny, bª¡d rozwi¡zania sza
ujemy zale»no±
i¡

e =
q̄T (Kq̄ − ω2Mq̄)

q̄TKq̄
. (2.7)Wielko±¢ q̄ jest wektorem wªasnym przemiesz
ze«. W przypadku gdy jest onpozbawiony bª�dów, a ω jest dokªadn¡ 
z�sto±
i¡ wªasn¡, 
zªon w nawiasie



16 2 Puªapki symula
ji komputerowy
hrówna si� zeru. Podobnie i w tym przypadku wielko±¢ bª�du skalowanajest energi¡ poten
jaln¡ ukªadu, odpowiadaj¡
¡ realizowanej posta
i wªasnejprzemiesz
ze«.Bª�dy popeªniamy na ka»dym etapie modelowania, po
z¡wszy od spo-sobu dyskretyza
ji konstruk
ji. Metoda narzu
ania warunków brzegowy
htak»e istotnie wpªywa na wynik ko«
owy. Mo»na uwzgl�dnia¢ zamo
owaniena wiele sposobów. Ka»dy z ni
h ma odpowiedni¡ interpreta
j� �zy
zn¡.Drogi te nie s¡ jednak równozna
zne.Popularno±¢ metody ró»ni
 
entralny
h przekªada si� na zastosowaniew wielu pakieta
h symula
yjny
h. Uwzgl�dnienie warunków brzegowy
hw klasy
zny sposób polega na narzu
eniu ograni
ze« na przemiesz
zenia wy-brany
h stopni swobody. Dróg post�powania jest kilka. Jednym ze sposobówjest odpowiednia mody�ka
ja wektora prawy
h stron. Uwzgl�dniamy w tensposób wpªyw zamo
owania. Po bezpo±rednim rozwi¡zaniu ukªadu równa«uzyskujemy wynik dokªadny. Drugim sposobem jest wprowadzenie w odpo-wiednim miejs
u sztu
znej sztywno±
i. Dokonujemy tego w prosty sposóbmno»¡
 odpowiedni¡ warto±¢ diagonaln¡ ma
ierzy sztywno±
i przez li
zb�o du»ej warto±
i.



k11×106 k12 . . . k1n

k21 k22 . . . k2n

. . . . . . . . . . . .
kn1 kn2 . . . knn








u1

u2

. . .
un





=





F1× 106×α
F2

. . .
Fn





. (2.8)Odpowiedni element wektora prawy
h stron podlega podobnej mody�ka
jii jest dodatkowo mno»ony przez warto±¢ wymagan¡ warunkiem brzegowym,np. u1 = α. Po rozwi¡zaniu (2.8) otrzymujemy u1 bliskie zadanej warto±
i
α. Opisane post�powanie mo»na zinterpretowa¢ jako wprowadzenie domina-
ji warunku brzegowego nad rozwi¡zaniem swobodnym. Sztu
zne powi�k-szenie sztywno±
i jest niekorzystne ze wzgl�dów obli
zeniowy
h. Pogarszauwarunkowanie ma
ierzy wspóª
zynników ukªadu równa« (patrz rozdz. 2.1)oraz powoduje utrat� stabilno±
i rozwi¡zania w 
zasie. Zde
ydowanie bar-dziej korzystnym krokiem jest powi�kszenie bezwªadno±
i wybranego stopniaswobody. Ru
h w zadanym kierunku jest uniemo»liwiony przez sztu
znie do-dan¡ mas�. W takim przypadku zyskujemy popraw� uwarunkowania ukªadurówna« oraz popraw� warunku stabilno±
i 
aªkowania ma
ierzowego równa-nia ró»ni
zkowego ru
hu. Rys. 2.5 pokazuje przemiesz
zenia w 
zasie ukªaduo dwó
h stopnia
h swobody. Pierwszy z ni
h jest zamo
owany. Widzimyró»ni
� wyników uzyskany
h przy wprowadzeniu warunku brzegowego przezpowi�kszenie sztywno±
i oraz bezwªadno±
i zamo
owanego stopnia swobody.Pierwszy wariant polegaj¡
y na sztu
znym powi�kszeniu sztywno±
i ukazuje
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 dRysunek 2.5: Przemiesz
zenia uzyskane przy ró»nym sposobie zadawania wa-runków brzegowy
h: (a) powi�kszenie sztywno±
i (mno»nik 102), (b) powi�kszeniesztywno±
i (mno»nik 104), (
) powi�kszenie bezwªadno±
i (mno»nik 102), (d) po-wi�kszenie bezwªadno±
i (mno»nik 104).
niewielkie os
yla
je zamo
owanego w�zªa. Zanikaj¡ one wraz ze zwi�ksze-niem warto±
i mno»nika. Niestety, dalszemu powi�kszaniu sztu
znej sztyw-no±
i musi towarzyszy¢, z uwagi na kryterium stabilno±
i, zmniejszenie kroku
aªkowania w 
zasie ∆t. Tym samym wzrasta li
zba kroków obli
zeniowy
hi koszt obli
ze«.W drugim warian
ie dostrzegamy poruszanie si� 
aªego obiektu w kie-runku dziaªania siªy nadaj¡
ej ru
h po
z¡tkowy przy wzbudzaniu drga«.Zwi�kszenie sztu
znego mno»nika do warto±
i 104 w tym prostym zadaniuwystar
zaj¡
o poprawia dokªadno±¢.
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l lRysunek 2.6: S
hemat zadania przykªadowego.
Przykład 3Spójrzmy na dwuelementowy ukªad pr�towy. Rozpatrzmy trzy przypadki:jednakowej sztywno±
i obu elementów (E1 = E2), wi�kszej sztywno±
i ele-mentu z w�zªem ob
i¡»onym (E1 > E2) oraz wi�kszej sztywno±
i elementuprzypodporowego (E1 < E2) (rys. 2.6). W przypadku jednakowej sztywno±
iobu elementów li
zba uwarunkowania wynosi λmax/λmin = 6, 85. W przy-padku E1/E2 = 0, 1 otrzymujemy λmax/λmin = 12, 32. Kiedy zamienimysztywno±
i i przyjmiemy E1/E2 = 10, wów
zas element sztywniejszy b�dzieelementem niepodpartym. W takim przypadku λmax/λmin = 42, 08. Wi-dzimy, »e ta sama konstruk
ja, le
z podparta w innym punk
ie, 
e
huje si�wy»sz¡ li
zb¡ uwarunkowania. Przy E1/E2 = 0, 01 li
zba uwarunkowaniawynosi 102,03, a przy E1/E2 = 100 mamy 402,01.Osza
owanie jako±
i rozwi¡zania ukªadu równa« jedynie na podstawieilorazu skrajny
h warto±
i wªasny
h jest niedoskonaªe i nadmiernie pesy-misty
zne. Przykªadem mo»e by¢ ma
ierz diagonalna dodatnio okre±lonaukªadu równa«. Równania s¡ rozseparowane, a rozwi¡zania dokªadne, mimozna
znie ró»ni¡
y
h si� wyrazów. Li
zba uwarunkowania z kolei mo»e przy-j¡¢ du»¡ warto±¢.W nast�pnym rozdziale poka»emy, jak ªatwo osza
owa¢ dokªadno±¢ roz-wi¡zania, unikaj¡
 przy tym przesza
owania.
2.2. SkalowanieOsza
owanie (2.4) zwykle przesza
owuje bª¡d. C(K) jest zbyt du»e. Mo»naspowodowa¢, by C(K) przyjmowaªo du»¡ warto±
i jedynie w przypadka
hfakty
znie zªego uwarunkowania K. Przed wyzna
zeniem C(K) przeska-lujmy ma
ierz K w nast�puj¡
y sposób. Utwórzmy diagonaln¡ ma
ierz ska-luj¡
¡ S, zbudowan¡ z diagonalny
h wspóª
zynników ma
ierzy K

sii =
1√
kii

. (2.9)



2.2 Skalowanie 19Nast�pnie przeksztaª
imy K do posta
i przeskalowanej Ks

Ks = SKS . (2.10)Diagonalne wspóª
zynniki ma
ierzy Ks s¡ wi�
 równe 1. Do osza
owania
C(K) bierzemy teraz warto±
i wªasne λmax i λmin ma
ierzy Ks. Problemwarto±
i wªasny
h ma
ierzy skalowanej Ks wygl¡da nast�puj¡
o:

(Ks − λI)q = 0 . (2.11)Dostrze
 mo»na podobie«stwo z problemem wªasnym ukªadu dyskretnego.Ma
ierz jednostkowa odpowiada ma
ierzy bezwªadno±
i. Otrzymujemy 
z�-sto±
i ω2
I = λi zadania zast�p
zego.Podobne uprosz
zenie osza
owania warto±
i wªasny
h uzyskujemy inn¡drog¡. Podstawiamy q = S−1q1 oraz mno»ymy (2.9) lewostronnie przez S−1.Wów
zas otrzymamy

(S−1KsS
−1 − λS−1S−1)q1 = 0 . (2.12)Poniewa» S−1S−1 = diag[k11k22...knn], wi�
 ostate
znie mamy

(K − λ diag[k11, k22, ..., knn])q1 = 0 . (2.13)W tym przypadku ªatwiej jest znale¹¢ analogi� mi�dzy osza
owaniem war-to±
i wªasny
h ma
ierzy wspóª
zynników ukªadu równa« a problemem wªa-snym. Skrajne warto±
i wªasne ma
ierzy skalowanej Ks mog¡ by¢ wyzna-
zone na podstawie pierwotnej ma
ierzy sztywno±
i K oraz ma
ierzy odpo-wiadaj¡
ej ma
ierzy bezwªadno±
i w posta
i diagonali ma
ierzy K. Powy»-sze równanie pokazuje, »e odizolowany obszar sztywny, w posta
i sztywnej,nie umo
owanej podporami inkluzji, obni»a najni»sz¡ 
z�sto±¢ wªasn¡. Niewpªywa natomiast mo
no na najwy»sz¡ 
z�sto±¢ wªasn¡. W efek
ie wzra-sta C(K). Skalowanie pozwala unikn¡¢ zbyt pesymisty
zny
h osza
owa«wynikaj¡
y
h bezpo±rednio z (2.5).Zazna
zy¢ nale»y, »e przeskalowanie ma
ierzy ukªadu równa« nie po-prawia dokªadno±
i rozwi¡zania ukªadu równa« metod¡ bezpo±redni¡, np.metod¡ Gaussa. Pozwala natomiast dokona¢ poprawny
h osza
owa«.
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Rozdział 3
Metody numeryczne całkowania
równań różniczkowych ruchuRozwój elektroniki i upowsze
hnianie si� te
hnik komputerowy
h po
i¡gn¡ªza sob¡ rozwój metod obli
zeniowy
h me
haniki. Najpierw wykorzystanow
ze±niej opra
owane i opublikowane metody. Nast�pnie za
z�to poszukiwa¢nowe, jesz
ze bardziej efektywne rozwi¡zania. Nowe metody powstawaªy bezporównania szyb
iej. Wraz ze zwi�kszaniem si� mo
y obli
zeniowej kompu-terów za
z�to stosowa¢ obli
zenia i symula
je numery
zne w 
oraz szerszymzakresie zagadnie«: w problema
h geometry
znie i materiaªowo nieliniowy
h,dynami
e konstruk
ji, zadania
h o zªo»onej geometrii.Spróbujmy w zarysie przyjrze¢ si� grupie metod stosowany
h w dynami
ekonstruk
ji. Nieuniknione jest przy tej okazji spojrzenie na metody obli
ze-niowe zada« statyki konstruk
ji, gdy» w wi�kszo±
i metod obli
zeniowy
hdynamiki zadania mog¡ by¢ sprowadzone do 
i¡gu zada« statyki. Dobraznajomo±¢ ty
h ostatni
h pozwala zde
ydowanie lepiej zrozumie¢ wyniki sy-mula
ji komputerowy
h w dynami
e konstruk
ji.Trady
yjne metody obli
zeniowe dynamiki opisano w wielu podr�
zni-ka
h akademi
ki
h. Podstawowe, takie jak metoda ró»ni
 
entralny
h lubmetoda Newmarka, s¡ stosowane powsze
hnie. Inne, mimo niezaprze
zal-nej przewagi nad trady
yjnie stosowanymi metodami, nie zdobyªy nale»nejpopularno±
i. W niniejszym rozdziale, obok krótki
h opisów metody ró»ni

entralny
h i metody Newmarka przedstawimy zalety metody Newmarka-Bossaka, metody Parka-Hausnera oraz metod Adamsa. W nast�pnym roz-dziale skupimy si� ju» tylko na metodzie elementów 
zasoprzestrzenny
h.W 
elu usystematyzowania poj�¢ zwi¡zany
h m.in. z wªa±
iwo±
iami me-21



22 3 Metody numery
zne 
aªkowania równa« ró»ni
zkowy
h ru
hu

� �

���������	
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���
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�
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����
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�������
�

�
����
�Rysunek 3.1: S
hematy
zny podziaª metod obli
zeniowy
h me
haniki.tod, pogrupujemy je wedªug odpowiedni
h kryteriów. Systematyk� metodobli
zeniowy
h przedstawia s
hemat na rys. 3.1. Obszarem naszego zaintere-sowania b�d¡ metody przybli»one, numery
zne. S¡ one wygodne w prakty
ein»ynierskiej. Kosztem dokªadno±
i pozwalaj¡ rozwi¡za¢ skomplikowane za-dania. Mimo tego nie ka»dy problem opisany anality
znie mo»e by¢ roz-wi¡zany numery
znie. Starania bada
zy oraz u»ytkowników id¡ w kierunkupoznania wªasno±
i metod komputerowy
h, by mó
 je zastosowa¢ do nowy
hkategorii zada«.Metody obli
zeniowe dynamiki dziel¡ si� na dwie podstawowe grupy: me-tody jawne i niejawne. Ce
hy metod jawny
h i niejawny
h pokazuje rys. 3.4.Dostrzegamy, »e w metoda
h jawny
h rozwi¡zanie w danym kroku obli
ze-niowym zale»y jedynie od wielko±
i �zy
zny
h opisany
h w 
hwila
h poprzed-ni
h. Rozwi¡zania uzyskuje si� stosunkowo niewielkim kosztem, gdy» wy-star
za do tego zwykªe rozwi¡zanie ukªadu równa« algebrai
zny
h. W przy-padku metod niejawny
h rozwi¡zanie w danej 
hwili zale»y od pewny
h wiel-ko±
i �zy
zny
h odniesiony
h do tej»e 
hwili, np. pr�dko±
i lub przyspiesze«.W zwi¡zku z tym wykonuje si� pewne dodatkowe opera
je pomo
ni
ze w 
elui
h wyzna
zenia. Charakteryzuj¡ si� one wy»sz¡ dokªadno±
i¡ w stosunkudo ±
isªego rozwi¡zania równania q̈ + q = 0, oraz s¡ pozbawione ograni
ze«wynikaj¡
y
h z kryteriów stabilno±
i.Wspomnie¢ nale»y tu o metoda
h 
aªkowania równa« ró»ni
zkowy
h pier-wszego rz�du. Równie ró»ni
zkowe rz�du drugiego, przez odpowiednie pod-



23stawienie zmienny
h za po
hodne pierwszego rz�du mo»na sprowadzi¢ dorównenia rz�du pierwszego, o podwójnej li
zbie zmienny
h. Ten sposób po-st�powania jest stosowany przy obni»aniu stopnia równania ró»ni
zkowegowy»szy
h rz�dów. Metody opra
owane do rozwi¡zywania zada« paraboli
z-ny
h, z po
hodnymi niewiadomy
h rz�du pierwszego, bywaj¡ stosowane dorozwi¡zywania zada« typu hiperboli
znego. Powodem jest b¡d¹ zªo»onaposta¢ równania wynikowego, b¡d¹ po prostu dost�pno±¢ pro
edur nume-ry
zny
h i i
h obszerny opis. Nale»y tu przede wszystkim wymieni¢ me-tod� Rungego-Kutty drugiego rz�du. Wyst�puje ona te» pod nazw¡ metodypunktu ±rodkowego lub zmody�kowanej metody trapezów. Analiza stabilno-±
i pokazuje, »e s
hematy te, zastosowane do równania ru
hu, s¡ rozbie»neprzy ∆t > 0. Wprawdzie przy maªym kroku 
aªkowania rozbie»no±¢ jestniewielka, to do zagadnie« analizy drga« metody tej grupy nie nadaj¡ si�.Metoda Rungego-Kutty 
zwartego rz�du jest tu zde
ydowanie lepsza, 
ho¢analiza zbie»no±
i w zadaniu drga« jest trudna do przeprowadzenia.Aby nie by¢ goªosªownym i jedno
ze±nie de�nitywnie odrzu
i¢ metod�Rungego-Kutty drugiego rz�du jako nieprzydatn¡ w naszy
h zadania
h, w skró-
ie przedstawimy analiz� jej stabilno±
i. Metoda zwykle zapisywana jestw posta
i nast�puj¡
ego algorytmu:
yi+1 = yi + hf(ȳi+1/2, ti+1/2), ȳi+1/2 = yi + h/2 f(yi, ti), ti+1/2 = ti + h/2(3.1)S
hemat (3.1) uzyskujemy przez rozwini�
ie po
hodnej ẏ w oto
zeniu punktu
ti w szereg Taylora i ob
i�
iu go po pierwszym wyrazie. Funk
j� y rozwi-jamy w szereg Taylora do wyrazu drugiego wª¡
znie. Z obu rozwini�¢ po-zbywamy si� 
zªonu ÿ i korzystaj¡
 z de�ni
ji zadania otrzymujemy

yi+1 = yi +
h

2
[f(yi, ti) + f(yi+1, ti+1)] . (3.2)W przypadu ukªadu równa« ró»ni
zkowy
h zwy
zajny
h mo»emy praw¡ stro-n� równania ẏ(t) = f(y, t), y(0) = y0 zapisa¢ jako

f(y, t) = Ay(t) , (3.3)gdzie A jest niezale»ne od 
zasu. Wów
zas metod� Rungego-Kutty zapisu-jemy w posta
i
yi+1 = yi + hf

(
yi +

h

2
f(yi, ti), ti+1/2

)
= yi + hA

(
yi +

h

2
Ayi

)
. (3.4)Ostate
znie mamy

yi+1 =

(
I + hA +

h2

2
A2

)
yi . (3.5)



24 3 Metody numery
zne 
aªkowania równa« ró»ni
zkowy
h ru
huW ogólnym przypadku zamiast ẏ(ti) = (yi+1−yi)/h stosujemy przybli»enie
ẏ(ti + αh) =

yi+1 − yi

h
. (3.6)Wów
zas równanie wyj±
iowe sprowadza si� do posta
i

yi+1 = yi + hf(yi+α, ti+α) . (3.7)Warto±¢ funk
ji f w punk
ie po±rednim interpolujemy
f(yi+α, ti+α) = (1−α)f(yi, ti)+αf(yi+1, ti+1) = yi+h(1−α)Ayi +hαyi+1 .(3.8)Przy α = 1/2 otrzymujemy s
hemat (3.1). Po uporz¡dkowaniu (3.8) otrzy-mujemy

(I − hαA)yi+1 = (I + h(1 − α)A)yi (3.9)Ma
ierz wspóª
zynników powy»szego ukªadu równa« przy α > 0 musi by¢nieosobliwa. Wów
zas otrzymujemy rozwi¡zanie z odpowiedni¡ ma
ierz¡przej±
ia
yi+1 = (I − hαA)−1(I + h(1 − α)A)yi . (3.10)Analiza modalna pozwala rozseparowa¢ zmienne. Równania ró»ni
zkowestaj¡ si� rozprz�»one. Wprawdzie zmienne uogólnione w wektorze y(t) zast�-powane s¡ przez odpowiednie w zmienionej bazie, to zagadnienie stabilno±
iukªadu równa« ró»ni
zkowy
h sprowadza si� do problemu stabilno±
i n po-jedyn
zy
h równa« ró»ni
zkowy
h.Ma
ierz dodatnio okre±lon¡ A diagonalizujemy stosuj¡
 podstawienie

y = Φz. Ma
ierz Φ zbudowana jest z wektorów wªasny
h ma
ierzy A.Wów
zas mamy
ż = Φ−1AΦz , Λ = Φ−1AΦ . (3.11)Podstawiamy (3.11) do (3.9) i otrzymujemy

(I− hαΛ) zi+1 = (I + h(1 − α)Λ) zi . (3.12)Ukªad równa« (3.12) jest rozseparowany. Mo»na go zapisa¢ jako n pojedyn-
zy
h równa«
(1 − hαλk)zi+1 = (1 + h(h(1 − α)λk) zi, k = 1, 2, ..., n . (3.13)Pozbywaj¡
 si� indeksu k pojedyn
ze równanie zapisujemy ze wspóª
zynni-kiem przej±
ia

zi+1 =
1 + h(1 − α)λ

1 − hαλ
zi . (3.14)
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zynnika przej±
ia powinien by¢ nie wi�kszy od jedno±
i
∣∣∣∣
1 + h(1 − α)λ

1 − hαλ

∣∣∣∣ ≤ 1 . (3.15)Przy h→ ∞ warunek (3.15) jest speªniony przy α ≥ 1/2. Przypadek α = 0jest wi�
 rozbie»ny.Metody jednokrokowe, dobrze opisane w literaturze w przypadku równa«pierwszego rz�du, s¡ równie» stosowane do równa« drugiego rz�du. Równa-nie drugiego rz�du przeksztaª
a si� do ukªadu dwó
h równa« drugiego rz�du.W przypadku równa« ma
ierzowy
h o wielu stopnia
h swobody gwaªtowniero±nie rozmiar zadania. Metody jednokrokowe pozwalaj¡ stosowa¢ zmiennykrok 
aªkowania. Nie wymagaj¡ te» pro
edur startuj¡
y
h do wygenerowa-nia odpowiedniego zestawu rozwi¡za« w 
hwila
h po
z¡tkowy
h. Obli
zeniapolegaj¡ na wykonaniu kilku opera
ji po±redni
h, a nast�pnie obli
zeniu ko«-
owego wyniku pojedyn
zego kroku 
zasowego. Rz¡d dokªadno±
i metodymo»na zmienia¢, zmieniaj¡
 li
zb� etapów po±redni
h. W wielu przypadka
hstosuje si� w obli
zenia
h metod� Rungego-Kutty 4 rz�du. Wykorzystuj¡
 j¡mo»na w zadania
h nieliniowy
h unikn¡¢ pro
edury itera
yjnego rozwi¡zy-wania równania nieliniowego. Metody Rungego-Kutty stosuje si� do rozwi¡-zywania sztywny
h równa«. W staty
e odpowiada to ¹le uwarunkowanymma
ierzom ukªadu równa«.Metoda Eulera jest niedokªadna, gdy» do nast�pnej 
hwili ti+1 prze
ho-dzimy po sty
znej wystawionej w punk
ie (yi, ti). Powstaª pomysª, by dorozwi¡zania wykorzysta¢ nie sty
zn¡ f(yi, ti), a sie
zn¡ wyzna
zon¡ przezpunkty (yi, ti) i (yi+1, ti+1). Drugi z punktów jest wyzna
zony w sposóbprzybli»ony z wykorzystaniem metody Eulera i ozna
zony przez y0
i+1. Na-zywany jest predyktorem. Wªa±
iwe obli
zenia przeprowadza si� z wykorzy-staniem sie
znej 1/2 [(f(yi, ti)+ f(y0

i+1, ti+1)]. Ostate
znie wi�
 korektor maposta¢ nast�puj¡
¡ (rys. 3.2)
yi+1 = yi +

1

2

[
(f(yi, ti) + f(y0

i+1, ti+1)
]
. (3.16)Zauwa»my, »e metoda Rungego-Kutty 2 rz�du jest metod¡ typu predyktor�korektor. Predyk
ji dokonuje si� w poªowie kroku h, a nastepnie t� warto±¢wykorzystuje si� w etapie korek
ji.Przedstawimy teraz prosty algorytm rozwi¡zywania zadania metod¡ Run-gego-Kutty 4 rz�du (algorytm 1). Krok 
aªkowania jest tu ograni
zony przezkryteria stabilno±
i i dokªadno±
i. W przypadku sztywny
h równa« krok
aªkowania musi by¢ sz
zególnie krótki. Koszt kroków pomo
ni
zy
h oraz
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h ru
hu

t

y

t t

t

y

t ti i i+1

+

2
f(y   ,t    )i+1i+1

o

if(y ,t )i

i+1

of(y ,t )i i f(y   ,t    )i+1 i+1

Rysunek 3.2: Predyktor i korektor w metodzie dwuetapowej.
 i+1/2 i+1/2

 i+1/2 i+1/2

t

y

t t

t

y

t tti+1/2 i+1i i i+1

f(y     ,t      ) f(y     ,t      )

Rysunek 3.3: Etap predyk
ji i korekty w metodzie Rungego-Kutty 2 rz�du.krótki krok 
aªkowania 
zyni¡ metod� maªo atrak
yjn¡ w porównaniu z me-todami wielokrokowymi. Metody jednokrokowe stosuje si� zwykle do etapówpo
z¡tkowy
h niesamostartuj¡
y
h pro
edur wielokrokowy
h.W tabli
y 3.1 przedstawiono wyniki obli
ze« równania przykªadowego
ẏ + y2 = 0, z warunkiem po
z¡tkowym y(0) = 1. Rozwi¡zanie uzyskanoprzy kroku h = 0, 1. Rozwi¡zanie ±
isªe ma posta¢: y = 1/(1 + t).Poza wymienionymi w
ze±niej metodami w literaturze spotka¢ mo»namnóstwo sformuªowa«, spo±ród który
h przyta
zamy nieli
zne:



27Algorytm 1 Metoda Rungego-Kutty 4 rz�du.
• wykonujemy obli
zenia pomo
ni
ze:

¯̈y0 = ÿ(ti, yi),
¯̈y1 = ÿ(ti+1/2, yi + h

2
ẏi),

¯̈y2 = ÿ(ti+1/2, yi + h
2
ẏi + h2

4
¯̈y0),

¯̈y3 = ÿ(ti+1, yi + h ẏi + h2

2
¯̈y1)

• wykonujemy obli
zenia:
yi+1 = yi + hẏi + h2

3
(¯̈y0 + ¯̈y1 + ¯̈y2) + O(h5)

• ẏi+1 = ẏi + h
4
(¯̈y0 + ¯̈y1 + ¯̈y2 + ¯̈y3) + O(h5)
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Rysunek 3.4: Metody obli
zeniowe dynamiki.Metoda trapezów Znana te» jest jako metoda ±redniego przyspieszenia.W zadania
h paraboli
zny
h znana jest jako metoda Cran
ka-Ni
olsona.Jest metod¡ bezwarunkowo stabiln¡. Wykorzystuje si� zwi¡zki: un+1 =
un + h/2(vn + vn+1) i vn+1 = vn + h/2(an + an+1).Metoda θ-Wilsona Zakªadamy tutaj liniow¡ zmienno±¢ przyspieszenia w prze-



28 3 Metody numery
zne 
aªkowania równa« ró»ni
zkowy
h ru
huTabli
a 3.1: Wyniki rozwi¡za« równania ẏ + y2 = 0 wybranymi metodami.krok m. Eulera m. RK 2 rz�du m. RK 4 rz�du dokªadnie0 1,000000 1,000000 1,000000 1,0000001 0,900000 0,909750 0,909091 0,9090912 0,819000 0,834344 0,833334 0,8333333 0,751924 0,770418 0,769231 0,7692314 0,695385 0,715548 0,714286 0,7142865 0,647029 0,667945 0,666667 0,6666676 0,605164 0,626261 0,625000 0,6250007 0,568542 0,589458 0,588236 0,5882358 0,536218 0,556730 0,555556 0,5555569 0,507465 0,527437 0,526316 0,52631610 0,481713 0,501066 0,500000 0,500000dziale 
zasu [tn; tθ∆t]: an+τ = an+τ/(θh)(at+θ∆t−at). Jest to metodaniejawna, bezwarunkowo stabilna przy θ ≥ 1, 37. Zwykle stosuje si�warto±¢ θ = 1, 40.Metoda Houbolta Przyspieszenie an+1 i pr�dko±¢ vn+1 zast�powane s¡wyra»eniami: an+1 = (2un+1 − 5un + 4un−1 − un−2)/h
2 i vn+1 =

(11un+1 − 18un +9un−1 − 2un−2)/6h
2. S¡ to w isto
ie ró»ni
e wste
z,z bª�dem rz�du (∆t)2. Idea metody zbli»ona jest do metody ró»ni

entralny
h. Zastosowanie z kolei upodabnia j¡ do metod Adamsa.Równowaga siª w równaniu ru
hu ustalana jest w 
hwili ti+1 (w meto-dzie ró»ni
 
entralny
h w 
hwili ti) i st¡d w ko«
owym s
hema
ie obli-
zeniowym otrzymuje si� ukªad równa« algebrai
zny
h ze wspóª
zyn-nikami wynikaj¡
ymi z ma
ierzy sztywno±
i K. Metoda Houbolta jestmetod¡ niejawn¡. Nie ma te» kryty
znej warto±
i kroku 
aªkowania

∆t. Ciekawostk¡ jest fakt, »e przy zerowy
h ma
ierza
h bezwªadno±
ii tªumienia s
hemat obli
zeniowy sprowadza si� do rozwi¡zania zada-nia statyki. Podobna 
e
ha zostanie pokazana w metodzie elementów
zasoprzestrzenny
h w rozdziale 4.6.3.Dodatkowo mo»na si�gn¡¢ do pra
 przegl¡dowy
h [56, 57, 138, 158℄.
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3.1. Metoda pojedynczego kroku SSpjMetoda zostaªa opisana w pra
a
h [177, 187℄ oraz w [155℄. W sz
zególny
hprzypadka
h mo»na przeksztaª
i¢ j¡ w znane klasy
zne metody 
aªkowaniarównania ró»ni
zkowego ru
hu.Przedstawmy przemiesz
zenia na ko«
u kroku w formie szeregu Taylora

yi+1 = yi + ∆t ẏi +
1

2
∆t2ÿi + . . .+

1

p!
α

(p)
i ∆tp . (3.17)Znanymi wielko±
iami s¡ warto±
i yi oraz kolejne po
hodne ẏi, ÿi itd. α

(p)
izawiera nieznane wspóª
zynniki w wyraza
h reszty rozwini�
ia. Rozwini�
ie(3.17) oraz po
hodn¡ zapisujemy w skró
ie nast�puj¡
o:

yi+1 =

p−1∑

q=0

∆tq

q!
y

(q)
i +

∆tp

p!
α

(p)
i , (3.18)

ẏi+1 =

p−1∑

q=1

∆tq−1

(q − 1)!
y

(q)
i +

∆t(p− 1)

(p− 1)!
α

(p)
i .Metoda SSpj (ang. single step) 
harakteryzuje si� dwoma parametrami: p �li
zb¡ wyrazów w szeregu Taylora oraz j � rz�dem równania ró»ni
zkowego.Nieznane parametry α

(p)
i wyzna
zymy na podstawie postulatu speªnieniarówna« ru
hu globalnie w sposób wa»ony

∫ ∆t

0
W(Mÿ + cẏ + Ky)dt = 0 . (3.19)De�niujemy iloraz

∫ ∆t
0 Wtqdt
∫∆t
0 Wdt = θq∆t

q q = 1, 2, ..., p, 0 ≤ θq ≤ 1 . (3.20)



30 3 Metody numery
zne 
aªkowania równa« ró»ni
zkowy
h ru
huKorzystaj¡
 z de�ni
ji (3.20) mo»emy okre±li¢ nast�puj¡
e 
aªki:
∫∆t
0 Wydt
∫ ∆t
0 Wdt =

p−1∑

q=0

∆tq

q!
y

(q)
i θq +

∆tp

p!
α

(p)
i θp ,

∫∆t
0 Wẏdt
∫ ∆t
0 Wdt =

p−1∑

q=1

∆tq−1

(q − 1)!
y

(q)
i θq−1 +

∆tp−1

(p− 1)!
α

(p)
i θp−1 , (3.21)

∫∆t
0 Wÿdt
∫ ∆t
0 Wdt =

p−1∑

q=2

∆tq−2

(q − 2)!
y

(q)
i θq−2 +

∆tp−2

(p− 2)!
α

(p)
i θp−2 ,

∫∆t
0 WFdt
∫∆t
0 Wdt = F̄ .Dzielimy równanie (3.19) przez ∫∆t

0 i wykorzystujemy (3.21). Otrzymujemy
M




p−1∑

q=2

∆tq−2

(q − 2)!
y

(q)
i θq−2 +

∆t(p− 2)

(p− 2)!
α

(p)
i θp−2


 (3.22)

+C




p−1∑

q=1

∆tq−1

(q − 1)!
y

(q)
i θq−1 +

∆t(p− 1)

(p− 1)!
α

(p)
i θp−1


 (3.23)

+K




p−1∑

q=0

∆tq

q!
y

(q)
i θq +

∆tp

p!
α

(p)
i θp


− F̄ = 0 (3.24)St¡d wyzna
zymy wspóª
zynniki α

(p)
n :

α
(p)
n =

(
∆tp−2

(p− 2)!
θp−2M +

∆tp−1

(p− 1)!
θp−1C +

∆tp

p!
θpK

)

·
(
F̄ − M¨̃yi+1 − C ˙̃yi+1 −Kỹi+1

)
. (3.25)Wielko±
i ỹ, ˙̃y i ¨̃y ozna
zaj¡ ±rednie warto±
i predyktorów w przedziale 
zasu



3.2 Metoda Parka 31i de�niowane s¡ nast�puj¡
o:
ỹi+1 =

p−1∑

q=0

∆tq

q!
y

(q)
i θq ,

˙̃yi+1 =

p−1∑

q=1

∆tq−1

(q − 1)!
y

(q)
i θq−1 , (3.26)

¨̃yi+1 =

p−1∑

q=2

∆tq−2

(q − 2)!
y

(q)
i θq−2 .Do rozpo
z�
ia obli
ze« potrzebne s¡ warto±
i y0 oraz po
hodne y

(q)
0 dorz�du p − 1 wª¡
znie. Uprosz
zony s
hemat obli
ze« przedstawia algorytm2. Istotn¡ spraw¡ jest dobór wspóª
zynników θq oraz przyj�
ie odpowied-niego kroku ∆t. Mo»na konstruowa¢ mniej lub bardziej rozbudowane s
he-maty 
aªkowania, dobieraj¡
 odpowiednie rozwini�
ia (3.17). W pra
y [187℄pokazano, w jaki
h przypadka
h metoda SSpj staje si� metod¡ Newmarka,Newmarka-Bossaka, Wilsona, Houbolta i in.Algorytm 2 S
hemat obli
ze« metod¡ SSpj.

• Wyzna
zy¢ ỹi+1, ˙̃yi+1 i ¨̃yi+1 z (3.26).
• Obli
zy¢ α

(p)
i z (3.25).

• Obli
zy¢ yi+1, ẏi+1, ... z równania (3.18).
• Powtórzy¢ obli
zenia w nast�pnym kroku.

3.2. Metoda ParkaMetoda opisana przez Parka w pra
y [137℄ przezna
zona jest do zada« opi-sany
h równaniami sztywnymi. Sztywne równania to równania ró»ni
zkowe,które, mimo zastosowania bardzo maªego kroku 
aªkowania w obli
zeniowy
hmetoda
h numery
zny
h, daj¡ rozwi¡zania niestabilne. Zadaniem podstawo-wym metody obli
zeniowej jest w tym przypadku odpowiednio dokªadne 
aª-kowanie zmienny
h odpowiadaj¡
y
h za za
howanie sztywne, 
zyli 
harakte-ryzuj¡
y
h si� wysokimi 
z�sto±
iami drga«, bez utraty wydajno±
i pro
esu



32 3 Metody numery
zne 
aªkowania równa« ró»ni
zkowy
h ru
huobli
zeniowego. Konstruowanie metod rozwi¡zywania tego typu zagadnie«zapo
z¡tkowaª Gear [73℄.
3.3. Metoda różnic centralnychJest to naj
z�±
iej stosowana w prakty
e metoda 
aªkowania równa« ró»-ni
zkowy
h ru
hu. Co wi�
ej, stosowana jest do niemal wszystki
h zagadnie«numery
znego rozwi¡zywania problemów po
z¡tkowy
h. Jej podstawow¡ 
e-
h¡ jest prostota sformuªowania.Rozpatrzmy równanie ró»ni
zkowe opisuj¡
e ru
h prostego os
ylatora:

mq̈(t) + cq̇(t) + kq(t) = f(t) . (3.27)Po
hodne zast�pujemy ilorazami ró»ni
owymi:
q̇i =

qi+1 − qi−1

2∆t
, (3.28)

q̈i =
q̇i+1/2 − q̇i−1/2

∆t
=
qi+1 − 2qi + qi−1

∆t2
. (3.29)Okre±lamy równanie (3.27) w 
hwili t = ti, a nast�pnie wykorzystujemyzde�niowane wy»ej ilorazy ró»ni
owe (3.28) i (3.29). Po uporz¡dkowaniuwyrazów otrzymujemy nast�puj¡
¡ formuª� krokow¡:

qi+1 =

(
m+

h

2
c

)−1 [(
2m− k∆t2

)
qi +

(
h

2
c−m

)
qi−1 + ∆t2 fi

]
.(3.30)Dysponuj¡
 rozwi¡zaniami w dwó
h kolejny
h 
hwila
h i − 1 i i mo»emywyzna
zy¢ rozwi¡zanie w 
hwili nast�pnej i+ 1. Trudno±¢ mo»e wyst¡pi¢ wpierwszym kroku obli
ze«, na etapie uwzgl�dniania warunków po
z¡tkowy
h.Przyjmijmy, »e równanie (3.27) rozwi¡zujemy przy nast�puj¡
y
h warunka
hpo
z¡tkowy
h: q(0) = q0, q̇(0) = q̇0. W takim przypadku pierwszy warunekwprowadzamy bezpo±rednio do (3.30), a w drugim po
hodn¡ zast�pujemyilorazem ró»ni
owym wste
z q̇0 = (qo − q−1)/∆t. Mamy wi�
 brakuj¡
¡warto±¢ q−1 = q0 − q̇0h. Ta wielko±¢ pomo
ni
za jest formalnie potrzebnado uru
homienia pro
edury obli
zeniowej. Algorytm 3 przedstawia pro
esobli
zeniowy w przypadku zadania po
z¡tkowy
h warto±
i przemiesz
zenia

q0 i pr�dko±
i q̇0.Przejd¹my teraz do ma
ierzowej posta
i równania 3.30. W przypadkupeªnej ma
ierzy bezwªadno±
i otrzymujemy nast�puj¡
e równanie ma
ie-rzowe:
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h 33Algorytm 3 Metoda ró»ni
 
entralny
h1. Wykorzystuj¡
 warunek po
z¡tkowy q̇(0) = q̇0 wyzna
zamy brakuj¡
¡warto±¢ q−1 = q0 − q̇0h.2. Znaj¡
 warto±
i q−1 i q0 wyzna
zamy q1 (tj. qi+1 przy i = 0):
qi+1 =

(
2 − k

mh
2
)
qi − qi−1 + h2

m fi.3. Prze
hodzimy do nast�pnego kroku obli
zeniowego i powtarzamy p. 2,przy i = 1, 2, 3...., n

Mqi+1 = (2M − h2K)qi − Mqi−1 + h2Fi . (3.31)Je»eli bezwªadno±¢ konstruk
ji potra�my przedstawi¢ jako diagonaln¡ ma-
ierz bezwªadno±
i, wów
zas odwró
enie M jest naty
hmiastowe i s
hematobli
zeniowy uprasz
za si� do posta
i nast�puj¡
ej:
qi+1 =

(
2I − M−1Kh2

)
qi − qi−1 . (3.32)Otrzymujemy ukªad równa« algebrai
zny
h o równania
h rozseparowany
h.Rozwi¡zujemy go równanie po równaniu, przy minimalnym kosz
ie nume-ry
znym. Widzimy, »e w przypadku peªnej ma
ierzy bezwªadno±
i M mu-simy rozwi¡za¢ ukªad równa« o peªnej lub pasmowej ma
ierzy wspóª
zynni-ków. Z tego wzgl�du metoda ró»ni
 
entralny
h stosowana jest zazwy
zajz wykorzystaniem diagonalnej ma
ierzy bezwªadno±
i. Metoda konstruowa-nia diagonalnej ma
ierzy bezwªadno±
i jest stosunkowo prosta. W najprost-szy sposób uzyskujemy ma
ierz diagonaln¡ umiesz
zaj¡
 
z¡stki materialneo odpowiedni
h masa
h mi, tak aby i
h suma równaªa si� 
aªkowitej ma-sie obiektu m. Cz¡stki materialne nie maj¡ bezwªadno±
i obrotowej. Ob-rotow¡ bezwªadno±¢ mo»na uwzgl�dni¢ w ma
ierza
h bezwªadno±
i beleklub pªyt, dodaj¡
 do±¢ dowolnie odpowiednie wyrazy diagonalne, obrazuj¡
ebezwªadno±¢ obrotow¡ 
z�±
i rozpatrywanego zdyskretyzowanego fragmentukonstruk
ji. W przypadku belki b�dzie to moment bezwªadno±
i obrotowejwzgl�dem punktu w�zªowego poªowy elementu o masie m/2 i dªugo±
i l/2,a wi�
 I = (m/2) · (l/2)2/3.Taki sposób granulowania masy jest wystar
zaj¡
y w wi�kszo±
i zada«.W sytua
ji, kiedy mamy do 
zynienia zarówno z posuwistymi jak i obro-towymi stopniami swobody, o przemiesz
zenia
h i napr�»enia
h elementówkonstruk
ji de
yduj¡ te pierwsze. Niepre
yzyjny opis bezwªadno±
i obroto-wej wpªywa minimalnie na wyniki. Cz�sto±
i drga« wªasny
h mo»na wyzna-
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aªkowania równa« ró»ni
zkowy
h ru
hu
za¢ z bª�dem nie przekra
zaj¡
ym kilku pro
ent. Wy»sze 
z�sto±
i, z du-»ym udziaªem zginania w odpowiadaj¡
y
h im forma
h wªasny
h, 
harak-teryzuj¡ si� ju» bª�dem kilkudziesi�
iopro
entowym. Z tego wzgl�du po-szukiwano dokªadniejszy
h sposobów zast�powania konsystentnej ma
ierzybezwªadno±
i ma
ierz¡ diagonaln¡. Metoda zaproponowana w pra
y [82℄(metoda HRZ) jest równie prosta. Zasad¡ jest uwzgl�dnianie jedynie diago-nalne wyrazy ma
ierzy peªnej. S¡ one odpowiednio skalowane. Post�powaniemo»na uj¡¢ w nast�puj¡
y
h kroka
h:1. Obli
zamy jedynie diagonalne wyrazy konsystentnej ma
ierzy bezwªad-no±
i.2. Obli
zamy mas� 
aªkowit¡ m elementu dyskretnego.3. Obli
zamy li
zb� s równ¡ sumie diagonalny
h wyrazów mii, odpowia-daj¡
y
h jedynie stopniom swobody ru
hu post�powego w danym kie-runku ru
hu. Pomijamy tu obrotowe stopnie swobody.4. Skalujemy wszystkie wspóª
zynniki diagonalne mno»¡
 je przez li
zb�
m/s. Dzi�ki temu za
howujemy 
aªkowit¡ mas� elementu.

Przykład 4Konsystentna ma
ierz bezwªadno±
i elementu belki Bernoulliego-Eulera maposta¢ nastepuj¡
¡:
M =

m

420




156 22l 54 −13l
22l 4l2 13l −3l2

54 13l 156 −22l
−13l −3l2 −22l 4l2


 .

m jest mas¡ 
aªkowit¡ elementu m = ρAl. Ma
ierz diagonalizowana bezpo-±rednio ma posta¢
M =

m

2
diag[1, l2/12, 1, l2/12] ,a diagonalizowana metod¡ HRZ

M =
m

2
diag[1, l2/78, 1, l2/78] .Meroda HRZ pozwala uzyska¢ dokªadniejsze wyniki odpowiadaj¡
e wy»szym
z�sto±
iom wªasnym i zwi¡zanymi z nimi zjawiskami. Zauwa»amy, »e wspóª-
zynniki odpowiadaj¡
e obrotowym stopniom swobody w obu sposoba
h gra-nula
ji masy zna
znie si� ró»ni¡.
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3.3.1. Stabilność metodyProblem stabilno±
i byª ju» omawiany w rozdz. 3 w odniesieniu do metodyRungego-Kutty 2 rz�du i ogólnie � metod trapezowy
h. Teraz rozpatrzymyproblem stabilno±
i metody ró»ni
 
entralny
h. Zapiszmy (3.30) jako s
he-mat jednowarstwowy o podwójonej li
zbie stopni swobody:

{
qi+1

qi

}
=

[
(2 − k

m h2) −1
1 0

]{
qi
qi−1

} (3.33)lub ina
zej
qi+1 = Tqi . (3.34)Wykorzystuj¡
 powy»szy zapis tworzymy rozwi¡zanie po n kroka
h obli
ze-niowy
h

q1 = Tq0

q2 = Tq1 = T · Tq0 = T2 q0 (3.35)
.....

qn = Tn q0 .Stabilno±¢ ukªadu (3.34) wymaga, by energia 
aªkowita ukªadu nie rosªaz kroku na krok, a w zwi¡zku z tym by amplituda drga« zadania przy n→ ∞byªa ograni
zona. To z kolei prowadzi do warunku konie
znego stabilno±
iukªadu
|λi| ≤ 1, i = 1, 2, (3.36)gdzie, przy ozna
zeniu ω2 = k/m mamy

λ1/2 =
ωh

2

√
ω2h2 − 4 ∓ ω2h2

2
± 1 (3.37)s¡ warto±
iami wªasnymi ma
ierzy T. Warunek (3.36) pozwala okre±li¢ mak-symalny krok 
aªkowania

hmax =
2

ω
. (3.38)Powy»sze kryterium doty
zy pojedyn
zego stopnia swobody. W ukªadzieo wielu stopnia
h swobody de
yduj¡
¡ 
z�sto±
i¡ jest najwy»sza 
z�sto±¢

ωmax ukªadu, gdy» ta 
z�sto±¢ powoduje, »e warto±¢ wªasna ma
ierzy przej-±
ia T wydªu»a promie« spektralny T. Warto±¢ wªasna pojawia si� nazewn¡trz koªa jednostkowego na pªasz
zy¹nie zespolonej. Widzimy, »e zewzrostem 
z�sto±
i wªasnej ω, zwi¡zanej ze stopniem swobody, maleje do-pusz
zalny krok 
zasowy h. W prakty
e ma to miejs
e przy wzro±
ie sztyw-no±
i lub zmniejszaniu si� bezwªadno±
i elementów sko«
zony
h. Wa»nej
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zne 
aªkowania równa« ró»ni
zkowy
h ru
huwskazówki dostar
za nam prosta analiza sztywno±
i i bezwªadno±
i elementusko«
zonego pr�ta o dªugo±
i l drgaj¡
ego osiowo. Cz�sto±¢ drga« wªasny
h
ω jest propor
jonalna do wyra»enia √E/ρ/l. Widzimy, »e przy zag�sz
za-niu siatki podziaªu dyskretnego dªugo±¢ elementu zmniejsza si�, a 
z�sto±¢
ω ro±nie. W tym samym stopniu zmniejsza si� kryty
zna warto±¢ kroku
zasowego hmax.Zastosujmy kryterium stabilno±
i w przypadku elementu sko«
zonegopr�ta drgaj¡
ego osiowo. Niezerow¡ warto±
i¡ wªasn¡ jest li
zba ω2 = 4E/ρl2.
c2 = E/ρ jest pr�dko±
i¡ roz
hodzenia si� fali w pr�
ie. Wów
zas ω = 2c/l.Uwzgl�dnijmy teraz warunek (3.38) w formie nierówno±
i h ≤ 2/ω. Otrzy-mamy kryterium stabilno±
i, okre±laj¡
e stosunek dªugo±
i o
zka przestrzen-nej siatki dyskretyza
ji l do dªugo±
i kroku 
zasowego h

l/h ≥ c . (3.39)Kryterium to znane jest pod nazw¡ warunku Couranta [50℄.
3.3.2. Dokładność metodyRozpatrzmy dwa elementarne zadania drga« os
ylatora o warto±
ia
h pa-rametrów k = 1 i m = 1, przy ró»ny
h warunka
h po
z¡tkowy
h: q0 = 0i q̇0 = 1 oraz q0 = 1 i q̇0 = 0. Rozwi¡zaniem pierwszego z ty
h przypad-ków jest funk
ja sin(t), drugiego za± funk
ja cos(t). Ka»dy inny przypadekzadania jest kombina
j¡ ty
h dwó
h rozwi¡za«.Warunki q0 = 0, q̇0 = 1 sprowadzamy, przy kroku ∆ t = h, do warunkówprzemiesz
zeniowy
h: q−1 = −h, q0 = 0. Rozwi¡zanie y(h) = q1 = h.Rozwi«my rozwi¡zanie ±
isªe w szereg Taylora

sin(h) = h− 1

3!
h3 + ... . (3.40)Bª¡d maksymalny w tym przypadku wynosi

ǫ1(h) = | sin(x) − y(h)| =
1

3!
h3 − ... . (3.41)W drugim przypadku, q0 = 1, q̇0 = 0, warunki po
z¡tkowe sprowadzamy donast�puj¡
y
h warunków przemiesz
zeniowy
h: q−1 = q1, q0 = 1. Uwzgl�d-nienie i
h w równaniu (3.30) daje rozwi¡zanie y(h) = 1− h2/2. Wiedz¡
, »e

cos(h) = 1 − 1/2!h2 + 1/4!h4 − ..., mo»emy okre±li¢ w tym przypadku bª¡dmaksymalny
ǫ2(h) = | cos(x) − y(h)| =

1

4!
h4 − ... . (3.42)
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owy jest nast�puj¡
y: maksymalny bª¡d metody ró»ni
 
en-tralny
h, zale»ny od kroku 
aªkowania h, wynosi
ǫ(h) =

1

6
h3 . (3.43)Bª¡d jednego kroku wynosi 1/6ω3h3. Li
zba kroków jest propor
jonalna do

1/h (np. n = T/h). St¡d bª¡d wyniku po 
zasie T wynosi ε = 1/6ω3h3 ·T/h.Jest zatem propor
jonalny do h2. Metoda jest rz�du drugiego.
3.4. Metody AdamsaGrupa metod Adamsa, dobrze znana i wykorzystywana w miniony
h lata
h,jest 
oraz rzadziej stosowana. Mimo »e 
harakteryzuje si� atrak
yjnymiwªasno±
iami, powoli znika z podr�
zników akademi
ki
h. Przedstawimyw skró
ie podstawowe algorytmy metod Adamsa oraz i
h zalety. Zasadni
z¡zalet¡ jest mo»liwo±¢ stosowania metody wysokiego rz�du (k) bez wzrostukosztów obli
zeniowy
h. Obli
zenia wymagaj¡ prze
howywania w pami�
iodpowiedniej li
zby rozwi¡za« ustalony
h w poprzedni
h kroka
h obli
ze-niowy
h, a dokªadnie funk
ji f(yi, ti). Aktualny krok obli
zeniowy wymagajedynie jednokrotnego wyzna
zenia warto±
i takiej funk
ji oraz zsumowaniajej, z odpowiednimi wspóª
zynnikami, z warto±
iami funk
ji wyzna
zonymiw poprzedni
h kroka
h i prze
howywanymi w pami�
i opera
yjnej w li
zbie
k−1. Dysponuj¡
 odpowiedni¡ li
zb¡ zmagazynowany
h warto±
i f li
zony
hwste
z, mo»emy z peªn¡ swobod¡ dokonywa¢ wyboru rz�du metody. Co wi�-
ej, mo»emy stosowa¢ ró»ny rz¡d dokªadno±
i do wybrany
h stopni swobodylub 
aªego podobszaru konstruk
ji. Te zalety wykorzystywano w badaniuproblemów dynamiki maszyn.Rozpatrzmy równanie ró»ni
zkowe





dydt = f(y, t)

y(0) = y0

(3.44)Po rozwini�
iu y(t) w szereg Taylora otrzymujemy
y(t+ ∆t) = y(t) + ∆t y′(t) +

∆t2

2!
y′′(t) +

∆t3

3!
y′′′(t) + . . . (3.45)Z równania (3.44) uzyskujemy

y′(t) = f(y, t), y′′(t) = f ′(y, t), . . . . (3.46)
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zne 
aªkowania równa« ró»ni
zkowy
h ru
huRozwini�
ie (3.45) w 
hwili ti mo»emy zapisa¢ w posta
i nast�puj¡
ej
yi+1 = yi + ∆t fi +

(∆t)2

2!
f ′i +

∆t3

3!
f ′′i + . . . . (3.47)W zale»no±
i od li
zby wyrazów rozwini�
ia Taylora otrzymujemy kolejneformuªy odpowiednio wy»szego rz�du.

3.4.1. Formuły Adamsa jawne (otwarte)Formuªy jawne metody Adamsa zwane s¡ te» formuªami Adamsa-Bashorda.Ni»ej poka»emy Ide� otrzymywania formuª do trze
iego rz�du oraz podamyformuª� ogóln¡ wraz ze stabilizowanymi wspóª
zynnikami.
Formuła pierwszego rzędu Pozostawiaj¡
 dwa wyrazy w szeregu (3.47) otrzy-mujemy formuª� Adamsa pierwszego rz�du, identy
zn¡ z formuª¡ Eulera:

yi+1 = yi + ∆t fi . (3.48)Mo»emy w rozwini�
iu (3.47) zast¡pi¢ po
hodne lewostronnymi ilorazamiró»ni
owymi
f ′i =

fi − fi−1

∆t
. (3.49)

Formuła drugiego rzędu Uwzgl�dniamy trzy 
zªony rozwini�
ia (3.47)
yi+1 = yi + ∆t fi +

(∆t)2

2!
f ′i +O(∆t)3 . (3.50)Zast�pujemy po
hodn¡ f ′i ilorazem ró»ni
owym okre±lonym wste
z

f ′i =
fi − fi−1

∆t
. (3.51)Ostate
zni otrzymujemy formuª� drugiego rz�du

yi+1 = yi +
∆t

2
(3fi − fi−1) +O(∆t)3 , (3.52)z bª�dem pojedyn
zego kroku rz�du (∆t)3.
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a 3.2: Wspóª
zynniki jawny
h metod Adamsa.
k

n rz¡d metody0 1 2 3 4 50 1 11 3
2 −1

2 22 23
12 −16

12
5
12 33 55

24 −59
24

37
24 − 9

24 44 1901
720 −2774

720
2616
720 −1274

720
251
720 55 4277

1440 −7923
1440

9982
1440 −7298

1440
2877
1440 − 475

1440 6
Formuła trzeciego rzędu Post�pujemy podobnie jak w przypadku formuª ni»-szego rz�du. Uwzgl�dniamy 
ztery wyrazy rozwini�
ia (3.47)

yi+1 = yi + ∆t fi +
∆t2

2!
f ′i +

∆t3

3!
f ′′i +O(∆t)4 . (3.53)Po zast¡pieniu po
hodny
h odpowiednimi ró»ni
ami i po uporz¡dkowaniu
zynników otrzymujemy formuª� jawn¡ Adamsa trze
iego rz�du

yi+1 = yi +
∆t

12
(23fi − 16fi−1 + 5fi−2) +O(∆t)4 . (3.54)

Metoda Adamsa jawna dowolnego rzędu Jawn¡ metod� Adamsa rz�du n + 1opisuje s
hemat
yi+1 = yi + ∆tΣn

k=0fi−k αnk . (3.55)Wspóª
zynniki formuª umiesz
zono w tab. 3.2.Rozpo
z�
ie obli
ze« z wykorzystaniem formuª Adamsa rz�du wy»szegoni» pierwszy wymaga w pierwszy
h kroka
h wykorzystania inny
h metodobli
zeniowy
h. Z powodzeniem mo»na wykorzysta¢ metod� Adamsa pierw-szego rz¡du, lub kolejno pierwszego, drugiego itd, a» do uzyskania wszystki
hwarto±
i fi, fi−1, ... wymagany
h do kontynuowania obli
ze«. W tabli
y 3.3
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zne 
aªkowania równa« ró»ni
zkowy
h ru
huTabli
a 3.3: Przykªadowe wyniki obli
ze« metodami Adamsa.krok rz¡d metody1 2 3 4 5 61 0.9000002 0.819000 0.8351243 0.751924 0.771831 0.7687584 0.695385 0.717345 0.713642 0.7144365 0.647029 0.669943 0.665892 0.666860 0.6666126 0.605164 0.628349 0.624185 0.625246 0.624933 0.6250227 0.568542 0.591567 0.587412 0.588480 0.588143 0.5882618 0.536218 0.558815 0.554749 0.555804 0.555474 0.5555959 0.507465 0.529472 0.525538 0.526552 0.526227 0.52634410 0.481713 0.503034 0.499257 0.500227 0.499923 0.500038przedstawiono wyniki obli
ze« metodami Adamsa elementarnego równaniaró»ni
zkowego ẏ + y2 = 0, przy warunku po
z¡tkowym y(0) = 1. Pierw-sze kroki obli
ze« wykonano pomo
ni
zo metodami Adamsa ni»szego rz�du.St¡d te» ko«
owa dokªadno±¢ nie w peªni zale»y od dokªadno±
i formuª wy»-szego rz�du, a jest obar
zona wy»szym bª�dem po
z¡tkowy
h kroków.Jako przykªad wyników na rys. 3.5 pokazano przemiesz
zenia w 
zasieos
ylatora, uzyskane metod¡ Adamsa pierwszego i drugiego rz�du. Widzimy,»e metoda rz�du pierwszego jest rozbie»na, 
ho¢ stopie« narastania bª�du jestumiarkowany. Krótszy krok 
zasowy poprawia wynik. Przypomnimy w tymmiejs
u, »e popularna metoda Rungego-Kutty drugiego rz�du równie» niejest stabilna. Metoda Adamsa drugiego rz�du przy odpowiednio dobranymkroku pozwala uzyska¢ rozwi¡zanie stabilne.
3.4.2. Metody Adamsa niejawne (zamknięte)Funk
j� y(t) mo»emy te» rozwin¡¢ w szereg Taylora w punk
ie t+∆t wste
z
y(t) = y(t+ ∆t− ∆t) =y(t+ ∆t) + (−∆y) y′(t+ ∆t) +

(∆t)2

2!
y′′(t+ ∆t)+

+
−(∆t)3

3!
y′′′(t+ ∆t) + . . . . (3.56)
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Rysunek 3.5: Przemiesz
zenia os
ylatora uzyskane jawn¡ metod¡ Adamsa pierw-szego i drugiego rz�du.Przyjmuj¡
 zapis y′ = f , y′′ = f ′ itd. w 
hwili ti mo»emy napisa¢
yi = yi+1 − ∆t fi+1 +

(∆t)2

2!
f ′ − (∆t)3

3!
f ′′i+1 + . . . . (3.57)Po uporz¡dkowaniu wyra»e« otrzymujemy ko«
ow¡ posta¢ formuª niejaw-ny
h Adamsa

yi+1 = yi + ∆t fi+1 −
(∆t)2

2!
f ′i+1 +

(∆t)3

3!
f ′′i+1 + . . . . (3.58)

Formuła pierwszego rzędu Ju» w najprostszej posta
i formuªa niejawna Adamsaró»ni si� od formuªy jawnej (3.48)
yi+1 = yy + ∆t fi+1 . (3.59)Formuª� nazywamy zamkni�t¡, poniewa» do uzyskania nieznanej warto±
i

yi+1 nale»y obli
zy¢ fi+1 = f(yi+1, ti+1), zale»ne od yi+1. Stosujemy do tegopro
edur� itera
yjn¡:
• okre±lamy pierwsz¡ warto±¢ przybli»on¡ y(0)

i+1 warto±
i yi+1,
• uwzgl�dniamy j¡ w równaniu i wyzna
zamy now¡ warto±¢ y(1)

i+1

y
(1)
i+1 = yi + ∆t f(y

(0)
i+1, ti+1) ,
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zne 
aªkowania równa« ró»ni
zkowy
h ru
huTabli
a 3.4: Wspóª
zynniki niejawny
h metod Adamsa.
k

n rz¡d metody0 1 2 3 4 50 1 11 1
2

1
2 22 5

12 − 8
12 − 1

12 33 9
24

19
24 − 5

24
1
24 44 251

720
646
720 −264

720
106
720 − 19

720 55 475
1440

1427
1440 − 798

1440
482
1440 − 173

1440
27

1440 6
• powtarzamy itera
j�.

Metoda Adamsa niejawna dowolnego rzędu Niejawn¡ metod� Adamsa rz�du
n+ 1, podobnie jak w przypadku metod jawny
h, opisuje s
hemat

yi+1 = yi + ∆tΣn
k=0fi+1−k βnk +O(∆t)n+2 . (3.60)Wspóª
zynniki formuª umiesz
zono w tab. 3.4.Metody Adamsa 
e
huje ªatwo±¢ stosowania. W pami�
i opera
yjnej two-rzy si� miejs
e na wektory fi utworzone z rozwi¡za« w k kolejny
h 
hwila
h.Nastepnie, w zale»no±
i od przyj�tego rz�du metody k, obli
za si� rozwi¡-zanie w 
hwili i, w której wyzna
zono wektor yi. Ka»dy krok 
zasowy tosumowanie wektorów fi z odpowiednimi wspóª
zynnikami, a nastepnie ob-li
zenie wektora fi+1. Na ka»dym etapie obli
ze« mo»emy zmienia¢ rz¡dstosowanej metody. Zastosowanie metody wy»szego rz�du na dowolnym eta-pie nie wi¡»e si� ze wzrostem kosztu obli
zeniowego, o ile odpowiednia li
zbakolejny
h wektorów fi jest utrzymywana w pami�
i. Jest to wa»ne zwªasz
zana etapie po
z¡tkowym, kiedy obli
zenia rozpo
zynamy metod¡ pierwszegorz�du i kontynuujemy podnosz¡
 z kroku na krok rz¡d metody, a» do uzy-



3.5 Metoda Newmarka 43skania wymaganej dokªadno±
i.
3.5. Metoda NewmarkaMetoda zostaªa opublikowana w 1959 roku [132℄. Opis jej mo»na obe
nieznale¹¢ w ka»dej ksi¡»
e po±wi�
onej drganiom konstruk
ji w uj�
iu dyskret-nym. Jest to te» metoda naj
z�±
iej stosowana w komer
yjny
h pakieta
hobli
zeniowy
h. Zalet¡ jej jest niew¡tpliwie bezwarunkowa stabilno±¢ przyodpowiednio dobrany
h parametra
h. Metoda Newmarka do
zekaªa si� mo-dy�ka
ji [81, 178℄, poprawiaj¡
y
h niektóre wªasno±
i pierwowzoru. Mimotego pierwotna wersja metody jest naj
z�±
iej wybierana do 
aªkowania rów-na« ró»ni
zkowy
h ru
hu. O wyborze de
yduje, opró
z dobry
h wªasno±
inumery
zny
h, bez w¡tpienia zwykªa popularno±¢ i dost�pno±¢ pro
edur.Wyprowadzenie równa« metody jest nieskomplikowane. Rozwijamy w sze-reg Taylora funk
j� przemiesz
ze« u(t) oraz pr�dko±
i v(t). Reszta, jakoostatni skªadnik rozwini�
ia przemiesz
zenia u okre±lany jest w punk
ie po-±rednim tβ = (1 − 2β)tn + 2βtn+1, 0 ≤ β ≤ 1/2. Z kolei reszta rozwini�
iapr�dko±
i v okre±lana jest w 
hwili tγ = (1 − γ)tn + γtn+1. Algorytm 4 for-muªuje metod� Newmarka. Odpowiednie proste przeksztaª
enia prowadz¡do krokowego s
hematu obli
zeniowego. Parametr γ wpªywa na wªasno±
itªumienia numery
znego, a parametr β z kolei na stabilno±¢ metody. Obaparametry s¡ sprz�»one ze sob¡ i nale»y dobiera¢ je ostro»nie, je±li de
ydu-jemy si� na waro±
i inne ni» powsze
hnie stosowane i opisane w literaturze.
γ = 1/2 zapewnia nam brak tªumienia numery
znego. W tym przypadkuprzy β ≥ 1/4 otrzymujemy s
hemat bezwarunkowo stabilny. Maksymalnetªumienie wysoki
h 
z�sto±
i otrzymujemy przy β = 1/4(γ+1/2)2 i γ > 1/2.Wpªyw obu parametrów na warto±¢ promienia spektralnego (a wi�
 na sta-bilno±¢ lub rozbie»no±¢ metody) przedstawia rys. 3.6.W grupie metod Newmarka umie±
i¢ mo»na szereg metod po
hodny
h,wyprowadzany
h przy sz
zególny
h waro±
ia
h parametrów β.Metoda staªego przyspieszenia Zwana jest te» metod¡ ±redniego przy-spieszenia. Jest to przypadek β = 1/4. Metoda jest niejawna, bez-warunkowo stabilna, o dokªadno±
i drugiego rz�du. Jest to najpopu-larniejszy wariant metody Newmarka, 
h�tnie stosowany w prakty
e.Figuruje te» pod nazw¡ metody trapezów.Metoda liniowego przyspieszenia Jest to przypadek β = 1/6. Metodajest niejawna, o dokªadno±
i drugiego rz�du oraz warunkowo stabilna.



44 3 Metody numery
zne 
aªkowania równa« ró»ni
zkowy
h ru
huAlgorytm 4 Metoda NewmarkaSformuªowanie
• un+1 = un + hvn + h2(1/2 − β)an + h2βan+1

• vn+1 = vn + h(1 − γ)an + hγan+1

• Man+1 + Cvn+1 + Kun+1 = Fn+1Rozwi¡zanie
• Zbudowa¢ ukªad równa«
(
K + 1

βh2M + γ
βhC

)
ui+1 = Fi+1 +M

(
1

βh2ui + 1
βhvi + ( 1

2β − 1)ai

)
+

+C
(

γ
βhui + (γ

β − 1)vi + h
2 (γ

β − 2)ai

)

• Rozwi¡za¢ ukªad równa« obli
zaj¡
 ui+1

• Obli
zy¢ brakuj¡
e przyspieszenia i pr�dko±
i
ai+1 = 1

βh2 (ui+1 − ui) − 1
βhvi − ( 1

2β − 1)ai

vi+1 = vi + h(1 − γ)ai + γhai+1Metoda Foxa-Goldwina Tutaj przy β = 1/12 uzyskuje si� metod� nie-jawn¡, drugiego rz�du, warunkowo stabiln¡. W przypadku braku tªu-mienia, tj. przy C = 0, otrzymujemy metod� rz�du 
zwartego.Metoda ró»ni
 
entralny
h Jest to najprostszy przypadek β = 0. Me-toda jest jawna.
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Rysunek 3.6: Warto±
i wªasne zale»ne od parametrów β i γ.
3.6. Metoda BossakaWi�kszo±¢ s
hematów 
aªkowania równania ró»ni
zkowego ru
hu b¡d¹ wy-wodzi si� z rozwini�
ia funk
ji przemiesz
ze« i pr�dko±
i w szereg Taylora,b¡d¹ daj� si� w posta
i takiego rozwini�
ia przedstawi¢. Kilka metod po-wstaªo w wyniku mody�ka
ji samego równania ru
hu. przykªadem mo»e by¢np. mody�ka
ja wprowadzona przez Bossaka [178℄. Mody�ka
ji podlegaj¡siªy bezwªadno±
i. Metoda Newmarka-Bossaka jest rozszerzeniem metodyNewmarka. W równaniu ru
hu uwzgl�dnia si� przyspieszenie a przed ti+1.Siªy bezwªadno±
i s¡ interpolowane w przedziale [ti, ti+1]. Sformuªowaniemetody przedstawiono poni»ej (algorytm 5). W przypadku αB = 0 otrzy-mujemy metod� Newmarka.Warunki stabilno±
i speªnione s¡ przy

αB ≤ 1/2 , βB ≥ γB/2 ≥ 1/4 , αB + γB ≥ 1/4. Metoda Bossaka 
harakteryzuje si� bardzo wa»nymi wªasno±
iami tªu-mi¡
ymi wy»sze 
z�sto±
i drga«. Teraz przyjrzymy si� przykªadowym za-stosowaniom metody i wykresowi promienia spektralnego w zale»no±
i odwielko±
i kroku 
zasowego.Inn¡ mody�ka
j�, opart¡ na podobnej prostej kon
ep
ji, wprowadzili au-torzy pra
y [81℄. W tym przypadku wprowadzono zmian� siª poten
jalny
h,przesuwaj¡
 
hwil�, w której s¡ one okre±lane w równaniu ru
hu. Równanie
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zne 
aªkowania równa« ró»ni
zkowy
h ru
huAlgorytm 5 Metoda Bossaka.Sformuªowanie
• un+1 = un + hvn + h2(1/2 − β)an + h2βan+1

• vn+1 = vn + h(1 − γ)an + hγan+1

• M(1 − αB)an+1 + MαBan + Cvn+1 + Kun+1 = Fn+1Rozwi¡zanie
• Zbudowa¢ ukªad równa«(

K + 1−αB

βh2 M + γ
βhC

)
ui+1 = Fi+1 +

+M
(

1−αB

βh2 ui + 1−αB

βh vi + ( 1
2β − αB

2β − 1)ai

)
+

+C
(

γ
βhui + (γ

β − 1)vi + h
2 (γ

β − 2)ai

)

• Rozwi¡za¢ ukªad równa« obli
zaj¡
 ui+1

• Obli
zy¢ brakuj¡
e przyspieszenia i pr�dko±
i
ai+1 = 1

βh2 (ui+1 − ui) − 1
βhvi − ( 1

2β − 1)ai

vi+1 = vi + h(1 − γ)ai + γhai+1ru
hu ma posta¢ uj�t¡ w algorytmie 6. Algorytmy oparte na tej mody�ka
jis¡ bardzo wra»liwe na parametry metody. Mimo teorety
zny
h mo»liwo±
iwpªywania na wªasno±
i metody poprzez dobór parametrów, stabilne roz-wi¡zania uzyskuje si� w bardzo w¡skim zakresie podany
h przez autorówwarto±
i. Z tego wzgl�du stosowanie jej nie rozpowsze
hniªo si�.



3.7 Metoda Parka-Housnera 47Algorytm 6 Metoda Hilbera, Hughesa i Taylora, wg pra
y [81℄.Sformuªowanie
• un+1 = un + hvn + h2(1/2 − β)an + h2βan+1

• vn+1 = vn + h(1 − γ)an + hγan+1

• Man+1 + Cvi+1 + (1 + αH)Kun+1 − αHKun = Fn+1Rozwi¡zanie
• Zbudowa¢ ukªad równa«(

(1 + αH)K + 1
βh2 M + γ

βhC
)
ui+1 = Fi+1 +

+M
(

1
βh2ui + 1

βhvi + ( 1
2β − 1)ai

)
+

+C
(

γ
βhui + (γ

β − 1)vi + h
2 (γ

β − 2)ai

)
+ αHKi ui

• Rozwi¡za¢ ukªad równa« obli
zaj¡
 ui+1

• Obli
zy¢ brakuj¡
e przyspieszenia i pr�dko±
i
ai+1 = 1

βh2 (ui+1 − ui) − 1
βhvi − ( 1

2β − 1)ai

vi+1 = vi + h(1 − γ)ai + γhai+1

3.7. Metoda Parka-HousneraMetoda Parka-Housnera [139℄ jest przykªadem metod póªniejawny
h. �¡-
zy w sobie zalety zarówno metod jawny
h (niski koszt numery
zny, maªezapotrzebowanie na pami�¢), jak i niejawny
h (bezwarunkowa stabilno±¢).W metodzie przyjmuje si� diagonaln¡ posta¢ ma
ierzy M. To zaªo»enie tu-taj podkre±lamy, gdy» pozwala zna
znie upro±
i¢ pro
edur� i podnie±¢ jejefektywno±¢. Metoda w ogólnym przypadku mo»e by¢ stosowana równie»przy peªnej ma
ierzy M. W takim przypadku jednak wymagane jest jed-nak kosztowne jej odwró
enie. Ma
ierz K rozkªadamy na sum� ma
ierzytrójk¡tny
h. W efek
ie otrzymujemy do rozwi¡zanie dwa ukªady równa«algebrai
zny
h. W wyniku otrzymujemy wektory przemiesz
ze« i pr�dko±
i(algorytm 7).
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zne 
aªkowania równa« ró»ni
zkowy
h ru
huAlgorytm 7 Metoda Parka-Housnera
• Budowa ma
ierzy K i diagonalnej ma
ierzy M

• Rozkªad K na KL i KU (K = KL + KU , KL = KU )
• Budowa ma
ierzy ukªadów równa«:

L = M(I + αβh2M−1KL),
U = (I + αβh2M−1KU ),
gn+1 = αβh2[βfn+1 + (1 − β)fn] + M(un + βhvn)

• Rozwi¡zanie ukªadów równa« (o ma
ierza
h trójk¡tny
h):
Lyn+1 = gn+1, Uūn+1 = yn+1

• Rozwi¡zanie ko«
owe:
un+1 = 1/β [ūn+1 − (1 − β)un],
vn+1 = 1/(αh) (un+1 − un) − (1 − α)/α vn

3.7.1. Stabilność metody Parka-HousneraAnaliza warto±
i wªasny
h ma
ierzy przej±
ia daje wynik gra�
zny przed-stawiony na rys. 3.7. Warto±
i pokazane na obu wykresa
h maj¡ warto±¢równ¡ 1 jedynie w punk
ie α=β=1/2. Co wi�
ej, przy α, β>1/2 metodawykazuje tªumienie. W pozostaªej 
z�±
i obszaru parametrów jest rozbie»na(rys. 3.8). Rys. 3.9 przedstawia wykres w funk
ji 
zasu przemiesz
ze« osio-wy
h swobodnego ko«
a pr�ta, ob
i¡»onego impulsem w 
hwili po
z¡tkowej.Warunki po
z¡tkowe zadano jako zerowe przemiesz
zenia oraz zerowe pr�d-ko±
i, za wyj¡tkiem w�zªa swobodnego, w którym zadano pr�dko±¢ po
z¡t-kow¡ v0. Wykres przemiesz
ze« obar
zony jest du»ym udziaªem drga« pa-so»ytni
zy
h. I
h amplitudy si�gaj¡ warto±
i 100% amplitudy wyniku teore-ty
znego. Cho
ia» u±redniony, wygªadzony wykres do±¢ dobrze pokrywa si�z lini¡ teorety
zn¡, to jednak przykªad analizy numery
znej drga« nietªu-miony
h pokazuje puªapk� w sytua
ji kiedy mo»e do
hodzi¢ do lokalnegoznisz
zenia materiaªu.
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Rysunek 3.7: Warto±
i wªasne w metodzie Parka-Housnera, zale»ne od parame-trów α i β.
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Rysunek 3.8: Obszar stabilno±
i w metodzie Parka-Housnera.
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zenia swobodnego ko«
a pr�ta, uzyskane metod¡ Parka-Housnera.
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3.8. Metoda TrujilloMetoda opra
owana przez Trujillo [171℄ opiera si� równie» na kon
ep
ji roz-kªadu ma
ierzy tªumienia C i sztywno±
i K na sum� ma
ierzy trójk¡tny
h:górnej i dolnej. Ma
ierz bezwªadno±
i M mo»e by¢ ma
ierz¡ peªn¡, 
ho¢w przypadku posta
i diagonalnej wynikowe ukªady równa« algebrai
zny
huprasz
zaj¡ si�, a i
h ma
ierze wspóª
zynników przyjmuj¡ formy trójk¡tne.Wów
zas naprzemiennie rozwi¡zuje si� ukªad równa« z ma
ierz¡ trójk¡tn¡doln¡ (algorytm 8, p. 1) i z ma
ierz¡ trójk¡tn¡ górn¡ (p. 3). Ka»de z rozwi¡-za« daje w wyniku obli
ze« pr�dko±
i, a nast�pnie przemiesz
zenia w 
hwiliodlegªej o ∆t od poprzednio rozpatrywanej 
hwili. W efek
ie po realiza
jiobu etapów obli
ze« posuwamy si� o krok h = 2∆t.Metoda zwykle operuje trójk¡tnymi ma
ierzami wspóª
zynników ukªa-dów równa«. Zna
znie przyspiesza to obli
zenia. Metoda Trujillo jest me-tod¡ jawn¡. Uzyskujemy bezwarunkow¡ stabilno±¢, je±li podziaª ma
ierzyjest symetry
zny. W przypadku niesymetry
znego podziaªu algorytm jestwarunkowo stabilny, 
ho¢ wykazuje wy»sz¡ dokªadno±¢ obli
ze«. Dodatkow¡wa»n¡ zalet¡ jest mo»liwo±¢ posªugiwania si� jedynie ma
ierzami elementówsko«
zony
h. Nie ma potrzeby formowania ma
ierzy globalny
h. Podnosito zna
znie efektywno±¢ metody Trujillo. Zalet¡ jej te» brak parametrówkontrolny
h, wymagaj¡
y
h ustalenia warto±
i. Wad¡ jest dwuetapowy al-gorytm oraz konie
zno±¢ stosowania, z uwagi na efektywno±¢ obli
ze«, dia-gonalnej ma
ierzy mas.Algorytm 8 Metoda Trujillo.1. (M + CL

h
2 + KL

h2

8

)
vj+1/2 =

=
(
M− CU

h
2 − KL

h2

8

)
vj − Kh

2uj + (fj + fj+1)
h
42. uj+1/2 = uj + h

4 (vj + vj+1)3. (M + CU
h
2 + KU

h2

8

)
vj+1 =

=
(
M− CL

h
2 −KU

h2

8

)
vj+1/2 − Kh

2uj+1/2 +
(
fj + fj+1/2

)
h
44. uj+1 = uj+1/2 + h

4

(
vj+1/2 + vj+1

)

K = KL + KU , C = CL + CU , t = jh = 2j∆t
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czasRysunek 3.10: Przemiesz
zenia swobodnego ko«
a pr�ta, uzyskane metod¡ Tru-jillo.Rys. 3.10 pokazuje wykres w 
zasie przemiesz
ze« osiowy
h swobodnegoko«
a pr�ta, pod wpªywem impulsu po
z¡tkowego. Metoda Trujillo lepiejni» metoda Parka-Housnera odwzorowuje teorety
zny, prostok¡tny wykresdrga«. Dane w zadaniu dobrano tak, »e okres drga« wynosi 80. W odpo-wiedni
h 
hwila
h wykres teorety
zny powinien przebiega¢ pionowo, gdy»rozwi¡zanie jest tam nie
i¡gªe. W kolejny
h 
ykla
h drgania paso»ytni
zemaj¡ nie
o mniejsze amplitudy i pozostawiaj¡ prostok¡tny 
harakter wy-kresu. Niestety, obserwuje si� pogarszanie si� wyników wraz ze wzrostemkroku 
zasowego. Wywoªane jest to ograni
zon¡ pr�dko±
i¡ przepªywu infor-ma
ji w jednym kroku obli
zeniowym, w porównaniu z metodami 
aªkowi
iejawnymi (patrz rozdz. 3.9).
3.9. Własności schematów całkowaniaW klasy
znym metoda
h analizy drga« konstruk
ji naj
z�±
iej stosujemyjedn¡, t� sama metod� 
aªkowania równania ró»ni
zkowego do 
aªego ob-szaru konstruk
ji i do wszystki
h jego stopni swobody. Cz�sto pewne pod-obszary lub pewien rodzaj stopni swobody nie wymaga du»ej dokªadno±
iobli
ze« i drobnego kroku 
aªkowania. Przykªadem mo»e by¢ ru
h osiowyramowni
 budynków wysoki
h. Istotna z punktu in»ynierskiego jest obserwa-
ja ru
hu gi�tnego pr�tów skªadowy
h. W tym kierunku sztywno±¢ elemen-tów konstruk
ji jest zde
ydowanie mniejsza ni» sztywno±¢ osiowa. Drganiaosiowe pr�tów maj¡ minimalne amplitudy i mniejsze zna
zenie prakty
zne.



3.9 Wªasno±
i s
hematów 
aªkowania 53W zwi¡zku z tym mo»emy je obli
za¢ z mniejsz¡ dokªadno±
i¡. Podob-nie jest w przypadku konstruk
ji posadowiony
h na grun
ie, wspóªdziaªa-nia konstruk
ji z podªo»em lub ota
zaj¡
¡ 
ie
z¡. Bezwªadno±¢ i sztywno±¢obu podobszarów mo
no si� ró»ni. Krótki krok 
zasowy pro
edur jawny
h,wymuszony przez kryterium stabilno±
i lub dokªadno±
i, zna
znie wydªu»aobli
zenia. Rozs¡dne post�powanie polega na stosowaniu metody jawnej domodelowania gruntu oraz metody niejawnej do modelowania posadowionejkonstruk
ji. Stosowanie mieszany
h operatorów do 
aªkowania otwiera nowemo»liwo±
i poprawy dokªadno±
i i zwi�kszenia wydajno±
i rozwi¡za« zªo»o-ny
h zada«. Opis zagadnie« doty
z¡
y
h zarówno statyki jak i dynamikiprzedstawiono m.in. w [136℄. Te
hniki oparte na podziale algebrai
znym na-zywane s¡ metodami podziaªu operatora (ang. operator splitting), a opartena podziale obszaru konstruk
ji - metodami podziaªu obszaru (ang. domainsplitting).Metody podziaªu operatora oraz metody póªniejawne mo»na zakwali�-kowa¢ do tej samej grupy metod. Ce
h¡ 
harakterysty
zn¡ jest tu 
h�¢utrzymania bezwarunkowej stabilno±
i lub zna
zne zwi�kszenie kryty
znegokroku 
aªkowania. Zwi�kszenie kroku 
aªkowania mo»na osi¡gn¡¢ przez np.te
hniki makroelementów (rozdz. 4.4), w który
h w opisie kolejno po so-bie nast�puj¡
y
h warstw 
zasu eliminuje si� algebrai
znie po±rednie stopnieswobody. W ten sposób zwi�ksza si� rozpi�to±¢ 
zasow¡ uzyskanego kroku
aªkowania. Ta sama te
hnika odnosi si� do zmienny
h przestrzenny
h.
Przepływ informacjiPosz
zególne metody obli
zeniowe ró»ni¡ si� jesz
ze jedn¡ istotn¡ 
e
h¡. Jestni¡ s
hemat przepªywu informa
ji w siat
e w�zªów w przestrzeni i 
zasie.Rozpatrzmy przykªadowo ukªad równa« algebrai
zny
h, do którego sprowa-dza nas w ka»dym kroku obli
zeniowym metoda ró»ni
 
entralny
h z diago-naln¡ ma
ierz¡ bezwªadno±
i. Impuls zewn�trzny dziaªaj¡
y jako ob
i¡»e-nie na ostatni stopie« swobody wywoªuje niezerowe przemiesz
zenie ostat-niego stopnia swobody (rys. 3.11). W nast�pnym kroku ilo
zyn ma
ierzy
2M− h2K i wektora przemiesz
ze« qi daje w wyniku wektor o niezerowy
hdwó
h ostatni
h wyraza
h. To z kolei daje niezerowe dwa ostatnie elementywektora rozwi¡za« qi+1. W ten sposób w ka»dym kolejnym kroku obli
ze-niowym dziaªanie po
z¡tkowego pojedyn
zego impulsu siªy zewn�trznej F0propaguje si� na s¡siednie w�zªy w siat
e elementów sko«
zony
h w tempiejednego w�zªa w jednym kroku. Pr�dko±¢ propagowania si� informa
ji wynosiwi�
 ±rednio ∆x/∆t, gdzie ∆x jest przestrzenn¡ odlegªo±
i¡ s¡siaduj¡
y
hw�zªów.
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q

i+1 q
i−1

(2M−h K)2M q h FMi
2

= − +

= − +

= − +

t=t

t=t

t=t1

2

3

Rysunek 3.11: Me
hanizm przepªywu informa
ji mi�dzy kolejnymi krokami obli-
zeniowymi w metodzie ró»ni
 
entralny
h.W przypadku metod niejawny
h mamy do 
zynienia z rozwi¡zaniemukªadu równa« algebrai
zny
h o peªnej ma
ierzy wspóª
zynników. Pojedyn-
zy impuls zewn�trzny przekªada si� naty
hmiast na wszystkie niewiadomeukªadu. Z kolei omówiona w nast�pny
h rozdziaªa
h metoda elementów 
za-soprzestrzenny
h z elementami 
zasoprzestrzennymi o ksztaª
ie sympleksów
harakteryzuje si� pr�dko±
i¡ przepªywu informa
ji ograni
zon¡ do uko±ny
hboków siatki 
zasoprzestrzennej. Metoda Trujillo wykazuje naprzemienn¡ograni
zon¡ pr�dko±¢ przepªywu informa
ji w siat
e w�zªów. S
hemat prze-pªywu informa
ji w wybrany
h metoda
h obli
zeniowy
h pokazano na rys.3.12.
3.9.1. Dokładność metodW tab. 3.5 osza
owano bª¡d globalny wybrany
h metod obli
zeniowy
h.W zasadzie wszystkie metody 
e
huj¡ si� bª�dem globalnym rz�du drugiego.Mo»na przyto
zy¢ tu osza
owania zamiesz
zone w rozdziale 4.5.4 i 4.6.1,a zwªasz
za równanie (4.162).
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metody jawne metody niejawne

t

metoda Trujillom. elem. czasoprzestrzennychRysunek 3.12: S
hemat przepªywu informa
ji w wybrany
h metoda
h obli
ze-niowy
h.
Tabli
a 3.5: Bª¡d globalny metod obli
zeniowy
hmetoda stopie« bª�du wspóª
zynnikRunge-Kutta 2 rz. h2 1/6m. ró»ni
 
entralny
h h2 1/6m. elem. 
zasoprzestrzenny
h h2 1/12m. elem. 
zasoprzestrzenny
hwy»szego rz�du r. (4.162) h3 1/12m. Newmarka β=1/4 h2 (

√
2 − 1)/2Runge-Kutta 4 rz. h4 1/120
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Rozdział 4
Metoda elementów
czasoprzestrzennychW poprzednim rozdziale omówili±my niektóre klasy
zne metody 
aªkowaniarówna« ró»ni
zkowy
h ru
hu. Charakteryzuj¡ si� one interesuj¡
ymi wªasno-±
iami, niedo
enianymi przez bada
zy i twór
ów oprogramowania. W niniej-szej 
z�±
i zajmiemy si� metod¡ elementów 
zasoprzestrzenny
h. Podamypodstawowe poj�
ia oraz przedstawimy drog� post�powania przy wyprowa-dzaniu równa« krokowy
h metody. Przedstawimy sformuªowanie przemiesz-
zeniowe, wykorzystywane we w
zesnym okresie rozwoju metody oraz sfor-muªowanie pr�dko±
iowe, które z powodzeniem stosowane jest obe
nie dotrudny
h i nietypowy
h zada«.Zasadni
zym elementem ró»ni¡
ym metod� elementów 
zasoprzestrzen-ny
h od klasy
zny
h podej±¢ do rozwi¡zywania problemu po
z¡tkowo-brze-gowego jest sposób dyskretyza
ji równania ró»ni
zkowego. Klasy
znie sto-suje si� dwuetapow¡ aproksyma
j�, oddzielnie wzgl�dem zmienny
h prze-strzenny
h i oddzielnie wzgl�dem 
zasu. W zwi¡zku z tym w pierwszym eta-pie ukªad równa« ró»ni
zkowy
h 
z¡stkowy
h przeksztaª
any jest w ukªadrówna« ró»ni
zkowy
h zwy
zajny
h wzgl�dem 
zasu podstawowy
h zmien-ny
h stanu, a dalej stosuje si� 
zysto numery
zne pro
edury 
aªkowaniarówna« ró»ni
zkowy
h wzgl�dem 
zasu. Takie podej±
ie ma swoje zalety,wynikaj¡
e gªównie z mo»liwo±
i doboru w obu etapa
h najskute
zniejszy
hnarz�dzi, z metodami ±
isªymi wª¡
znie. Poza tym ªatwe jest przej±
ie odrozwi¡za« staty
zny
h do rozwi¡za« dynami
zny
h. Wi�kszo±¢ pro
edur nu-mery
zny
h statyki daje si� przy tej okazji ªatwo wykorzysta¢. W isto
ie57
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hrozwi¡zanie zadania dynamiki sprowadza si� do rozwi¡zania 
i¡gu pewny
hzada« statyki (rys. 2.1). Zna
zny jest te» w tym zakresie dorobek zwi¡zanyz osza
owaniem bª�du oraz uzyskaniem bezwarunkowej stabilno±
i rozwi¡za-nia z uwagi na krok 
zasowy 
aªkowania równania ró»ni
zkowego. Wszystkoto sprawia, »e najpopularniejsze metody, t.j. metoda elementów sko«
zony
hpoª¡
zona z metod¡ 
aªkowania w 
zasie, np. metod¡ Newmarka, na staªeweszªy do praktyki obli
ze« symula
yjny
h.Jedn¡ z wad podej±
ia klasy
znego jest konie
zno±¢ stosowania niezmien-nego w 
zasie (sta
jonarnego) podziaªu (dyskretyza
ji) rozpatrywanego ob-szaru przestrzennego. Bardzo utrudnione jest w takim przypadku lokalnedostosowanie siatki podziaªu do za
hodz¡
y
h pro
esów (np. rozwój strefplasty
zny
h, stref kontaktu, propaga
ja sz
zelin, przemiesz
zanie si� ob
i¡-»enia). Istniej¡
e metody adapta
yjne, w tym metody wielosiatkowe (ang.multigrid), 
zy ru
homy
h siatek (ang. moving mesh), s¡ pewn¡ prób¡ do-stosowania pro
esu numery
znego do przebiegu zjawiska i usuni�
ia wspo-mnianej wady. Jednak»e pierwsza z wymieniony
h te
hnik stosowana jestzasadni
zo do zada« statyki, druga natomiast, na obe
nym etapie rozwoju,pozwala skute
znie modelowa¢ zadania transportu 
iepªa, masy itp. Trzebajednak podkre±li¢ pewne zwi¡zki kon
ep
ji metody ru
homy
h siatek z pre-zentowan¡ tu metod¡ elementów 
zasoprzestrzenny
h.Drug¡ powa»n¡ wad¡ jest zwykle stosowanie takiej samej pro
edury nu-mery
znej 
aªkowania w 
zasie w odniesieniu do wszystki
h w�zªów siatkipodziaªu. Mo»liwe jest wprawdzie lokalne stosowanie pro
edur 
aªkowaniarówna« ró»ni
zkowy
h o dokªadno±
i wy»szego rz�du, le
z z uwagi na opiszjawisk �zy
zny
h w jednakowym odst�pie 
zasu (kroku 
zasowym) w 
a-ªym obszarze, nie poprawia si� tym w isto
ie numery
znego modelu zadania.Bezwarunkowo stabilny s
hemat 
aªkowania równania ru
hu pozwala zwi�k-szy¢ efektywno±¢ obli
ze« przez wydªu»enie kroku 
zasowego, le
z przy tymwprowadza zna
zny bª¡d amplitudowy i fazowy, ró»ny w ró»ny
h strefa
hobszaru konstruk
ji. Zag�sz
zenie siatki podziaªu przynosi z jednej stronypopraw� dokªadno±
i aproksyma
ji przestrzennej, le
z z drugiej strony mo»epogorszy¢ wyniki 
aªkowania w 
zasie. Lokalna ingeren
ja w sposób 
aª-kowania w 
zasie, na poziomie elementu sko«
zonego, w zale»no±
i od jegowymiarów 
zy 
harakterystyk materiaªowy
h, jest zwykle trudna.O
zywi±
ie 
aªa zªo»ono±¢ 
elów obli
zeniowy
h nie pozwala kategory
z-nie ustali¢ wad i zalet posz
zególny
h grup metod. Tªumienie przez metod�obli
zeniow¡ wy»szy
h 
z�sto±
i drga« jest wad¡ w zadania
h falowy
h, za±zalet¡ w analizie drga« konstruk
ji. Dobór narz�dzia obli
zeniowego od-bywa si� zale»nie od rodzaju zadania, typu zjawisk wymagaj¡
y
h zbada-nia, potrzebnej dokªadno±
i, b�d¡
ej w dyspozy
ji maszyny obli
zeniowej,
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Rysunek 4.1: Ci¡gªa w 
zasie reprezenta
ja zadania dynamiki.z uwzgl�dnieniem tak»e 
zynników pozamerytory
zny
h (np. dost�pno±¢ go-towy
h pro
edur numery
zny
h, wªasne do±wiad
zenia itp.).Aproksyma
ja 
zasoprzestrzenna rozwi¡za« zada« dynamiki konstruk
jinie ma pewny
h wymieniony
h w
ze±niej wad klasy
zny
h metod numery
z-ny
h. Nie jest jednak metod¡ doskonaª¡. W isto
ie sprowadza si� ona dotego, »e funk
je u, 
harakteryzuj¡
e rozwi¡zanie, opisywane s¡ w podobsza-ra
h 
zasoprzestrzenny
h poprzez parametry w�zªowe qe (rys. 4.1)
u(x, t) = N(x, t)qe . (4.1)Ma
ierz N(x, t) jest ma
ierz¡ funk
ji interpoluj¡
y
h, zale»ny
h od zmien-ny
h przestrzenny
h i od 
zasu1. Takie podej±
ie zakªada 
i¡gªy rozkªad
harakterysty
zny
h funk
ji, np. przemiesz
ze« b¡d¹ pr�dko±
i, w 
aªym ob-szarze 
zasoprzestrzennym Ω = {x, t : x ∈ V (t), 0 ≤ t < ∞}, w którymkonstruk
ja jest rozpatrywana. W dyskretnym 
zasie ti, i=0, 1, 2, ..., mo»nastosowa¢ ró»ne bazy w�zªów (
ho¢ z pewnymi ograni
zeniami), a w zwi¡zkuz tym dostosowywa¢ siatk� podziaªu do bie»¡
y
h potrzeb. Wynikaj¡ z tegonast�puj¡
e udogodnienia, przedstawione równie» na rys. 4.2:

• mo»liwo±¢ redystrybu
ji siatki w zale»no±
i od zmieniaj¡
ego si� roz-kªadu bª�du aproksyma
ji,1W 
elu porównania: dyskretyza
ja przestrzenna posªuguje si� formuª¡ interpola
yjn¡
u(x, t) = N(x)qe(t).
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h
• przesuwanie strefy zag�sz
zonej siatki wraz z przesuwaj¡
ym si� ob
i¡-»eniem ru
homym,
• mo»liwo±¢ dopasowania boków elementów do 
harakterysty
zny
h li-nii wyzna
zany
h w obszarze przestrzennym: frontu strefy uplasty
z-nionej, grani
y zmiany fazy materiaªu, w sz
zególno±
i � mo»liwo±¢modelowania ru
homego brzegu 
iaªa,
• stosowanie inny
h ksztaªtów siatek 
zasoprzestrzenny
h ni» siatki mul-tipleksowe; siatki multipleksowe s¡ wynikiem ewolu
ji siatki przestrzen-nej w warstwie 
zasowej, a odpowiednie elementy maj¡ jednakow¡li
zb� w�zªów w 
hwili po
z¡tkowej i ko«
owej; inne siatki, np. sym-pleksowe, 
harakteryzuj¡ si� nowymi, wa»nymi wªasno±
iami; elementysympleksowe o wymiarowo±
i n maj¡ n+1− i w�zªów w 
hwili po
z¡t-kowej i i+ 1 w�zªów w 
hwili ko«
owej (i = 0, 1..., n),
• mo»liwo±¢ indywidualnego formuªowania sposobu 
aªkowania w 
zasiew sposób aktywny w odniesieniu do ka»dego elementu przestrzennego,
• w sz
zególnym przypadku aproksyma
ja 
zasoprzestrzenna mo»e da¢klasy
zn¡ metod� rozwi¡zania, opart¡ na staªej siat
e w�zªów (ewolu-uj¡
ej jedynie wraz z materiaªem).Ostatni punkt mo»na rozwin¡¢ w stwierdzenie, »e aproksyma
ja 
zasoprze-strzenna i wynikaj¡
a z niej metoda elementów 
zasoprzestrzenny
h s¡ uogól-nieniem metody elementów sko«
zony
h, klasy
znie odniesionej do prze-strzeni rze
zywistej. Przez przestrze« rze
zywist¡ b�dziemy uwa»ali prze-strze« zmienny
h przestrzenny
h x, y, z, w odró»nieniu od 
zasoprzestrzeni,któr¡ opisuj¡ zmienne przestrzenne x, y, z oraz 
zas t.Pierwsze próby 
zasoprzestrzennego modelowania zada« �zy
zny
h byªyopublikowane w 1964 przez Gurtina [75, 76℄ i Herrer� [80℄. Zde�niowanieminimalizowanego funk
jonaªu, wynikaj¡
ego z teorii splotów, umo»liwiªowyprowadzenie zale»no±
i mi�dzy zmienn¡ 
zasow¡ a zmiennymi przestrzen-nymi w obszara
h 
zasoprzestrzenny
h. Obszary te mo»na interpretowa¢jako 
zasoprzestrzenne elementy sko«
zone. Pó¹niej, w 1969 roku Oden [134℄zaproponowaª uogólnienie metody elementów sko«
zony
h. Rozszerzyª inter-preta
j� obrazu konstruk
ji na obszar 
zasu. Niestety, interesuj¡
a kon
ep
janiesta
jonarnego podziaªu konstruk
ji na podobszary zaproponowana w tejpra
y nie byªa pó¹niej kontynuowana. Fried [70℄, Argyris, S
harpf i Chan[5, 6, 7℄ za
z�li jednakowo traktowa¢ zmienne przestrzenne i zmienn¡ 
za-sow¡ przy formuªowaniu problemów. Mimo to jednak w pra
a
h Kuanga
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zna dyskretyza
ja w przestrzeni i w 
zasie byªa prowa-dzona odr�bnie. Zadania dynami
zne byªy rozwi¡zywane przy rozdzieleniuzmiennej 
zasowej i zmienny
h przestrzenny
h. Obszar �zy
zny konstruk
jibyª dyskretyzowany jedn¡ metod¡ (metod¡ elementów sko«
zony
h, ró»ni
sko«
zony
h), pod
zas gdy po
hodne 
zasowe byªy 
aªkowane przy u»y
iuinny
h metod (ró»ni
 
entralny
h, Newmarka itp.). Ukazaªa si� du»a li
zbapra
 na temat bezpo±redniego 
aªkowania równa« ró»ni
zkowy
h ru
hu, przyzaªo»eniu sta
jonarnej dyskretyza
ji.Niezale»nie od tego kierunku pra
 pojawiªy si� opra
owania K¡
zkow-skiego [102, 103, 104℄, w który
h wprowadzono po raz pierwszy do me
ha-niki konstruk
ji interpreta
j� �zy
zn¡ pewny
h wielko±
i doty
h
zas okre±la-ny
h w przestrzeni �zy
znej. Jest to np. równanie 
zteropra
y wirtualnej,masa jako wielko±¢ wektorowa 
zy te» sztywno±¢ 
zasoprzestrzenna. Roz-patrywano proste przypadki drga« osiowy
h pr�ta i struny. Wprowadzonotªumienie [112℄ oraz podano przykªad przeprowadzenia s
hematu 
aªkowa-nia w 
zasie przy pomo
y ma
ierzy przeniesienia [113℄. Kolejne poruszanezagadnienia to drgania poprze
zne belki [114℄, sposób rozwi¡zywania sfor-muªowany
h w 
zasoprzestrzeni zada« dynami
zny
h [173℄, przyspieszeniepro
esu symula
ji drga« zada« liniowy
h przez algebrai
zn¡ elimina
j� 2nwarstw 
zasowy
h [96℄, próba syntezy sformuªowania 
zasoprzestrzennegozada« [111℄ oraz osza
owania stabilno±
i [25, 52, 53, 122, 150℄. Zna
z¡
ymwkªadem byªo wskazanie mo»liwo±
i budowania bezwarunkowo stabilny
hrozwi¡za« dzi�ki mody�ka
ji wirtualnej funk
ji ksztaªtu [97, 98℄. Niestety,stosowanie podanej te
hniki ograni
za si� jedynie do prostok¡tny
h elemen-tów 
zasoprzestrzenny
h, który
h funk
je ksztaªtu mo»na wyrazi¢ ilo
zynem
zªonów okre±laj¡
y
h funk
je interpola
ji w przestrzeni i w 
zasie. Dalszebadania skierowaªy si� na inne ni» prostok¡tne ksztaªty elementów 
zaso-przestrzenny
h. Trójk¡tne elementy struny wspóªistniej¡
e w siat
e podziaªuz elementami prostok¡tnymi pokazano w pra
y [105, 106, 174, 175℄. Nast�p-nym istotnym krokiem byªo odej±
ie od sta
jonarnego podziaªu przestrzen-nego konstruk
ji, a tym samym wprowadzenie nieprostok¡tny
h w 
zasieelementów [12, 24, 25℄. Krok ten pozwoliª na zastosowanie metody do zupeª-nie nowej grupy zagadnie«: zagadnie« kontaktowy
h [15, 32℄ oraz pro
esówz adapta
j¡ siatki podziaªu [13, 14, 26℄.Obok pra
 rozwijaj¡
y
h sam¡ metod�, w wielu publika
ja
h dokonywanoprób o
eny dokªadno±
i i efektywno±
i oraz zastosowania metody elementów
zasoprzestrzenny
h w ró»ny
h zagadnienia
h te
hni
zny
h [16, 17, 18, 19,20, 21, 47, 95, 107, 143, 144, 145, 147, 170℄. Opró
z zada« me
haniki podj�tote» pra
e nad zagadnieniami propaga
ji 
iepªa [22, 108℄.Kolejnym etapem byªo uwzgl�dnienie efektów nieliniowy
h: nieliniowo±
i
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hgeometry
zny
h [43, 146, 174℄ oraz materiaªowy
h [27, 148, 149, 151, 153℄.Warto te» odnotowa¢ pra
� [77℄, w której autorzy stosuj¡ funk
je harmo-ni
zne do interpola
ji w 
zasie.W pra
y Podhore
kiego [151℄ przedstawiono zastosowanie do zagadnie«lepkospr�»ysty
h znany
h z pra
 K¡
zkowskiego (np. [103, 104℄) prostok¡t-ny
h elementów 
zasoprzestrzenny
h. Rozwa»ania ograni
zono do ustrojówjednowymiarowy
h. Wykorzystano modele 
iaªa typu Hooke'a, Kelvina�Voigta, Maxwella i Zenera. Nie podano jednak konkretny
h wniosków, po-party
h rze
zywistymi przykªadami. Szerzej zagadnienia te uj�to w [152℄.Grup� pra
 przegl¡dowy
h na temat metody elementów 
zasoprzestrzen-ny
h stanowi¡ pozy
je [23, 29, 109, 176℄, a tak»e 
z�±¢ wprowadzaj¡
a domonogra�i [174℄. Opis metody zawarto te» w pra
a
h [117, 110℄.W tej du»ej li
zbie pra
 nie próbowano wykorzysta¢ le»¡
y
h w metodzieelementów 
zasoprzestrzenny
h mo»liwo±
i. Rozwa»ania ograni
zano do za-stosowania m.e.
z. jako metody 
aªkowania równa« ró»ni
zkowy
h. W dal-szy
h rozdziaªa
h zostanie wykazana równozna
zno±¢ takiego post�powaniaz zastosowaniem inny
h, znany
h metod, jak np. metoda Newmarka. Tymbardziej 
elowe staje si� dalsze rozwijanie wykorzystania m.e.
z. do modelo-wania zada« dynamiki.W niniejszym rozdziale przedstawione zostan¡ nowe mo»liwo±
i, jakiestwarza zmieniaj¡
a si� w sposób 
i¡gªy w 
zasie aproksyma
ja przestrzenna.W rozdziaªa
h 4.1 i 4.5 przedstawiono sformuªowanie metody elementów 
za-soprzestrzenny
h. Wynikowe równania mo»na wyrazi¢ zarówno za pomo
¡przemiesz
ze« jak i pr�dko±
i przemiesz
ze«. W obu przypadka
h sformuªo-wanie wygl¡da jednak ina
zej. Opis przemiesz
zeniowy prowadzi w efek
iedo metody Galerkina, zastosowanej do przestrzeni i do 
zasu, natomiast opisz wykorzystaniem pr�dko±
i nie prowadzi bezpo±rednio do metody Galerkina.Wymaga to podkre±lenia. Oba wyprowadzenia 
harakteryzuj¡ si� innymiwªasno±
iami i ró»nym stopniem przydatno±
i. Podano sposób wyzna
zaniama
ierzy 
harakterysty
zny
h 
zasoprzestrzenny
h elementów sko«
zony
hw opisie pr�dko±
iowym. Pozwalaj¡ one na ªatw¡ zmian� li
zby w�zªówsiatki przestrzennej, a tym samym na stosowanie te
hnik adapta
yjny
h.Wªasno±
i topologi
zne tej grupy elementów pozwalaj¡ uzyska¢ istotne ko-rzy±
i obli
zeniowe, szerzej omówione w rozdziale nast�pnym.Oddzieln¡ 
harakterysty
zn¡ grup� elementów 
zasoprzestrzenny
h sta-nowi¡ elementy o ksztaªta
h sympleksów. Wªasno±
i skonstruowany
h przyi
h udziale rozwi¡za« omówiono w rozdziaªa
h 5.3 i 5.4. Najistotniejsz¡ 
e-
h¡ jest tutaj uzyskiwanie trójk¡tny
h ma
ierzy wspóª
zynników ko«
owegoukªadu równa« algebrai
zny
h. Z tego wynikaj¡ niektóre interesuj¡
e za-



63stosowania, jak np. mo»liwo±¢ ograni
zenia pr�dko±
i propaga
ji informa
jiw ukªadzie dyskretnym. Pozwala to w pewny
h przypadka
h ograni
zy¢o±rodek nieograni
zony do niewielkiej li
zby elementów sko«
zony
h. Przy-kªad takiego podej±
ia przedstawiono w rozdziale 5.4.1.Sformuªowanie 
zasoprzestrzenne wykorzystano m.in. do modelowaniazmiennej w 
zasie strefy kontaktu 
iaª. Wyzna
zono dynami
zne warunkikontaktu, które zastosowano do nieskomplikowany
h zada« in»ynierski
h.Zastosowano zag�sz
zon¡ dyskretyza
j� w 
zasie. Pozwoliªo to na dokªadneokre±lenie siª kontaktu. Podano sposób elimina
ji nie
i¡gªo±
i funk
ji pr�d-ko±
i na kra«
a
h 
zasowego przedziaªu kontaktu. Zdobyte do±wiad
zeniawykorzystano do modelowania strefy kontaktu koªa kolejowego z szyn¡ i po-wstawania koruga
ji (rozdz. 8.1). W rozdziale 4.5.5 rozpatrzono problemewolu
ji geometrii i wynikaj¡
y
h st¡d du»y
h obrotów materiaªu. Przy nie-liniowo±
ia
h materiaªowy
h itera
yjne rozwi¡zywanie nieliniowego równaniaru
hu powi¡zano z 
aªkowaniem tego równania w 
zasie. Przedstawiono te»odpowiednie s
hematy numery
zne.Mo»liwo±¢ 
i¡gªej w 
zasie zmiany siatki podziaªu pozwala na zmniejsze-nie bª�du aproksyma
ji przez odpowiedni¡ redystrybu
j� w�zªów. Zarównow przypadku r jak i h�adapta
ji uzyskuje si� obie
uj¡
e wyniki (rozdziaª5.5).Przykªady obli
ze« zarówno zada« testowy
h, jak i rze
zywisty
h proble-mów in»ynierski
h potwierdzaj¡ skute
zno±¢ opisany
h te
hnik. Niemniejjednak wiele zagadnie« mo»e by¢, i z pewno±
i¡ b�dzie, rozwijany
h. Niejest to wi�
 ostate
zny stan rozwoju 
zasoprzestrzennego opisu dynamikikonstruk
ji.W przykªada
h li
zbowy
h jako podstawowy ukªad miar przyj�to ukªadSI. W 
elu poprawy uwarunkowanie wynikowy
h ma
ierzy ukªadów równa«algebrai
zny
h w obli
zenia
h komputerowy
h odpowiednie wielko±
i skalo-wano mno»nikami: dªugo±¢ mno»ono przez 10−2, mas� przez 10−3, a 
zasprzez 10−6. Pozwoliªo to unikn¡¢ ró»ni¡
y
h si� o wiele rz�dów warto±
i sta-ªy
h materiaªowy
h i tym samym pozby¢ si� kªopotów numery
zny
h (patrzrozdz. 2). Z uwagi na fakt, »e wiele przykªadów li
zbowy
h ma 
harak-ter pogl¡dowy, testowy, pozostawiono w ni
h dane li
zbowe bezwymiarowe.W przykªada
h porównaw
zy
h i w zadania
h bardziej zªo»ony
h podanopeªne, rze
zywiste warto±
i wszystki
h parametrów.
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Rysunek 4.2: Przykªady zada« rozwi¡zywany
h w 
zasoprzestrzeni.
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4.1. Sformułowanie metody – wariant przemieszczeniowyMimo »e pierwsze wzmianki o mo»liwo±
i niesta
jonarnej dyskretyza
ji kon-struk
ji pojawiªy si� w pra
y Odena [134℄, prawdziwie usystematyzowanewyprowadzenie metody elementów 
zasoprzestrzenny
h przedstawiª K¡
z-kowski [102, 103℄. Wprowadziª nietypowe jak na in»ynierskie spojrzenie ter-miny. Punkt materialny, pojawiaj¡
y si� w rozwa»ania
h w 
hwili t0 w miej-s
u x0, przesuwa si� do miejs
a x1 w 
hwili t1. W ukªadzie wspóªrz�dny
h
(x, t) te dwa miejs
a punktu materialnego wyzna
zaj¡ od
inek. By opisa¢ru
h masy jako elementu os
ylatora, na obu ko«
a
h tzw. wektora obrazu-j¡
ego »y
ie punktu masowego okre±lamy pewne wielko±
i �zy
zne, np. p�dlub siªy po
hodz¡
e od elementu spr�»ystego, a mi�dzy obydwoma ko«
amiuwzgl�dniamy wpªyw oddziaªywa« zewn�trzny
h. Pisz¡
 odpowiednie rów-nanie pra
y wirtualnej mo»na uzale»ni¢ stan w 
hwili t1 od stanu w 
hwili
t0. W ten sposób uzyskuje si� krokowy s
hemat obli
zeniowy równania ró»-ni
zkowego ru
hu.Opisane w serii pra
 nowe spojrzenie na dynamik� miaªo jedn¡ wad� �byªo skomplikowane poj�
iowo. Dynamika nie byªa postrzegana jako pro
eswi¡»¡
y zjawisko jedno
ze±nie w przestrzeni i w 
zasie. O ile dyskretyza-
j� przestrzenn¡ potra�ono przeprowadzi¢ stosunkowo ªatwo nawet w skom-plikowany
h problema
h, to 
zas traktowano z du»¡ rezerw¡. W okresieszybkiego rozwoju automatyza
ji pro
esów obli
zeniowy
h, kiedy powsta-j¡
e modele klasy
zny
h elementów sko«
zony
h uwzgl�dniaªy 
oraz bardziejzªo»one zjawiska �zy
zne, trudno byªo wywoªa¢ odpowiednie zainteresowanienowymi, a trudnymi te
hnikami. Prezentowana na konferen
ja
h naukowy
hnowa metoda spotykaªa si� z kryty
znymi uwagami, wynikaj¡
ymi z niezro-zumienia. Naj
z�±
iej zarzu
ano konie
zno±¢ rozwi¡zywania giganty
zny
hrozmiarów ukªadów równa« algebrai
zny
h, mimo »e w rze
zywisto±
i zada-nie sprowadzane byªo do rozmiarów identy
zny
h jak w metodzie elementówsko«
zony
h. Niezrozumienie wywodziªo si� z przeo
zenia faktu, »e powsta-j¡
y póªniesko«
zony ukªad równa« rozwi¡zuje si� krokowo i w zwi¡zku z tymmetody
zne ró»ni
e mi�dzy MES i MECz s¡ niewielkie.Zanie
hanie przez ±rodowisko naukowe modelowania trudny
h zada« dy-namiki konstruk
ji i zjawisk falowy
h w peªni rozumianej 
zasoprzestrzenioraz niedopra
owanie si� skute
zny
h algorytmów w niektóry
h typa
h pro-blemów na dªugie lata pozostawiªo nierozwi¡zane takie problemy jak 
ho¢byprzedstawiony w rozdziale 7 problem opisu elementów 
i¡gªy
h zaburzony
hwewn¡trz poruszaj¡
¡ si� po zadanej trajektorii mas¡ lub zmian¡ sztywno±
i.W dalszej 
z�±
i wyprowadzimy podstawowe równania przemiesz
zenio-wej wersji metody elementów 
zasoprzestrzenny
h w posta
i przedstawio-
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hnej w nie
o pó¹niejszy
h publika
ja
h. Poka»emy typowy tok post�powaniaw przypadku pr�ta drgaj¡
ego osiowo. Uzyskamy przykªadowe rozwi¡za-nia numery
zne i poka»emy prostot� obli
ze«. Uprzedzaj¡
 tre±¢, poka»emyidenty
zno±¢ niektóry
h rozwi¡za« z rozwi¡zaniami uzyskanymi metod¡ ró»-ni
 sko«
zony
h, zastosowany
h do po
hodny
h przestrzenny
h, oraz metod¡ró»ni
 
entralny
h, zastosowan¡ do pr�dko±
i i przyspiesze«. Opiszemy te»
zasoprzestrzenne elementy sko«
zone pewny
h wybrany
h typów konstruk-
ji. Wzoruj¡
 si� na opisie mo»na, powtarzaj¡
 post�powanie, wyzna
zy¢
harakterysty
zne ma
ierze wedªug wªasny
h potrzeb.B�dziemy rozpatrywa¢ o±rodek 
i¡gªy, zamkni�ty w obszarze V , b�d¡
ympodobszarem przestrzeni euklidesowej E3. V ozna
za wn�trze tego obszaru,a ∂V jego brzeg, b�d¡
y z kolei sum¡ ∂Vt i ∂Vu, gdzie zadano odpowied-nio napr�»eniowe i przemiesz
zeniowe warunki brzegowe. Rozpatrywa¢ b�-dziemy ru
h 
iaªa w przedziale 
zasu [0, T ]. Zmienne uj�te w opisie, takie jakwektor przemiesz
ze« u, pr�dko±
i v, wektor siª masowy
h ρf , symetry
znytensor pola napr�»e« σ i odksztaª
e« ε okre±lone s¡ na ilo
zynie kartezja«-skim zbiorów V × [0, T ]. Wektor siª powierz
hniowy
h t̂ okre±lony jest nailo
zynie ∂V × [0, T ]. Zakªadamy, »e wszystkie funk
je s¡ dostate
znie 
i¡-gªe. Problem geometry
znie i �zy
znie liniowy opisany jest nast�puj¡
ymukªadem równa«:
• równania geometry
zne

ε(x, t) =
1

2

(grad u + gradTu
)
, (x, t) ∈ V × [0, T ], (4.2)

• równania �zy
zne
σ(x, t) = Eε , (x, t) ∈ V × [0, T ], (4.3)

• równania równowagi dynami
znejdivσ
T + ρf = ρ

∂v

∂t
, (x, t) ∈ V × [0, T ], (4.4)

• warunki brzegowe
σ n = t̂(x, t) , (x, t) ∈ ∂Vt × [0, T ], (4.5)

u(x, t) = û(x, t) , (x, t) ∈ ∂Vu × [0, T ], (4.6)
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• warunki po
z¡tkowe

u(x, t) = u0 , (x, t) ∈ V × {0}, (4.7)
u̇(x, t) = v0 , (x, t) ∈ V × {0} . (4.8)W powy»szy
h zwi¡zka
h u0 i v0 okre±laj¡ odpowiednio po
z¡tkowe prze-miesz
zenia i pr�dko±
i, a û0 przemiesz
zenia zde�niowane na brzegu ∂Vu.Powy»szy ukªad stanowi sformuªowanie lokalne. Istnienie i jednozna
zno±¢rozwi¡zania dowodzi si� jak np. w [133℄. Do sformuªowania globalnego mo-»emy przej±¢ mno»¡
 równanie (4.4) przez waria
j� wirtualnej funk
ji prze-miesz
ze« δu(x, t).

δu(x, t) =

{
0, (x, t) ∈ ∂Vu × [0, T ]dowolna, (x, t) ∈ (V − ∂Vu) × [0, T ] .

(4.9)Po s
aªkowaniu otrzymamy wów
zas:
∫ t1

t0

∫

V

(divσ
T + ρf − ρv̇

)
δu dV dt+

∫ t1

t0

∫

∂Vt

t̂ δu d(∂V )dt = 0 . (4.10)Caªkuj¡
 przez 
z�±
i otrzymujemy
∫ t1

t0

∫

V
ρ (fδu + u̇ δu̇) dV dt+

∫ t1

t0

∫

∂Vt

t̂ δud(∂V )dt =

∫ t1

t0

∫

V
σδε dV dt .(4.11)Obszar, w którym opisane jest równanie (4.11) nale»y teraz zdyskretyzowa¢.Obszar {V , 0 ≤ t ≤ T} dzielimy na podobszary, b�d¡
e w isto
ie 
zasoprze-strzennymi elementami sko«
zonymi. Najprostszy z mo»liwy
h podziaªówpokazano na rys. 4.3a. W póªniesko«
zonej wst�dze wy
inane s¡ warstwy
zasoprzestrzenne ([ti ≤ t ≤ ti+1℄, i=0, 1, ,..., n−1, gdzie n jest li
zb¡ warstww przedziale [0, T℄), a w ni
h wyodr�bniane s¡ elementy o staªej w 
zasiegeometrii. Mo»liwy jest tak»e bardziej zªo»ony sposób podziaªu warstwy
zasoprzestrzennej (rys. 4.3b). Do zagadnienia tego powró
imy w dalszy
hrozdziaªa
h.Najprostszy element 
zasoprzestrzenny wydzielony jest z 
zasoprzestrzenipªasz
zyznami t = ti i t = ti+1. S¡ to hiper-graniastosªupy (nadgraniasto-sªupy, graniastosªupy w przestrzeni o wymiarowo±
i wy»szej ni» 3), b�d¡
eelementami sko«
zonymi, roz
i¡gni�tymi w 
zasie (rys. 4.4). Warto±
i nie-wiadomy
h, w naszym przypadku przemiesz
ze« u, oraz i
h po
hodny
h (u̇,
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h

Rysunek 4.3: Przykªady siatki elementów 
zasoprzestrzenny
h: (a) sta
jonarnej,(b) niesta
jonarnej.

Rysunek 4.4: Czasoprzestrzenny element, wydzielony z 
zasoprzestrzeni.
ε, σ), rze
zywisty
h i wirtualny
h, w obszarze elementu 
zasoprzestrzennegointerpolujemy z warto±
i w�zªowy
h przemiesz
ze« q:

u(x, t) = N(x, t) q , δu(x, t) = N∗(x, t) δq ,

u̇(x, t) = Ṅ(x, t) q , δu̇(x, t) = Ṅ∗(x, t) δq , (4.12)
ε(x, t) = B(x, t) q , δε(x, t) = B∗(x, t) δq ,

σ(x, t) = EB(x, t) q .Powy»sze zwi¡zki odnosz¡ si� oddzielnie do ka»dego elementu 
zasoprze-strzennego. Wielko±
i ozna
zone przez (.)∗ odnosz¡ si� do stanu wirtu-
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zeniowy 69alnego. Ma
ierz B ªatwo jest utworzy¢ dziaªaj¡
 odpowiednim operato-rem ró»ni
zkowym D na ma
ierz funk
ji ksztaªtu N: B = DN, gdzie
D = 1

2

(grad + gradT
). Nale»y podkre±li¢, »e wektor q skªada si� z warto-±
i przemiesz
ze« w w�zªa
h elementu 
zasoprzestrzennego. W�zªy te maj¡ró»ne wspóªrz�dne 
zasowe.Liniowe (a�ni
zne) funk
je ksztaªtu N(x, t) wyra»aj¡ warunki brzegoweswobodnego ko«
a ∂u/∂n = 0 w sposób naturalny. W przypadku elementuo dªugo±
i b, przy kroku 
zasowym ∆t s¡ one speªnione w przybli»eniu.Zag�sz
zaj¡
 dyskretyza
j� (b → 0) w skrajnym elemen
ie ∂u/∂n → 0(∂u/∂n ∼ 1/N , N � li
zba w�zªów siatki podziaªu).Uwzgl�dnienie (4.12) w (4.11) daje form� kwadratow¡, okre±laj¡
¡ rów-no±¢ pra
y siª wewn�trzny
h i zewn�trzny
h w przedziale [t0, t1℄:

NE∑

e=1

(
(ΠT

e δqe)
TΠT

e K∗
eΠe · ΠT

e qe − (ΠT
e δqe)

TΠT
e Qe

)
= 0. (4.13)

NE jest tu li
zb¡ elementów 
zasoprzestrzenny
h w strukturze. Ma
ierze
Πe s¡ zero�jedynkowymi ma
ierzami przyporz¡dkowuj¡
ymi miejs
a wyra-zów ma
ierzy i wektorów elementów 
zasoprzestrzenny
h miejs
om w ma
ie-rzy i wektorze struktury. Posta¢ i
h zale»y od topologii siatki dyskretyza
ji.Li
zba wierszy równa jest li
zbie niewiadomy
h stowarzyszony
h z pojedyn-
zym elementem, a li
zba kolumn równa jest li
zbie niewiadomy
h w struk-turze. Ma
ierze te okre±laj¡ niejako sposób sumowania ma
ierzy elementów.Ma
ierz K∗

e jest ma
ierz¡ sztywno±
i 
zasoprzestrzennej elementu
K∗

e = Ke + Me . (4.14)Mo»emy poda¢ tu posta¢ ma
ierzy sztywno±
i Ke i bezwªadno±
i Me ele-mentu:
Ke =

∫ t1

t0

∫

V
(DN)T EDN dV dt , (4.15)

Me = −
∫ t1

t0

∫

V

(
∂N

∂t

)T

R
∂N

∂t
dV dt , (4.16)gdzie E jest ma
ierz¡ spr�»ysto±
i, D jest ma
ierz¡ operatorów ró»ni
zko-wy
h, a R jest ma
ierz¡ jednostkowy
h bezwªadno±
i.Je±li przyjmiemy 
iaªo spr�»ysto�lepkie opisane przez model Kelvina�Voigta, gdzie zwi¡zek mi�dzy napr�»eniami i odksztaª
eniami zapisuje si�nast�puj¡
o

σ =

(
E + ηw

∂

∂t

)
ε (4.17)
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h(ηw � wspóª
zynnik tªumienia wiskoty
znego) i do równania (4.10) wpro-wadzimy 
zªon dyssypatywny, zale»ny od pr�dko±
i przemiesz
ze« [24℄, torównanie (4.14) przyjmie posta¢
K∗

e = Ke + Me + We + Ze , (4.18)gdzie We i Ze s¡ odpowiednio 
zªonami tªumienia wewn�trznego i zewn�trz-nego:
We =

∫ t1

t0

∫

V
(DN)T ηw

∂

∂t
DN dV dt , (4.19)

Ze =

∫ t1

t0

∫

V
NTηz

∂

∂t
N dV dt . (4.20)

Qe jest wektorem ob
i¡»enia zewn�trznego, dziaªaj¡
ego na element 
zaso-przestrzenny e:
Qe =

∫ t1

t0

∫

V
Ne(x, t) t̂(x, t) dV dt . (4.21)Mo»na go otrzyma¢ z warunku (4.5). Poniewa» zale»no±¢ (4.13) musi by¢speªniona przy dowolnej waria
ji przemiesz
ze« i dla 
aªego obszaru 
zaso-przestrzennego, wobe
 tego mo»emy napisa¢

E∑

e=1

(
ΠT

e KeΠe · ΠT
e qe − ΠT

e Qe

)
= 0. (4.22)Powy»szy ukªad równa« algebrai
zny
h obejmuje 
aªy obszar 
zasoprzestrzenny

[0, T ]. Rozwi¡zanie uzyskuje si� wykorzystuj¡
 warunki po
z¡tkowe (4.7)i (4.8). Warunek przemiesz
zeniowy (4.7) dyskretyzuje si� ªatwo do posta
i
q0 =

E∑

e=1

ΠT
e

∫

Ve

Ne(x, 0) u(x, 0) dVe . (4.23)Z kolei warunek pr�dko±
iowy (4.8) wymaga posªu»enia si� dodatkow¡ for-muª¡ ró»ni
ow¡, aby pr�dko±¢ w 
hwili po
z¡tkowej wyrazi¢ poprzez dwawektory przemiesz
ze«: q0 dane wyra»eniem (4.23) i q−1 (w 
hwili t = −h),na przykªad w nast�puj¡
y sposób:
q−1 = q0 − q̇0 h , q̇0 =

E∑

e=1

ΠT
e

∫

Ve

Ne(x, 0) u̇(x, 0) dVe . (4.24)Rozpatrzmy teraz jedn¡ warstw� 
zasow¡, ti ≤ t ≤ ti+1. Dokonajmy po-dziaªu niewiadomy
h przemiesz
ze« na przemiesz
zenia odnosz¡
e si� do



4.1 Sformuªowanie metody � wariant przemiesz
zeniowy 71
hwili ti i na przemiesz
zenia odnosz¡
e si� do 
hwili ti+1. Wtedy ma
ierzwspóª
zynników równania (4.22) mo»na podzieli¢ na 
ztery podma
ierze,wydzielaj¡
 jako ma
ierz Ai podma
ierz o wiersza
h i kolumna
h odnosz¡-
y
h si� do 
hwili ti, jako ma
ierz Bi podma
ierz o wiersza
h odnosz¡
y
h si�do 
hwili ti i kolumna
h odnosz¡
y
h si� do 
hwili ti+1 oraz podobnie Ci i Di,ale o wiersza
h odnosz¡
y
h si� do 
hwili ti+1. Mo»emy zatem napisa¢:
[

Ai Bi

Ci Di

]{
qi

qi+1

}
=

{
Qi

Qi+1

}
. (4.25)Teraz pro
es sumowania w (4.22) sprowadza si� do odpowiedniego dodawaniama
ierzy (4.25). Powstaje blokowo trójdiagonalna ma
ierz ukªadu równa«,o wielko±
i odpowiadaj¡
ej li
zbie 
hwil 
zasu, w jaki
h dokonano podziaªu
zasoprzestrzeni. Poni»ej przedstawiono posta¢ ukªadu równa« w zapisieblokowym, odpowiadaj¡
¡ (4.22).




A1 B1

C1 D1+A2 B2 0

C2 D2+A3 B3

. . . . . . . . .
0 Ci−1 Di−1+Ai Bi

. . . . . . . . .








q1

q2

q3...
qi−1

qi

qi+1...




=





Q1

Q2

Q3...
Qi−1

Qi

Qi+1...




.

(4.26)Ukªad (4.26) rozwi¡zujemy etapami, wydzielaj¡
 do ka»dego kroku jedenwiersz tego ukªadu. Mamy wi�
 do rozwi¡zania
Ci−1 qi−1 + (Di−1 + Ai)qi + Bi qi+1 = Qi , i = 1, 2, .... . (4.27)Mo»emy teraz powró
i¢ do warunków (4.23) i (4.24) i rozwi¡zania ukªadu(4.26) w pierwszy
h kroka
h. Przy q0 6= 0 i q̇0 6= 0 mamy:

C−1q−1 + (D−1 + A0)q0 + B0 q1 = Q0 , C−1 = C0, D−1 = D0 . (4.28)Najprostszy przypadek za
hodzi, gdy q0 = 0 i q̇0 = 0. Mamy wów
zas:
B1 q2 = 0 . (4.29)Jedynym niewiadomym wektorem przemiesz
ze« w (4.27) jest qi+1. Wektory

qi−1 i qi uzyskiwane s¡ w kroka
h poprzedni
h, tj. i− 2 i i− 1. Efektywne
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hbudowanie ukªadu równa« i jego rozwi¡zywanie mo»na prowadzi¢ wedªugponi»szego s
hematu, posªuguj¡
 si� pomo
ni
zym wektorem r:
r = Ci−1 qi−1 + Di−1 qi , (4.30)
Aiqi + Bi qi+1 = Qi − r .W tym miejs
u nale»y wspomnie¢ o pra
y [96℄, w której autor podaje sposóbbudowy tzw. makroelementu 
zasoprzestrzennego. Polega on na wyelimino-waniu 
o drugiej (ogólnie 
o 2n) warstwy w�zªów, poprzez wyeliminowanie 
odrugiego wiersza w ukªadzie (4.26). W ten sposób krok 
zasowy wydªu»a si�do 2n h. Te
hnika ta wymaga odwra
ania podma
ierzy i jest skute
zna je-dynie w przypadku staªy
h ma
ierzy Ai,..., Di.Stabilno±¢ s
hematów numery
zny
h ze sta
jonarn¡ siatk¡ podziaªu, opar-ty
h na przemiesz
zenia
h, opisana zostaªa w pra
a
h [98, 124℄. W zale»no-±
i od doboru wirtualny
h funk
ji ksztaªtu mo»na uzyska¢ bezwarunkowolub warunkowo stabilny wariant metody. Rozwa»ania mo»na podsumowa¢stwierdzeniem, »e sformuªowania w 
ytowany
h wy»ej pra
a
h s¡ równo-wa»ne metodom Newmarka i maj¡ wszystkie i
h wªasno±
i, tak»e doty
z¡
estabilno±
i. Do zagadnienia tego wró
imy jesz
ze w rozdziale 4.1.2.

4.1.1. Elementy czasoprzestrzenne w opisie przemieszczeniowym

Element prętaZajmiemy si� wyprowadzeniem podstawowy
h równa« równowagi siª w me-todzie elementów 
zasoprzestrzenny
h ze sta
jonarn¡ siatk¡ w�zªów w prze-strzeni. Zagadnienie omówimy na przykªadzie najprostszego równania opisu-j¡
ego drgania osiowe pr�ta. Równanie ró»ni
zkowe pr�ta drgaj¡
ego osiowojest identy
zne z równaniem drga« struny
ρA

∂2u(x, t)

∂t2
= EA

∂2u(x, t)

∂x2
+ p(x, t) . (4.31)

E jest moduªem spr�»ysto±
i podªu»nej, A � polem przekroju poprze
znego,
ρ � g�sto±
i¡ masy, a p � ob
i¡»eniem zewn�trznym. Mno»¡
 powy»sze rów-nanie przez wirtualn¡ funk
j� przemiesz
ze« u∗(x, t) i 
aªkuj¡
 w rozpatry-wanym obszarze x ∈ [0, b] oraz 0 ≤ t ≤ h otrzymujemy równanie pra
ywirtualnej
∫ h

0

∫ b

0
u∗(x, t)ρA

∂2u(x, t)

∂t2
dxdt =

∫ h

0

∫ b

0
u∗(x, t)EA

∂2u(x, t)

∂x2
dxdt+

+

∫ h

0

∫ b

0
u∗(x, t)p(x, t)dxdt . (4.32)
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zeniowy 73Obni»amy stopie« po
hodny
h 
aªkuj¡
 przez 
z�±
i pierwszy 
zªon wzgl�-dem t a drugi wzgl�dem x. Pami�tamy, »e funk
ja u∗ przyjmuje warto±
irówne zero w punkta
h x = 0 i x = b oraz t = 0 i t = h. Nie musimy tego
zyni¢, je±li w dalszym etapie potra�my zapewni¢ niezerowanie si� drugi
hpo
hodny
h rozwi¡za«, a w prakty
e dostate
znie wysoki stopie« wielomia-nowy
h aproksyma
ji rozwi¡za«. Wów
zas mo»emy napisa¢
∫ h

0

∫ b

0

∂u∗(x, t)

∂x
EA

∂u(x, t)

∂x
dxdt − ∫ h

0

∫ b

0

∂u∗(x, t)

∂t
ρA

∂u(x, t)

∂t
dxdt =

=

∫ h

0

∫ b

0
u∗(x, t)p(x, t)dxdt . (4.33)Teraz wystar
zy zaproponowa¢ sposób interpola
ji warto±
i u(x, t) oraz jejodpowiednika wirtualnego u∗(x, t) na podstawie warto±
i w�zªowy
h qe w ele-men
ie. Proponuje si� liniow¡ interpola
j� w posta
i

u(x, t) = [N1(x, t), N2(x, t), N3(x, t), N4(x, t)]





q1...
q4





= Nqe . (4.34)Funk
je ksztaªtu mo»emy napisa¢ w lokalnym ukªadzie wspóªrz�dny
h (ξ, τ).Wów
zas Ni = 1/4(1+ξ ξi)(1+τ τi), gdzie ξi, τi s¡ wspóªrz�dnymi wierz
hoª-ków prostok¡ta {ξ, τ : −1 ≤ ξ ≤ 1,−1 ≤ τ ≤ 1}. Przej±
ie mi�dzy lokalnymi globalnym ukªadem wspóªrz�dny
h okre±laj¡ zwi¡zki: x =
∑4

i=1Ni xi,
t =

∑4
i=1Ni ti. Identy
znie zapisujemy funk
j� wirtualna u∗(x, t) = N∗q∗

e.Po podstawieniu u i u∗ do (4.33) otrzymujemy energi� 
aªkowit¡ ukªadu, za-wieraj¡
¡ 
zªony opisuj¡
e energi� wewn�trzn¡, kinety
zn¡ oraz pra
� siª ze-wn�trzny
h na przemiesz
zenia
h wirtualny
h. Warunek minimaliza
ji ener-gii sprowadza si� do zerowania si� po
hodny
h wzgl�dem wszystki
h niewia-domy
h qi, i=1,..., 4. W ko«
u otrzymujemy ukªad 
ztere
h równa«


EAh

6b




2 −2 1 −1
−2 2 −1 1

1 −1 2 −2
−1 1 −2 2


− ρab

6h




2 1 −2 −1
1 2 −1 2

−2 −1 2 1
−1 −2 1 2











q1
q2
q3
q4





=

=





F1

F2

F3

F4





. (4.35)
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hPierwsza z ma
ierzy jest ma
ierz¡ sztywno±
i, której wspóª
zynniki mo»nazapisa¢ nast�puj¡
o:
Kij =

EAh

12b
ξiξj(3 + τiτj) , (4.36)a druga � ma
ierz¡ bezwªadno±
i

Mij = −ρAb
12h

τiτj(3 + ξiξj) . (4.37)Wprowadzaj¡
 ozna
zenie k = c2h2/b2 oraz c2 = E/ρ, mo»na zapisa¢ sy-metry
zn¡ ma
ierz sztywno±
i 
zasoprzestrzennej Ke zawartej w równaniu(4.35) w nawiasie okr¡gªym
Ke =

ρab

6h




2k − 2 −2k − 1 k + 2 −k + 1
2k − 2 −k + 1 k + 2

2k − 2 −2k − 1
2k − 2


 . (4.38)

Element belkiRozpatrzymy element 
zworok¡tny belki ±redniej grubo±
i. W�zªy 
zworo-k¡ta mog¡ by¢ w ogólnym przypadku przesuni�te wzgl�dem siebie w prze-strzeni. W sz
zególnym przypadku element mo»e by¢ prostok¡tem w 
zaso-przestrzeni.Przyjmijmy liniowy rozkªad przemiesz
ze«
{
w
θ

}
=

{
a1xt+ a2x+ a3t+ a4

b1xt+ b2x+ b3t+ b4

}
=

{
ag

bg

}
, (4.39)gdzie g(x, t) = [xt, x, t, 1] jest wektorem jednomianów.Je±li ozna
zymy przez

G ma
ierz zbudowan¡ z wektorów g(xi, ti), okre±lony
h w w�zªa
h elementu,to w ma
ierzy odwrotnej G−1 b�dziemy mogli wyodr�bni¢ kolumny ozna-
zone przez ri:
G−1 =




g(x1, t1)
g(x2, t2)
g(x3, t3)
g(x4, t4)




−1

=




x1t1 x1 t1 1
x2t2 x2 t2 1
x3t3 x3 t3 1
x4t4 x4 t4 1




−1

= [r1, r2, r3, r4] . (4.40)Funk
je ksztaªtu N otrzymamy w posta
i
N = [N1,N2,N3,N4] , Ni = gri

[
1 0
0 1

]
. (4.41)
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zeniowy 75Operator ró»ni
zkowy D wi¡»e odksztaª
enia i przemiesz
zenia
D =

[
∂
∂x 1

0 ∂
∂x

]
, ε = DNq . (4.42)Odpowiednia ma
ierz spr�»ysto±
i z kolei to

E =

[
GA
K 0
0 EI

]
. (4.43)W przypadku sz
zególnym, kiedy element 
zasoprzestrzenny jest prostok¡-tem, funk
je ksztaªtu s¡ prostsze:

N =

[
(1 − x

b
)(1 − t

h
),
x

b
(1 − t

h
), (1 − x

b
)
t

h
,
x

b

t

h

]
. (4.44)Ma
ierz sztywno±
i K i bezwªadno±
i M wyzna
zymy jako 
aªki w obszarzeelementu Ω (por. (4.15) i (4.16) oraz (4.19) i (4.20))

K =

∫

Ω
(DN)T EDNdΩ , (4.45)

M =

∫

Ω

(
∂

∂t
N

)T

E
∂

∂t
NdΩ . (4.46)

4.1.2. Modyfikowane funkcje kształtuW równaniu 
zasopra
y wirtualnej (4.13) mody�kujemy wirtualne funk
jeksztaªtu (Ka
przyk, m.in. [97, 98℄). Do 
zªonu liniowego dodajemy 
zªonnieliniowy z parametrem α. Wów
zas otrzymujemy nast�puj¡
¡ funk
j�,pokazan¡ na rys. 4.5
N̄(τ) =

1

2
(1 + ττi) + ατi(τ

3 − τ) . (4.47)Przy sta
jonarnym podziale 
zasoprzestrzeni otrzymujemy elementy 
za-soprzestrzenne o ksztaª
ie prostok¡tów, prostopadªo±
ianów i hipergrania-stosªupów. Ogólnie nazywamy je prostok¡tnymi multipleksami. W takimprzypadku ªatwo buduje si� funk
je ksztaªtu elementu Ni(x, t) jako ilo
zyny
zªonów zale»ny
h od zmienny
h przestrzenny
h i od 
zasu
Ni(x, t) = Nx

i (x) ·N t
i (t) . (4.48)Funk
je Nx

i opisuj¡ rozkªad przemiesz
ze« w przestrzeni, a Nx
i � rozkªadprzemiesz
ze« w 
zasie. Identy
znie przedstawiamy funk
je wirtualne ksztaªtu
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h
τ

−1 0 1

Ni

_N i

Rysunek 4.5: Wirtualna funk
ja ksztaªtu.
N̄i(x, t). Ma
ierze sztywno±
i i bezwªadno±
i prostok¡tnego multipleksu da-dz¡ si� w takim przypadku sprowadzi¢ do ilo
zynu 
zªonów zale»ny
h odzmienny
h przestrzenny
h N̄x

i (x) i od 
zasu N̄ t
i (t)

K =

∫

V
(DxN̄

x N̄t)T EDxN
x Nt dV =

=

∫

A

∫ h

0
(N̄t)T (DxN̄

x)TEDxN
xNt dt dA . (4.49)Elementy ma
ierzy K mo»emy wi�
 opisa¢ nast�puj¡
o

Kij = kij

∫ h

0
N̄ t

i N
t
jdt , (4.50)gdzie kij s¡ elementami ma
ierzy k

k =

∫

A
(DxN

x)TEDxN
x dA =

[
ks ks

ks ks

]
, (4.51)zbudowanej ze staty
zny
h przestrzenny
h ma
ierzy sztywno±
i ks. Ma
ierzete mo»na uzyska¢ wprost metod¡ elementów sko«
zony
h.Podobnie mo»emy opisa¢ ma
ierz bezwªadno±
i M o elementa
h Mij :

Mij = −mij

∫ h

0

∂N̄ t
i

∂t

∂N t
j

∂t
dt . (4.52)Wyrazy mij s¡ z kolei elementami ma
ierzy m

m =

∫

A
(Nx)T RNx dA =

[
ms ms

ms ms

]
, (4.53)
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zasoprzestrzenne wy»szego rz�du 77gdzie m jest ma
ierz¡ bezwªadno±
i przestrzennego elementu sko«
zonego.Zadanie sprowadza si� do obli
zenia 
aªek wzgl�dem t, opisany
h zale»no-±
iami (4.50) i (4.52)
∫ h

0
N̄ t

i N̄
t
jdt =

h

2

∫ 1

−1
N̄ t

i N̄
t
jdτ =

h

12
(3 + τiτj) − α

h

15
τiτj , (4.54)

∫ h

0

∂N̄ t
i

∂t

∂N t
j

∂t
dt =

h

2

∫ 1

−1

∂N̄ t
i

∂τ

∂N t
j

∂τ
dτ ·

(
2

h

)2

=
1

h
τiτj . (4.55)Równanie opisuj¡
e ru
h pojedyn
zego stopnia swobody jest symetry
znewzgl�dem 
zasu ti

[
h

(
1

6
+
α

15

)
+

1

h

]
qi−1+2

[
h

(
1

3
− α

15

)
− 1

h

]
qi+

[
h

(
1

6
+
α

15

)
+

1

h

]
qi+1 =0 .(4.56)S
hemat (4.56) jest bezwarunkowo stabilny przy α ≥ 1, 25. Ma
ierz elementuelementu pr�ta przy EA = 1, ρA = 1 i b = 1 ma nast�puj¡
¡ posta¢

K =




h
3 − αh

15 − 1
3h −h

3 + αh
15 − 1

6h
h
6 + αh

15 + 1
3h −h

6 − αh
15 + 1

6h

−h
3 + αh

15 − 1
3h

h
3 − αh

15 − 1
6h −h

6 − αh
15 + 1

3h
h
6 + αh

15 + 1
6h

h
6 + αh

15 + 1
3h −h

6 − αh
15 + 1

6h
h
3 − αh

15 − 1
3h −h

3 + αh
15 − 1

6h

−h
6 − αh

15 + 1
6h

h
6 + αh

15 + 1
3h −h

3 + αh
15 − 1

6h
h
3 − αh

15 − 1
3h



.(4.57)

4.2. Elementy czasoprzestrzenne wyższego rzęduMo»emy opra
owa¢ elementy z wy»szego rz�du funk
jami ksztaªtu w 
zasie(rys. 4.6). Podobnie 
zyni si� w metodzie elementów sko«
zony
h w od-niesieniu do zmienny
h przestrzenny
h. Pierwsze próby zastosowa« opisanow pra
y [140℄. W przypadku jednego stopnia swobody zastosujemy nast�-puj¡
e funk
je:
N1(t) = 2

(
t

h
− 1

2

)(
t

h
− 1

)
,

N2(t) = −4
t

h

(
t

h
− 1

)
, (4.58)

N3(t) = 2
t

h

(
t

h
− 1

2

)
.
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h
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t/h
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Rysunek 4.6: Funk
je ksztaªtu drugiego stopnia.Wynikowa ma
ierz sztywno±
i:
K =

kh

30




4 2 −1
2 16 2

−1 2 4


 , (4.59)a ma
ierz bezwªadno±
i

M =
m

3h




7 −8 1
−8 16 −8

1 −8 7


 . (4.60)Za pra
¡ [140℄ mo»na te» przyto
zy¢ ma
ierz tªumienia wewn�trznego Wi zewn�trznego Z:

W = ηw




−3 4 −1
−4 0 4

1 −4 3


 , Z = ηz




−3 4 −1
−4 0 4

1 −4 3


 . (4.61)Sposób rozwi¡zywania tego nietypowego ukªadu równa« pokazano na rys.4.7. Z ma
ierzy globalnej wyodr�bniamy podma
ierze A i B. Post�powaniew wydzielonej na rysunku warstwie mo»na opisa¢ równaniami

A





q1
q2
q3



+ B

{
q4
q5

}
= F . (4.62)W ka»dym kroku rozwi¡zujemy ukªad równa« o wymiarze podwójnej li
zbystopni swobody ukªadu przestrzennego. w pierwszym kroku wykorzystujemy
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Rysunek 4.7: S
hemat ma
ierzy globalnej zadania z kwadratowymi funk
jamiksztaªtu.warunki po
z¡tkowe okre±laj¡
e przemiesz
zenia w 
hwili t = h. Przyjmu-jemy, »e w 
hwili t = 0 przemiesz
zenia s¡ równe zeru. To narzu
a auto-maty
znie wektor pr�dko±
i na po
z¡tku pro
esu: q̇ = (q1 − q0)/h = q1/h.W wi�kszo±
i problemów przyjmujemy q0 = 0 i q1 = 0, 
o ozna
za brak ru-
hu. W przypadku inny
h warunków po
z¡tkowy
h nale»y obli
zy¢ warto±
iobu wektorów przemiesz
ze« poprzedzaj¡
y
h 
hwil� t2.W pierwszym kroku mno»ymy ma
ierz A przez zadane lub zerowe prze-miesz
zenia w 
hwili -1, 0 i 1. Otrzymujemy ukªad równa« o li
zbie niewia-domy
h równej podwojonej li
zbie stopni swobody w zadaniu staty
znym.Na rys. 4.7 jest to ukªad równa« o dwó
h niewiadomy
h. Rozwi¡zanie jegodaje warto±
i przemiesz
ze« w 
hwila
h t2 i t3. Nast�pne etapy wykonujemyw sposób powtarzalny, zgodnie ze s
hematem (4.62).Gª�bsza analiza wªasno±
i s
hematów 
aªkowania z elementami wy»szegorz�du zamiesz
zona w pra
y [1℄ daje porównanie maksymalnego bª�du wy-brany
h metod przy ró»nym kroku 
zasowym (tab. 4.1). Wyniki uzyskanoz analizy zadania o nast�puj¡
y
h parametra
h: ω=16,4 rad/s, przemiesz-
zenie po
z¡tkowe u0=0,019047, ró»ny krok 
zasowy z zakresu 0 < h ≤ 0, 4s. Porównano wyniki uzyskane przy liniowej i kwadratowej funk
ji ksztaªtuw metodzie elementów 
zasoprzestrzenny
h, niejawnej metodzie Eulera2 orazmetodzie ró»ni
 
entralny
h. Rezultaty uwido
znione na rys. 4.9 pokazuj¡bª¡d metody elementów 
zasoprzestrzenny
h z liniowymi i kwadratowymi2 W niejawnym sformuªowaniu metody Eulera przyspieszenia w 
hwili i + 1 okre±lamyw sposób nast�puj¡
y:
ui+1 =

1

h

(ui+1 − ui

h
−

ui − ui−1

h

)
=

1

h2
(ui+1 − 2ui + ui−1) .
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ωhRysunek 4.8: Obszar stabilno±
i przy kwadratowej funk
ji interpoluj¡
ej w 
zasie.Tabli
a 4.1: Porównanie bª�du fazowego drga« os
ylatora [1℄ .metoda obli
ze«krok 
zasowy [s℄ f. liniowe f. kwadratowe m. Eulera m. ró»ni
m.e.
z. m.e.
z. niejawna 
entralny
h
h=0,1 7,97·10−3 7,35·10−3 1,65·10−2 1,2·10−2

h=0,01 1,025·10−4 7,61·10−7 7,59·10−3 1,03·10−4

h=0,001 1,03·10−6 7,68·10−11 9,66·10−4 1,031·10−6funk
jami ksztaªtu w odniesieniu do metody liniowego przyspieszenia3, me-tody niejawnej Eulera oraz metody ró»ni
 
entralny
h. Dostrzegamy prze-wag� kwadratowej interpola
ji przemiesz
ze« nad interpola
j¡ liniow¡. Inter-pola
ja kwadratowa przemiesz
ze« daje formuªy o kawaªkami staªym przy-spieszeniu.Po uwzgl�dnieniu tego przybli»enia w równaniu ru
hu otrzymujemy
−ω2ui+1 =

1

h2
(ui+1 − 2ui + ui−1) .Po przeksztaª
eniu otrzymujemy przemiesz
zenie w 
hwili i + 1

ui+1 =
2

1 + ω2h2
ui −

1

1 + ω2h2
ui−1 .3Wariant liniowego przyspieszenia uzyskuje si� w metodzie Newmarka przy β = 1/6i γ = 1/2.
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m. niejawna EuleraRysunek 4.9: Bª¡d fazowy wybrany
h metod [1℄.

4.2.1. Sześcienne funkcje kształtuPowtarzamy za Pel
em [140℄ sformuªowanie ma
ierzy z wykorzystaniem sze-±
ienny
h funk
ji interpoluj¡
y
h w 
zasie:
N =

[
−9

2

t3

h3
+

9

4

t2

h2
+

1

8

t

h
− 1

16
,

27

2

t3

h3
− 9

4

t2

h2
− 27

8

t

h
+

1

16
,

−27

2

t3

h3
− 9

4

t2

h2
+

27

8

t

h
+

9

16
,

9

2

t3

h3
+

9

4

t2

h2
− 1

8

t

h
− 1

16

] (4.63)Przebieg ty
h funk
ji w przedziale [-h/2,h/2℄ pokazuje rys. 4.10. Wynikowema
ierze sztywno±
i K, bezwªadno±
i M i tªumienia zewn�trznego Z i we-wn�trznego W maj¡ posta¢:
K =

kh

1680




128 99 −36 19
99 648 −81 −36

−36 −81 648 99
19 −36 99 128


 , (4.64)

M =
m

40h




148 −189 54 −13
−189 432 −297 54

54 −297 432 −189
−13 54 −189 148


 , (4.65)
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h
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-0.4 -0.2  0  0.2  0.4

t/h

N1
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N4

Rysunek 4.10: Sze±
ienne funk
je interpoluj¡
e w 
zasie przy poªo»eniu w�zªóww 
hwila
h −h/2,−h/6, h/6 i h/2.
W =

ηw

80




−40 57 −24 7
−57 0 81 −24

24 −81 0 57
−7 24 −57 40


 . (4.66)

Analiza stabilnościRozpatrujemy równanie ru
hu w posta
i
mẍ+ 2ξωmẋ+ kx = 0 . (4.67)Analiza stabilno±
i, wy
hodz¡
a z warunków |λi| ≤ 1 prowadzi do obszarustabilno±
i przedstawionego na rys. 4.11. Przy ustalonej warto±
i ξ przedziaªstabilno±
i nie jest spójny. Z równania

ξ =

√
(ω2h2 − 10)(ω2h2 − 12)

−40ω2h2
,

√
10 ≤ ωh ≤

√
12 (4.68)mo»na okre±li¢ zakres niestabilno±
i przy ξ = 0.Bª¡d fazowy maleje wraz ze skra
aniem kroku 
zasowego. Lepsz¡ do-kªadno±
i¡ 
harakteryzuj¡ si� funk
je interpoluj¡
e wy»szego rz�du. Rys.4.12 przedstawia pro
entowy bª¡d fazowy w zale»no±
i od wielko±
i kroku
zasowego, przy zastosowaniu liniowy
h, kwadratowy
h i sze±
ienny
h funk-
ji ksztaªtu w 
zasie.
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ξ

ωhRysunek 4.11: Obszar stabilno±
i przy sze±
iennej funk
ji interpoluj¡
ej w 
zasie.
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f. szescienneRysunek 4.12: Bª¡d fazowy zale»ny od kroku 
aªkowania h.

4.3. Stabilność w siatkach niestacjonarnychPrzy badaniu s
hematów obli
zeniowy
h aproksymowany
h nieprostok¡t-nymi siatkami 
zasoprzestrzennymi zauwa»amy w pewny
h przypadka
h utra-t� stabilno±
i rozwi¡za«. Ró»norodno±¢ ksztaªtu siatek zmusza do ograni-
zenia bada« zagadnienia stabilno±
i przy nieregularny
h siatka
h do nie-li
zny
h, 
harakterysty
zny
h przypadków. Zbadamy ukªad elementów po-kazany na rys. 4.13a. Analiz� ograni
zymy do drga« osiowy
h pr�ta. Zamo-
owujemy skrajne w�zªy i w ten sposób uzyskujemy ukªad z jednym w�zªemru
homym, o jednym stopniu swobody. Powtarzalny superelement otrzymu-
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h
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x

h
h

h
h

d

baRysunek 4.13: Przykªadowa siatka trapezowy
h elementów 
zasoprzestrzenny
h.jemy po wyeliminowaniu 
o drugiej warstwy w�zªów. Ma
ierz wspóª
zynni-ków ukªadu równa« zapisujemy w formie blokowej



... ... ...... ... ...F A BC D EF A BC D E... ... ...... ...



.

Drgania swobodne opisuje pro
edura krokowa
(−FD−1C)qI + (A− FD−1E −BD−1C)qII + (−BD−1E)qIII = 0 .(4.69)To samo zapisujemy w formie ma
ierzy przeniesienia (wzmo
nienia) T

{
qi+1

qi

}
= T

{
qi

qi−1

}
, (4.70)
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h 85gdzie
T =

[
(BD−1E)−1(A− FD−1E− BD−1C) (BD−1E)−1FD−1C

I 0

]
.(4.71)S
hemat (4.70) jest stabilny, kiedy promie« spektralny ψ ma
ierzy T jestniewi�kszy od jedno±
i

ψ(T) ≤ 1 . (4.72)W przypadku symetrii globalnej ma
ierzy sztywno±
i 
zasoprzestrzennej w za-daniu o jednym stopniu swobody mo»na w ma
ierzy T zredukowa¢ prawygórny wyraz do warto±
i −I. Warunek (4.72) uprasz
za si� wów
zas do nie-równo±
i
|T11| ≤ 2 . (4.73)

4.3.1. Przypadek elementów czworokątnychW przypadka
h prosty
h analiz� stabilno±
i mo»emy prowadzi¢ anality
z-nie. Drgania osiowe lub skr�tne pr�ta 
zy drgania poprze
zne struny opisuj¡w�zªy o pojedyn
zy
h stopnia
h swobody. Z tego wzgl�du s¡ dobrym obiek-tem analizy. Kontynuujemy analiz� ukªadu elementów 
zasoprzestrzenny
hpokazany
h na rys. 4.13a i 4.13b.Liniowe funk
je ksztaªtu przeksztaª
aj¡ trapezowe ksztaªty elementóww kwadrat
x =

4∑

i=1

Ni xi , t =

4∑

i=1

Ni ti , (4.74)gdzie
Ni(ξ, τ) =

1

4
(1 + ξξi)(1 + ττi) , (4.75)

xi, ti - wspóªrz�dne w�zªów w ukªadzie globalnym,
ξi, τi - wspóªrz�dne w�zªów w ukªadzie lokalnym.Dalsze obli
zenia prowadzimy w sposób znany z metody elementów sko«-
zony
h. W metodzie elementów 
zasoprzestrzenny
h drog� post�powaniapokazano w rozdziale 4.1. Wspóª
zynniki ma
ierzy sztywno±
i kij i bezwªad-
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hno±
i mij elementu trapezowego opisano poni»ej:
kij =

EAh

2a1
ξiξj

(
τi + τj − τiτj

a2

a1

)
+ (4.76)

+
EAh

2a2
1

ξiξj

(
a1 − a2(τi + τj − τiτj

a2

a1
)

)
ln
a2 + a1

a2 − a1
,

mij = − ρA

48ha1
ξiξj

(
a2

1 + 3a2
3)
)

[(
τi + τj −

a2

a1
τiτj

)(
2 − a2

a1
ln
a2 + a1

a2 − a1

)
+ ln

a2 + a1

a2 − a1

]
+

+
ρAa1

24h
ξiξj (τi + τj) +

ρAa3

8h
(ξiτj + ξjτi)) −

ρAa2

24h
τiτj (ξiξj + 3) ,gdzie

a1 = x1 − x2 − x3 + x4 ,

a2 = −x1 + x2 − x3 + x4 , (4.77)
a3 = −x1 − x2 + x3 + x4 .Wspóª
zynniki A,B, ..., F w równania
h (4.69) i (4.71) s¡ skalarami i maj¡posta¢ nast�puj¡
¡

A =

(
EAh

d3
− ρA

3hd

)
(d2 + 4b2) ln

2b+ d

2b− d
− 4EAhb

d2
, (4.78)

B =

(
EAh

2d3
− ρA

6hd

)
(d2 − 4b2) ln

2b+ d

2b− d
+

2EAhb

d2
,

C = E = F = B, D = A .Wprowadzamy bezwymiarowe parametry s = d/ch, c2 = E/ρ, k = d/b,
0 ≤ k ≤ 2 oraz K = ch/b. Parametr k okre±la wielko±¢ przesuni�
ia w�-zªa w stosunku do wymiaru przestrzennego elementu. Parametr K okre±lapr�dko±¢ przesuni�
ia w�zªa w stosunku do pr�dko±
i fali c.Obszar stabilno±
i w ukªadzie parametrów k, s ograni
zony jest nierów-no±
iami (

3 − 3k

ln 2+k
2−k

)1

2

< s <
√

3 . (4.79)Nierówno±¢ (4.79) przedstawiona jest na rys. 4.14. Na
hylenie prostej prze-
hodz¡
ej przez po
z¡tek ukªadu wspóªrz�dny
h wynositgϕ =
b

ch
. (4.80)
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h 87Proste prze
hodz¡
e przez po
z¡tek ukªadu wspóªrz�dny
h okre±laj¡ punktystabilno±
i zadania, w którym h jest jedyn¡ zmienn¡. Zauwa»amy, »e pe-ªen zakres stabilno±
i przy parametrze k otrzymujemy, gdy tg ϕ =
√

3/2.Za
hodzi to przy kroku 
zasowym równym
h =

2√
3

b

h
. (4.81)To z kolei prowadzi do warunku h ≤ 2b/c. W ukªadzie k,K obszar stabilno±
iograni
zaj¡ linie √

3

3
≤ K ≤ k√

3 − 3k
ln 2+k

2−k

. (4.82)Obszar stabilno±
i zmienia si� wraz ze wzrostem wspóª
zynnika tªumieniaWªasno±
i stabilno±
i siatek niesta
jonarny
h mo»na wyja±ni¢ dodatkowoanalizuj¡
 wªasno±
i siatek zbudowany
h z trójk¡tny
h elementów pr�ta.Przyj�to siatk� elementów jak na rys. 4.16. Jest ona podobna do siatki z rys.4.13a. Ka»dy 
zworok¡t podzielono na dwa elementy trójk¡tne, tak aby w 
odrugiej warstwie kierunek podziaªu byª prze
iwny. Przyj�to liniowy rozkªadprzemiesz
ze« w przestrzeni i w 
zasie. Otrzymano nast�puj¡
e wspóª
zyn-
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k(a) (b)Rysunek 4.14: Obszar stabilno±
i trapezowy
h elementów 
zasoprzestrzenny
hw ukªadzie k,s (a) oraz k,K (b).
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hniki ma
ierzy sztywno±
i:
A = 32 EAhb

4b2−d2 − 4 ρA(4b2+d2)
h(2b+d) , D = A , (4.83)

B = 2 ρA(2b−d)
h , C = E = F = AB .Badanie warto±
i wªasny
h ma
ierzy T prowadzi do nierówno±
i

s >

√
8

2 − k

k2

4 + k2
przy −2 ≤ k ≤ 0 ,

s >
k√

2 − k
przy 0 ≤ k ≤ 2 , (4.84)

s <
2√

2 − k
przy −2 ≤ k ≤ 2 .Nierówno±
i (4.84) przedstawia rys. 4.17. Dwa pierwsze warunki pozwalaj¡okre±li¢ krok 
zasowy h w sta
jonarny
h siatka
h podziaªu, 
zyli przy k = 0dsdk |k=0 =

√
2

2
. (4.85)Uwzgl�dniaj¡
 (4.85) otrzymujemy warto±¢ grani
zn¡ kroku h w badanejsiat
e niesta
jonarnej

hkr =
√

2
b

c
. (4.86)
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Rysunek 4.15: Wpªyw tªumienia na obszar stabilno±
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h elementów
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Rysunek 4.16: Przykªadowa siatka trójk¡tny
h elementów 
zasoprzestrzenny
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k(a) (b)Rysunek 4.17: Obszar stabilno±
i z siatk¡ elementów trójk¡tny
h pr�ta w ukªa-dzie k,s (a) oraz k,K (b).
4.3.2. Stabilność ukośnych elementów czworokątnych pręta drgającego osiowoZbadajmy wªasno±
i s
hematów obli
zeniowy
h uzyskany
h z zastosowaniemelementu równolegªobo
znego jak na rys. 4.18. Wykorzystujemy rze
zywistefunk
je ksztaªtu

Ni =
1

4
(1 + ξξi)(1 + ττi) (4.87)
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h
1

d b

h

3 4

2

t

x

Rysunek 4.18: Czasoprzestrzenny element równolegªobo
zny o zamo
owany
hw�zªa
h 1 i 3.oraz wirtualne funk
je ksztaªtu w posta
i
Ni =

1

4

[
(1 + ξξi)(1 + ττi) + ατi(τ

3 − τ)
]
. (4.88)Elementy ma
ierzy sztywno±
i Kij opisuje zale»no±¢

Kij =
hEA

4b
ξiξj

(
1 +

5 − 5α

15
τiτj

)
, (4.89)a ma
ierzy bezwªadno±
i

Mij = −ρA
[
d

4h
(ξiτj + ξjτi) +

ξiξjd
2

4bh
+
τiτjb

4h
+ (4.90)

+
ξiξjτiτj
180 bh

(15b2 + 15d2 − 12αd2)

]
.Przy zamo
owaniu w�zªów 1 i 3 otrzymujemy ma
ierz sztywno±
i pr�ta o wy-miara
h 2×2 w posta
i

K∗ =

[
K∗

11 K∗
12

K∗
21 K∗

22

]
, (4.91)gdzie

K∗
11 =

EAh

15 b
(5 − α) − ρA(b2 + d2)

3bh
+
ρAd

2h
+
ρAαd2

15 bh
,

K∗
12 = K∗

21 =
EAh

30 b
(5 + 2α) +

ρAb

3h
− ρAαd2

30 bh
(5 + 2α) , (4.92)

K∗
22 =

EAh

15 b
(5 − α) − ρA(b2 + d2)

3bh
− ρAd

2h
+
ρAαd2

15 bh
.
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ierz wzmo
nienia przy warunku (4.72) prowadzi do nierówno±
i
−1 ≤ 2K2(5 − α) − 10(1 − k2) + 2αk2

(K2 − k2)(5 + 2α) + 10
≤ 1 , (4.93)gdzie K = ch

b , k = d/h.Obszary stabilno±
i w ukªadzie parametrów k,K, przy ró»ny
h warto±
ia
h
α pokazano na rys. 4.19.
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αα α=0 =1,25 =2,50Rysunek 4.19: Obszar stabilno±
i przy ró»ny
h wspóª
zynnika
h α.
4.4. Makroelementy czasoprzestrzenneFormuªy obu metod mo»emy zapisa¢ w posta
i ma
ierzy przej±
ia w nast�-puj¡
ej ogólnej formie

qI+1 = TqI . (4.94)Wektory qI i qI+1 okre±laj¡ wektory przemiesz
ze« w dwó
h kolejny
h sta-na
h. W przypadku równania ró»ni
zkowego drugiego rz�du wektory te maj¡umown¡ posta¢
qI+1 =

{
qi+1

qi

} i qI =

{
qi

qi−1

}
. (4.95)Równanie (4.94) opisuje peªny s
hemat krokowy. Jest to w efek
ie ina
zejzapisany s
hemat krokowy metody elementów 
zasoprzestrzenny
h. W po-wy»szy sposób mo»na przedstawi¢ zarówno wariant przemiesz
zeniowy, jaki pr�dko±
iowy metody. Wi¡»e on w efek
ie trzy kolejne 
hwile.
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hPrzemiesz
zeniowy wariant metody mo»na sprowadzi¢ do posta
i (4.94)wykorzystuj¡
 podstawowy s
hemat (4.27) oraz to»samo±¢ jedynkow¡:
{

qi+1

qi

}[
−B−1(A+D) −B−1C

I 0

]{
qi

qi−1

}
. (4.96)Powy»sza forma zapisu pozwala na ªatwe badanie wªasno±
i s
hematu ob-li
zeniowego, sz
zególnie stabilno±
i. Omawia to rozdziaª 4.1.2. Zwró¢mytu uwag� na ªatwo±¢ skonstruowania makroelementu 
zasoprzestrzennego,opartego na ukªadzie elementów 
zasoprzestrzenny
h, opisanym w (4.94).Skoro mo»emy przej±¢ ze stanu pierwszego do drugiego (przez stan pierw-szy rozumiemy stan zawarty mi�dzy 
hwilami 0 i 1, a przez stan drugi � stanzawarty mi�dzy 
hwilami 1 i 2)

q2 = Tq1oraz z drugiego do trze
iego
q3 = Tq2 = TTq1 = T2q1 ,mo»emy w identy
zny sposób przej±¢ do dowolnego stanu N

qN = TNq1 .Widzimy, »e w przypadku zadania liniowego i staªy
h w 
zasie ma
ierzywynikowy
h metody, przej±
ie do dowolnej, odlegªej 
hwili mo»emy zreali-zowa¢ dzi�ki odpowiedniej pot�dze ma
ierzy przej±
ia T. W prakty
e wy-zna
zenie wielokrotnego ilo
zynu ma
ierzy jest nieefektywne. Skute
zne jestnatomiast wyzna
zenie pot�gi o wykªadniku 2, 4, 16, 256, 65536 itd, 
zyli
((22)2)2... = 22N . Wymaga to zaledwie wyzna
zenia kilku ilo
zynów dwó
hjednakowy
h ma
ierzy. Dzi�ki temu ogromnie wydªu»amy w prakty
e prak-ty
e nasz krok obli
zeniowy h. Drugim ograni
zeniem opisanej te
hniki jestniemo»no±¢ stosowania dowolnego s
hematu ob
i¡»enia konstruk
ji w 
zasie.Wyst�puj¡
e po prawej stronie ukªadu równa« wektory ob
i¡»enia nie mog¡zosta¢ w skute
zny sposób uwzgl�dnione. W zwi¡zku z tym konstruk
jamakroelementu 
zasoprzestrzennego pozwala na obli
zenia zada«, w któ-ry
h drgania ini
jowane s¡ jedynie przez odpowiednie warunki po
z¡tkowe.Mo»na te» zaini
jowa¢ drgania przez dziaªanie dowolnego wektora ob
i¡-»e«. Jednak dopiero po tej po
z¡tkowej fazie, kiedy wektor zewn�trzny
hob
i¡»e« mo»na przyj¡¢ jako równy zeru, mo»na przej±¢ do wykorzystaniamakroelementów.
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4.5. Opis prędkościowy metodyMetoda w uj�
iu przemiesz
zeniowym ma wiele 
e
h podobny
h do metodyró»ni
 
entralny
h. S
hemat obli
zeniowy oparty jest na przemiesz
zenia
hw trze
h kolejny
h 
hwila
h 
zasu. W zale»no±
i od przyj�ty
h funk
ji wir-tualny
h przemiesz
ze« metoda w warian
ie przemiesz
zeniowym mo»e by¢warunkowo lub bezwarunkowo stabilna. Z kolei mo»na uzyska¢ s
hemat roz-wi¡zania równa« ru
hu wykorzystuj¡
 pr�dko±
i jako podstawowe wielko±
iopisu stanu ukªadu. Droga post�powania nie ró»ni si� wiele od wyprowa-dze« z wykorzystaniem przemiesz
ze«. Tworzy si� równanie pra
y wirtual-nej ukªadu, która przy wyzna
zony
h parametra
h pr�dko±
i w 
hwili po-
z¡tkowej i ko«
owej w przedziale 
zasu przyjmuje minimum. W ten sposóbwi¡»emy znane wielko±
i w 
hwili w
ze±niejszej z wielko±
iami w 
hwili pó¹-niejszej.W nast�pny
h rozdziaªa
h przedstawimy tok post�powania w przypadkupojedyn
zego stopnia swobody. Nast�pnie powtórzymy go w przypadkustruny. Zastosujemy ró»ne ksztaªty funk
ji wirtualny
h pr�dko±
i. Porów-namy uzyskane s
hematy 
aªkowania z metod¡ Newmarka oraz innymi me-todami obli
zeniowymi.
4.5.1. Układ o jednym stopniu swobodyOpra
ujmy s
hemat obli
zeniowy drga« punktu materialnego, opisanego rów-naniem

m
dvdt + kx = 0 . (4.97)Zakªadamy liniowy rozkªad pr�dko±
i rze
zywistej v w przedziale 
zasu h(0 ≤ t ≤ h)

v = (1 − t

h
)v0 +

t

h
v1 . (4.98)Przemiesz
zenie x(t) opisuje 
aªka

x(t) =

∫ t

0
v dt = x0 +

h

2

[
1 −

(
1 − t

h

)2
]
v0 +

t2

2h
v1 . (4.99)Przemiesz
zenie x(t) zale»ne jest liniowo od pr�dko±
i v0 i v1, ustalony
hna kra«
a
h przedziaªu [0, h]. Obieramy teraz posta¢ funk
ji wirtualnej.Mo»emy j¡ wybra¢ spo±ród wielu mo»liwy
h funk
ji. Wybrana funk
ja nakra«
a
h przedziaªu 
zasu musi przyjmowa¢ warto±
i równe zero. Poni»ej
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hprzyjmujemy wirtualn¡ funk
j� pr�dko±
i jako rozkªad Dira
a, zale»ny odparamentu α (0 ≤ α ≤ 1) i pr�dko±
i v1:
v∗ = v1δ

(
t

h
− α

)
. (4.100)Je»eli pomno»ymy równanie ró»ni
zkowe ru
hu (4.97), które w isto
ie jestrównaniem równowagi siª dziaªaj¡
y
h na punkt materialny, przez wirtualn¡pr�dko±¢ (4.100), otrzymamy równanie mo
y wirtualnej. Po s
aªkowaniu gow przedziale 
zasu [0, h] otrzymamy równanie pra
y wirtualnej

∫ h

0
v∗

1

h
(v1 − v0)dt+

∫ h

0
v∗
k

m
x(t)dt = 0 . (4.101)Ostate
znie otrzymujemy równanie pozwalaj¡
e wyzna
zy¢ pr�dko±¢ w 
hwilinast�pnej, na podstawie pr�dko±
i i przemiesz
zenia w 
hwili poprzedniej

v1 =
1 − kh2

2m [1 − (1 − α)2]

1 + kα2h2

2m

v0 −
k

m

h(
1 + kα2h2

2m

)x0 . (4.102)To samo mo»emy zapisa¢ symboli
znie
v1 = T v0 +Bx0 . (4.103)Pozostaje wyzna
zy¢ na podstawie pr�dko±
i v0 i v1 brakuj¡
e przemiesz
ze-nie x1. Wykorzystujemy zale»no±¢

x1 = x0 + h[(1 − β)v0 + βv1] . (4.104)Nie
o dalej wyka»emy, »e rozwi¡zanie stabilne otrzymujemy w pewnym za-kresie parametru α przy β = 1 − α. Uwzgl�dniaj¡
 to mo»emy napisa¢ko«
owy wzór
x1 = x0 + h[αv0 + (1 − α)v1] . (4.105)W sz
zególnym przypadku α = 1/2 równanie (4.105) jest identy
zne z rów-naniem (4.99) przyj�tym przy t = h, 
zyli x1 = x0 + h(v0 + v1)/2.Wprowadzaj¡
 ozna
zenie κ = h2k/m mo»emy opisa¢ przej±
ie do na-st�pnej 
hwili w nast�puj¡
y sposób:

{
v1
x1

}
=




1 − 2ακ
2+α2κ

− 2κ
h(α2κ+2)

3h− 2h(ακ+2)
α2κ+2

2κ(α−1)
α2κ+2

+ 1



{
v0
x0

}
. (4.106)
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ierz przej±
ia T jest ma
ierz¡ o wymiara
h 2×2. Mo»emy j¡ wykorzysta¢do okre±lenia kryterium stabilno±
i przy dowolnej warto±
i kroku 
zasowego,a wi�
 przy h→ ∞. Wyzna
zmy warto±
i wªasne tej ma
ierzy:
lim

h→∞
λ1/2 =

α2 − 1

α2
± i

√
2α2 − 1

α2
(4.107)oraz i
h moduªy:

lim
h→∞

|λ1/2| =

{
1, je»eli √

2/2 ≤ α ≤ 1 ,

1
α2

√
α4 − 4α2 + 2, je»eli 0 ≤ α <

√
2/2 .

(4.108)Oba moduªy warto±
i wªasny
h s¡ równe jedno±
i gdy α ≥
√

2/2. W tymzakresie parametru α otrzymujemy bezwarunkowo stabilny s
hemat obli
ze-niowy. Ta istotna 
e
ha pozwala bezpie
znie prowadzi¢ obli
zenia ukªadówo du»ej li
zbie stopni swobody, lub ukªadów o ewoluuj¡
ej geometrii lub wªa-sno±
ia
h materiaªowy
h. W taki
h przypadka
h bezwarunkowa stabilno±¢metody jest konie
zna.Wa»n¡ spraw¡ jest te» zdolno±¢ tªumienia wy»szy
h 
z�sto±
i drga« przyza
howaniu zerowego tªumienia 
z�sto±
i podstawowy
h ukªadu. Wielu au-torów po±wi�
a temu swoje pra
e (np. [81, 84℄). Je±li formuª� (4.104) zmody-�kuje si� tak, »e pr�dko±¢ okre±la¢ si� b�dzie w nie
o pó¹niejszym momen
ieni» α−1, to uzyska si� po»¡dany efekt tªumienia. Zmody�kowano parametr
β do posta
i

β = 1 − α/(1 + γ), 0 ≤ γ ≤ 1. (4.109)Na rysunka
h 4.20 pokazano warto±¢ promienia spektralnego w zale»no±
i odparametru γ przy wzrastaj¡
y
h warto±
ia
h wzgl�dnego kroku 
zasowego h.Wykonano je przy α=0,8 i α=0,9. Pogrubione linie s¡ poziomi
ami wykre±la-nymi 
o 0,02. Przy γ=0,0 promie« spektralny ρ równy jest, zgodnie z w
ze-±niejszymi rozwa»aniami, jedno±
i. Kolejny rysunek 4.21, pokazuje warto±¢logarytmi
znego dekrementu tªumienia przy α=0,8 i 0,9, w zale»no±
i odwielko±
i wzgl�dnego kroku 
zasowego h/T . Poziomi
e na obu rysunka
hwykre±lono 
o 0,05.Przykªadowe obli
zenia drga« pojedyn
zego punktu materialnego, wy-konane przy warunka
h po
z¡tkowy
h x0 = 0 i v0 = 1 oraz przy α=0,5pokazano na rys. 4.22, a przy α=1,0 na rys. 4.23.
4.5.2. Dyskretyzacja równania różniczkowego drgań strunyRównanie ró»ni
zkowe drga« struny ma nast�puj¡
¡ posta¢:

T
∂2u

∂x2
− ρA

∂2u

∂t2
− η

∂u

∂t
= 0 . (4.110)
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h

Rysunek 4.20: Promie« spektralny zale»ny od parametru γ przy α=0,8 i α=0,9.

Rysunek 4.21: Logarytmi
zny dekrement tªumienia zale»ny od parametru γ przy
α=0,8 i α=0,9.
T jest siª¡ na
i¡gu struny, A - polem przekroju poprze
znego, ρ - g�sto±
i¡masy, η - wspóª
zynnikiem tªumienia. c =

√
T/ρ jest pr�dko±
i¡ fali w stru-nie przy η = 0.Rozpatrujemy równanie w obszarze Ω={(x, t): 0 ≤ x ≤ b, 0 ≤ t ≤ h}.Równanie mo
y wirtualnej tworzymy mno»¡
 (4.110) przez pr�dko±¢ wirtu-aln¡ v∗(x, t).

∫ b

0
v∗(x, t)

(
∂2u

∂x2
− 1

c2
∂2u

∂t2
− η

∂u

∂t

) dx = 0 . (4.111)
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Rysunek 4.22: Pr�dko±¢ v wyzna
zona przy ró»ny
h warto±
ia
h kroku 
zaso-wego, przy α=0,5.

Rysunek 4.23: Pr�dko±¢ v wyzna
zona przy ró»ny
h warto±
ia
h kroku 
zaso-wego, przy α=1,0.Caªkowita pra
a wirtualna w obszarze Ω wynosi
∫ h

0

∫ b

0
v∗(x, t)

(
∂2u

∂x2
− 1

c2
∂2u

∂t2
− η

∂u

∂t

) dx dt = 0 . (4.112)Caªkuj¡
 przez 
z�±
i równanie (4.112) wzgl�dem x i t otrzymujemy
∫∫

Ω
v∗
∂v

∂t
dΩ+

∫∫

Ω

∂v∗

∂x

∂u

∂x
dΩ+

∫∫

Ω

∂v∗

∂x
ε0 dΩ−η

∫∫

Ω
v∗v dΩ = 0 . (4.113)
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hPrzyjmujemy liniow¡ zmienno±¢ pr�dko±
i v = ∂u/∂t wzgl�dem x i t:
v(x, t) =

4∑

i=1

Ni(x, t) vi . (4.114)W obszarze Ω funk
je ksztaªtu N = [N1, . . . , N4] maj¡ posta¢:
N1 =

1

bh
(x− b)(t− h) ,

N2 = − 1

bh
x(t− h) , (4.115)

N3 = − 1

bh
(x− b)t ,

N4 =
1

bh
x t .Przemiesz
zenie wyzna
zamy 
aªkuj¡


u(x, t) = u(x, 0) +

∫ t

0
(N1v1 + . . . +N4v4)dt . (4.116)W efek
ie otrzymujemy

u(x, t) = u(x, 0)+
xt2

2bh
(v1−v2−v3+v4)+

xt

b
(−v1+v2)+

t2

2h
(−v1+v3)+v1t .(4.117)Po
hodn¡ ∂u/∂x otrzymujemy z równania (4.117)

∂u/∂x =
t2

2bh
(v1 − v2 − v3 + v4) +

t

b
(−v1 + v2) +

dudt |t=0 . (4.118)Zasadni
z¡ spraw¡ jest dobór odpowiedniej funk
ji wirtualnej pr�dko±
i.Wzorem wyprowadze« doty
z¡
y
h drga« os
ylatora przyjmujemy
v∗(x, t) = δ(t− αh)

((
1 − x

b

)
v3 +

x

b
v4

)
. (4.119)

δ jest funk
j¡ Dira
a. Potrzebne po
hodne funk
ji wirtualnej v∗ i rze
zywi-stej v wyzna
zamy z (4.119) i (4.114)
∂v∗

∂x
=

1

b
(−v3 + v4) , (4.120)

∂v

∂t
=

x

bh
(v1 − v2 − v3 + v4) +

1

h
(−v1 + v3) . (4.121)
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iowy metody 99Zauwa»amy, »e z uwagi na 
zªon delty Dira
a w funk
ji pod
aªkowej 
aªko-wanie w obszarze Ω sprowadza si� do 
aªkowania wzgl�dem x w przedziale
[0, h]. Uwzgl�dniaj¡
 powy»sze zwi¡zki w (4.113) mo»emy napisa¢ w formiema
ierzowej ko«
ow¡ posta¢ równania




ρA

∫ b

0




0
0

−
(

x
b − 1

)
x
b



[
x

bh
− 1

h
, − x

bh
, − x

bh
+

1

h
,
x

bh

] dx +

+ T

∫ b

0




0
0

−1
b
1
b



[
t2

2bh
− t

b
, − t2

2bh
+
t

b
, − t2

2bh
,
t2

2bh

] dx∣∣∣∣
t=αh

− (4.122)
− η

∫ b

0




0
0

−(x
b − 1)
x
b



[
(x− b)(t− h)

bh
, −x(t− h)

bh
, −(x− b)t

bh
,
xt

bh

] dx∣∣∣∣
t=αh









v1...
v4





= 0 .Widzimy, »e dwa pierwsze wiersze wszystki
h ilo
zynów ma
ierzy zawieraj¡zera. W dalszej 
z�±
i b�dziemy operowali tylko doln¡ poªow¡ ma
ierzyotrzymany
h po 
aªkowaniu (4.122). Wynikowe ma
ierze przyjmuj¡ nast�-puj¡
¡ posta¢:
M =

ρb

h

[
−1

3 −1
6

−1
6 −1

3

∣∣∣∣∣

1
3

1
6

1
6

1
3

]
=

1

h
[−Mstat | Mstat] , (4.123)

K =
Nh

b

[
α(1 − α

2 ) −α(1 − α
2 )

−α(1 − α
2 ) α(1 − α

2 )

∣∣∣∣∣
α2

2 −α2

2

−α2

2
α2

2

]
=

= h

[
α(1 − α

2
)Kstat |

α2

2
Kstat

]
, (4.124)

C = ηb

[
1−α

3
1−α

6

1−α
6

1−α
3

∣∣∣∣∣

α
3

α
6

α
6

α
3

]
= [(1 − α)Cstat | αCstat] . (4.125)Ko«
owa posta¢ równania ru
hu opisuje równowag� siª na brzegu obszaru Ω.Wektor w�zªowy
h pr�dko±
i q̇ zawiera pr�dko±
i q̇a w 
hwili po
z¡tkowej



100 4 Metoda elementów 
zasoprzestrzenny
h
-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

  0  50 100 150 200 250 300 350 400

am
pl

itu
da

czas

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

  0  50 100 150 200 250 300 350 400

am
pl

itu
da

czasRysunek 4.24: Przemiesz
zenia swobodnego ko«
a pr�ta, uzyskane metod¡ ele-mentów 
zasoprzestrzenny
h z peªn¡ ma
ierz¡ mas, przy α=0,5 i α=1,0.
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itu
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czasRysunek 4.25: Przemiesz
zenia swobodnego ko«
a pr�ta, uzyskane metod¡ ele-mentów 
zasoprzestrzenny
h z diagonaln¡ ma
ierz¡ mas, przy α=0,5 i α=1,0.
t = 0 oraz q̇p w 
hwili ko«
owej t = h

(M + C + K)

{
q̇a

q̇p

}
= 0 . (4.126)Otrzymujemy równanie ma
ierzowe, w którym niewiadom¡ jest q̇p. Rys. 4.24pokazuje wykres w 
zasie przemiesz
ze« osiowy
h swobodnego ko«
a pr�ta,pod wpªywem impulsu po
z¡tkowego. Rys. 4.25 pokazuje z kolei wynik iden-ty
znego zadania, le
z z zastosowaniem diagonalnej ma
ierzy bezwªadno±
i.

Przykład drgań struny obciążonej ruchomą siłąS
hemat zadania (rys. 4.26) jak i wyniki do porówna« za
zerpni�to z pra
y[41℄. Autorzy przeprowadzili obli
zenia metodami Fouriera i d'Alemberta.Poni»ej identy
zne zadanie rozwi¡zano metod¡ elementów 
zasoprzestrzen-ny
h, wedªug sformuªowania pr�dko±
iowego.
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Rysunek 4.26: S
hemat struny ob
i¡»onej ru
hom¡ siª¡.Przyj�to nast�puj¡
e dane li
zbowe: dªugo±¢ struny L=100 m, napi�
ie
T0=10 kN, g�sto±¢ masy ρ=0,89 kg/m, siªa skupiona P0=90 N, masa sku-piona m=10 kg, tªumienie c1=c2=0. Przyj�to wariant warunkowo stabilnymetody z parametrem α=0,5 i tªumieniem numery
znym γ=0,1.W pierwszym przypadku przyj�to m=c1=c2=0. Siªa P (t) = P0sinωtbyªa siª¡ sinusoidalnie zmienn¡, o 
z�sto±
i ω=0,4 (odpowiadaªo to li
zbie40 
ykli na przestrzeni 200 m). Pr�dko±¢ v wynosiªa 79,5 m/s (
o odpowia-daªo pr�dko±
i 0,75 c). Na rys. 4.27 pokazano przemiesz
zenia poprze
znew wybrany
h 
hwila
h. Kresk¡ pionow¡ na trze
h pierwszy
h wykresa
hzazna
zono poªo»enie siªy. Linia gruba obrazuje wyniki uzyskane metod¡elementów 
zasoprzestrzenny
h, a linia 
ienka � metod¡ Fouriera. Wida¢bardzo dobr¡ zgodno±¢ obu rozwi¡za«. Drugi przypadek jest bardziej zªo-»ony. Zawiera w poªowie prz�sªa podpor�, zªo»on¡ z dwó
h spr�»yn k1, k2i masy m. Jad¡
a z pr�dko±
i¡ v=79,5 m/s siªa jest staªa. Na rys. 4.28przedstawiaj¡
ym wyniki, grub¡ pionow¡ kresk¡ ozna
zono podpor�. Obarozwi¡zania, metod¡ elementów 
zasoprzestrzenny
h i metod¡ Fouriera, po-krywaj¡ si�. W 
ytowanej ju» pra
y [41℄ wyniki otrzymane metod¡ falow¡jako±
iowo odbiegaj¡ od obu rezultatów pokazany
h na rys. 4.28.
4.5.3. Ogólny przypadek sprężystościZajmiemy si� teraz ogólniejszym podej±
iem pozwalaj¡
ym na dyskretyza
j�dowolnego zadania dynamiki ukªadów 
i¡gªy
h.Je»eli okre±limy odksztaª
enia ε jako

ε = Du , (4.127)
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Rysunek 4.27: Przemiesz
zenia poprze
zne struny w 
hwila
h równy
h 0,3, 0,7,1,0, 1,2 i 1,5 
zasu peªnego przejazdu (linia 
ienka � metoda Fouriera, linia gruba� metoda elementów 
zasoprzestrzenny
h).

Rysunek 4.28: Przemiesz
zenia poprze
zne struny 
o 0,2 
zasu peªnego przejazdu(linia 
ienka � metoda Fouriera [42℄, linia gruba � metoda elementów 
zasoprze-strzenny
h).
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iowy metody 103gdzie D jest operatorem ró»ni
zkowym, za± napr�»enia σ jako
σ = Eε , (4.128)oraz je±li przyjmiemy dystrybu
j� wirtualny
h pr�dko±
i v∗, to równanie pra
wirtualny
h, wyra»one w pr�dko±
ia
h przyjmie nast�puj¡
¡ posta¢:

∫

Ω
(v∗)Tρ

∂v

∂t
dΩ +

∫

Ω
(ε̇∗)T σdΩ +

∫

Ω
(v∗)T ηzv dΩ = 0 . (4.129)Przemiesz
zenie u(t) okre±la 
aªka

u(t) = u0 +

∫ t

0
v dt . (4.130)Po uwzgl�dnieniu (4.127), (4.128) i (4.130) otrzymujemy:

∫

Ω
(v∗)Tρ

∂v

∂t
dΩ +

∫

Ω
(Dv∗)T EDu0︸︷︷︸

ε0

dΩ +

∫

Ω

[
(Dv∗)T E D

∫ t

0
v dt]dΩ +

+

∫

Ω
(v∗)T ηzv dΩ = 0 . (4.131)Nast�pnie wprowadzimy formuªy interpola
yjne:

v = Nq̇ i v∗ = N∗q̇ . (4.132)Ostate
znie mamy:
{∫

Ω

[
(DN∗)T E D

∫ t

0
N dt]dΩ +

∫

Ω
(N∗)Tρ

∂N

∂t
dΩ +

∫

Ω
(N∗)T ηz N dΩ} q̇ +

+

∫

Ω
(DN∗)T E ε0 dΩ = 0 . (4.133)Je±li przyjmiemy jak poprzednio dystrybu
j� wirtualny
h przemiesz
ze« za-le»ny
h od parametrów w�zªowy
h okre±lony
h w 
hwili t=h, to w wyra»eniu(4.133) otrzymamy zerowe górne poªowy ma
ierzy M, K i wektora s. Takjak poprzednio mo»emy sterowa¢ wªasno±
iami pro
edury za pomo
¡ para-metru α.Przy tej okazji nasuwa si� pewien wniosek doty
z¡
y kosztu obli
zenio-wego otrzymanej formuªy. Cofn¡¢ si� musimy do przyj�ty
h wirtualny
hrozkªadów parametrów w�zªowy
h. Dystrybu
ja Dira
a wzgl�dem 
zasusprowadza problem 
aªkowania w obj�to±
i elementu 
zasoprzestrzennego Ω
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hdo 
aªkowania na powierz
hni t= αh, wzgl�dem zmienny
h przestrzenny
h
x, y, z. Redukuje to koszt obli
ze«, w porównaniu z kosztem pro
edur uzy-skany
h z zastosowaniem klasy
znej, liniowej interpola
ji parametrów wirtu-alny
h wzgl�dem 
zasu.W przypadku równania (4.133) obszary 
aªkowania uprasz
zaj¡ si� z ob-j�to±
i 
zasoprzestrzennej Ω do powierz
hni 
zasoprzestrzennej (obj�to±
irze
zywistej) V (αh). Pierwsza 
aªka zawiera skªadnik 
aªkowany w gra-ni
a
h [0, t]. Z uwagi na powy»sze wnioski doty
z¡
e 
aªki z dystrybu
ji,pozostaje dokona¢ 
aªkowania w grani
a
h [0, αh]. Przyj�
ie liniowy
h funk-
ji pod
aªkowy
h N pozwala wyzna
zy¢ ±redni¡ warto±¢ pod
aªkow¡ przy
t = αh/2 i przemno»y¢ przez dªugo±¢ przedziaªu αh. Wów
zas ma
ierzsztywno±
i, bezwªadno±
i i wektor napr�»e« po
z¡tkowy
h, opisuj¡
e ele-ment 
zasoprzestrzenny maj¡ posta¢ nast�puj¡
¡:

K =

∫ ∫

Vαh

(DNαh(x))T
E DN(x, αh/2)dV · αh , (4.134)

M =

∫ ∫

Vαh

NT
αh(x) ρ

∂N(x, αh)

∂t
dV , (4.135)

Z =

∫ ∫

Vαh

NT
αh(x) ηz N(x, αh)dV , (4.136)

s =

∫ ∫

Vαh

(DNαh(x))T
E ε0 dV . (4.137)

Vαh ozna
za przekrój elementu 
zasoprzestrzennego przy t = αh. Nαh jestma
ierz¡ funk
ji interpoluj¡
y
h, okre±lony
h na powierz
hni Vαh, N(x, ·) za±jest ma
ierz¡ funk
ji interpoluj¡
y
h w obj�to±
i Ω, wyzna
zony
h w okre-±lonej 
hwili. Zmiana grani
 
aªkowania daje jesz
ze ªatwiejsze do nume-ry
zny
h obli
ze« formuªy okre±laj¡
e ma
ierze 
harakterysty
zne. Ma
ierze(4.134), (4.135) i (4.136) maj¡ wymiar N × 2N (N � 
aªkowita li
zba stopniswobody). Wi¡»¡ one 
hwile ti i ti+1.Je±li funk
je rze
zywistego rozkªadu pr�dko±
i s¡ liniowe to w przybli-»eniu odpowiada to omówionej w
ze±niej pro
edurze przy α=0,5. Zwi¡zkiidenty
zne uzyska si� przy maªy
h deforma
ja
h, kiedy xi = xi+1. Przydu»y
h deforma
ja
h geometri� przyjmuje si� w ±rodku 
i�»ko±
i elementu,a wi�
 przy odksztaª
enia
h dodatni
h powy»ej α=0,5, a przy ujemny
h �poni»ej α=0,5.
4.5.4. Inne funkcje prędkości wirtualnychSposób post�powania jest identy
zny jak w przypadku funk
ji wirtualnejprzyj�tej wedªug wzoru (4.100). Rozpatrzymy i zbadamy wªasno±
i innego
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ji wirtualny
h. Dokªadno±¢ i stabilno±¢ rozwi¡zania zale»y odksztaªtu funk
ji. W dalszej 
z�±
i podamy ma
ierze sztywno±
i i bezwªad-no±
i elementu pr�ta, otrzymane przy ró»ny
h funk
ja
h wirtualny
h. Osza-
ujemy te» bª¡d metody dyskretnej [31℄.
Równowaga globalna (funkcja kapeluszowa)Postulujemy równowag� globaln¡ w przedziale [0, h]. Przyjmujemy funk
j�o staªej warto±
i (np. równej 1) w rozpatrywanym przedziale (rys. 4.29a)

v∗(x, t) = (1 − x

b
) v3 +

x

b
v4 . (4.138)Wynikowe ma
ierze sztywno±
i i bezwªadno±
i maj¡ posta¢
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v*

Rysunek 4.29: Funk
je wirtualne: a - kapeluszowa, b - trójk¡tna, 
 - daszkowa.
K =

EAh

b

[
1
3 −1

3

−1
3

1
3

∣∣∣∣∣
1
6 −1

6

−1
6

1
6

]
, (4.139)

M =
ρAb

h

[
−1

3 −1
6

−1
6 −1

3

∣∣∣∣∣
1
3

1
6

1
6

1
3

]
. (4.140)Przemiesz
zenia w 
hwili nast�pnej wyzna
zamy na podstawie ±redniej pr�d-ko±
i qi+1 = qi+h(vi+vi+1)/2. Jest to wyra»enie (4.104) przy 1/2 ≤ β ≤ 1.

Funkcja trójkątnaW przedziale [0, h] przyjmujemy rozkªad funk
ji wirtualnej w 
zasie w ksztaª-
ie trójk¡ta (rys. 4.29b)
v∗(x, t) = (1 − x

b
)
t

h
v3 +

x

b

t

h
v4 . (4.141)
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hMa
ierze sztywno±
i i bezwªadno±
i maj¡ w tym przypadku posta¢
K =

EAh

b

[
5
24 − 5

24

− 5
24

5
24

∣∣∣∣∣

1
8 −1

8

−1
8

1
8

]
, (4.142)

M =
ρAb

h

[
−1

6 − 1
12

− 1
12 −1

6

∣∣∣∣∣
1
6

1
12

1
12

1
6

]
. (4.143)Z warunku stabilno±
i otrzymujemy parametr 2/3 ≤ β ≤ 1.

Funkcja daszkowaW tym przypadku przyjmujemy rozkªad funk
ji wirtualnej w 
zasie w ksztaª-
ie trójk¡ta jak na rys. 4.29
)
v∗(x, t) =

{
(1 − x

b )2t
h v3 + x

b
2t
h v4, przy 0 ≤ t ≤ t/2 ,

(1 − x
b )(−2t

h + 2) v3 + x
b (−2t

h + 2) v4 przy t/2 < t ≤ h .(4.144)Ma
ierze sztywno±
i i bezwªadno±
i maj¡ w tym przypadku posta¢
K =

EAh

b

[
17
96 −17

96

−17
96

17
96

∣∣∣∣∣
7
96 − 7

96

− 7
96

7
96

]
, (4.145)

M =
ρAb

h

[
−1

6 − 1
12

− 1
12 −1

6

∣∣∣∣∣
1
6

1
12

1
12

1
6

]
. (4.146)Z warunku stabilno±
i otrzymujemy parametr 3/4 ≤ β ≤ 1.

Równowaga punktowaRozkªad pr�dko±
i wirtualnej w posta
i funk
ji Dira
a opisano w rozdz. 4.5.1.Przeanalizujemy pro
es opisany równaniem (4.106). Rozwini�
ie pr�dko±
ii przemiesz
zenia w szereg Taylora przedstawiamy poni»ej
vi+1 =

(
1 − αω2h2 +

1

2
α3ω4h4 + O(h6)

)
vi +

+

(
−ω2h+

1

2
α2ω4h3 + O(h5)

)
ui , (4.147)

ui+1 =
(
h− ω2h3α(1 − α) + O(h5)

)
vi +

+

(
1 − ω2h2(1 − α) +

1

2
ω4h4α2(1 − α) + O(h6)

)
ui .
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iowy metody 107Parametr ω2 = k/m jest kwadratem 
z�sto±
i wªasnej. Pami�taj¡
 o rozwi-ni�
ia
h funk
ji trygonometry
zny
h mo»emy osza
owa¢ bª¡d metody. W tym
elu nale»y nale»y rozpatrze¢ dwa przypadki: v(0) = 0, u(0) = 1 oraz
v(0) = 1, u(0) = 0 i przyrówna¢ wyniki (4.147) do rozwini�¢ rozwi¡za«±
isªy
h. Otrzymamy wów
zas bª¡d pr�dko±
i ǫv

ǫv11 = ω2h2

(
α− 1

2

)
+ ω4h4

(
1

24
− α3

2

)
+ O(h6) , (4.148)

ǫv12 = ω4h3

(
1

6
− α2

2

)
+ O(h5) , (4.149)oraz bª¡d przemiesz
ze« ǫu

ǫu21 = ω2h3

(
α(1 − α) − 1

6

)
+ O(h5) , (4.150)

ǫu22 = ω2h2

(
1

2
− α

)
+ ω4h4

(
1

24
− α2

2
(1 − α)

)
+ O(h6) . (4.151)Dolne indeksy ozna
zaj¡ element ma
ierzy przej±
ia (4.106). Widzimy, »eprzy α = 1/2 znikaj¡ 
zªony drugiego stopnia. Bª¡d wynosi w tym przy-padku 1/12 h3 + O(h4).Podobn¡ analiz� bª�du mo»na przeprowadzi¢ równie» w przypadku w
ze-±niej pokazany
h funk
ji wirtualny
h pr�dko±
i. Osza
owanie pozostawiamy
zytelnikowi.Wyniki przykªadowy
h obli
ze« przedstawia rys. 4.30. Struna ob
i¡»onajest siª¡ poruszaj¡
¡ si� ze staª¡ pr�dko±
i¡. Sporz¡dzono wykresy w prze-dziale od 0,1 c do 1,0 c, 
o 0,1 c warto±
i pr�dko±
i fali c. Przedstawiono prze-miesz
zenie pionowe punktu pod siª¡ oraz przemiesz
zenie pionowe ±rodkastruny.

4.5.5. Przykłady obliczeniowe

Deformacja lepkoplastycznaPrzyj�
ie lepkoplasty
znego modelu 
iaªa prowadzi do zna
zny
h uprosz-
ze«. Jednorodny, izotropowy i nie±
i±liwy materiaª opisano wedªug prawaNortona-Ho�a [85℄.
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h
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zenia pod siª¡ (a) oraz w ±rodku struny (b).Dewiatorow¡ 
z�±¢ tensora napr�»e« Cau
hy'ego τ
′ przedstawia zale»no±¢

τ
′ =

Kε̇

(√
3D
)1−m , (4.152)gdzie:

ε̇ =
1

2
(gradv + gradTv) = Dv , (4.153)
D =

√
2

3
ε̇

T
ε̇ , (4.154)a K i m s¡ staªymi. Pra
a wirtualna w warstwie 
zasoprzestrzennej wy-ra»a si� 
aªk¡

∫ h

0

∫

V
(v∗)T ρ

∂v

∂t
dΩ +

∫ h

0

∫

V
(ε̇∗)T τ ′dΩ =

∫ h

0

∫

∂V
(v∗)T f d(∂V )dt .(4.155)Rozpatrzmy krótko drugi 
zªon, gdy» tylko on ró»ni si� od odpowiedniego
zªonu w równaniu (4.129). Interpola
ja pr�dko±
i wirtualny
h uwzgl�dnionaw (4.153) i rze
zywisty
h, uwzgl�dniona w (4.152) pozwala zapisa¢ ten 
zªonw posta
i nast�puj¡
ej:

∫

Ω
q̇T (DN∗)T

K

(
√

3D)1−m
DN dΩ · q̇ . (4.156)W efek
ie przeksztaª
e« ma
ierz odpowiadaj¡
a temu 
zªonowi a zwi¡zanaz energi¡ poten
jaln¡ b�dzie miaªa posta¢ nast�puj¡
¡:

K =

∫ h

0

∫

Vαh

(DNαh(x))T
E DN(x, αh)dV dt . (4.157)
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iowy metody 109Przy porównaniu powy»szego zwi¡zku z ma
ierz¡ sztywno±
i odpowiadaj¡
¡przypadkowi spr�»ystemu (4.134) dostrzegamy, »e druga w ilo
zynie funk
jaksztaªtu okre±lona jest w innej 
hwili oraz »e brak jest mno»nika αh. Inny jestte» obszar 
aªkowania. Ponadto ma
ierz E jest teraz zale»na od pr�dko±
iodksztaª
e«. Równanie ko«
owe ma wi�
 posta¢
(K + M + Z)q̇ = F . (4.158)Warunek nie±
i±liwo±
i div v = 0 (4.159)w
hodz¡
y w skªad funk
ji kary mo»na ªatwo rozwin¡¢ w odpowiedni¡ for-muª�. Czªon funk
ji kary ob
i¡»aj¡
y funk
jonaª ma posta¢:

1

2
λ div v∗ div v =

1

2
q̇T

∫

Ω
(DN∗)TΛDNdΩ · q̇ , (4.160)gdzie λ jest wspóª
zynnikiem funk
ji kary a ma
ierz Λ w zadaniu dwuwy-miarowym ma posta¢ nast¡puj¡
¡:

Λ = λ




1 1 0
1 1 0
0 0 0


 . (4.161)

Zgniatanie kwadratowej tarczy Wykonano obli
znia deformowanego kwadratupodpartego na dolnej kraw�dzi. Nadano mu pr�dko±¢ po
z¡tkow¡ v0. Przy-j�to materiaª lepkoplasty
zny o nast�puj¡
y
h dany
h: K=109 Ns/m2,m=0,1,
ρ=1,0 kg/m3, oraz v0=1 m/s. Obli
zenia wykonano przy ró»nym kroku 
za-sowym i przy ró»ny
h warto±
ia
h parametru α. Poªo»enie prawego górnegonaro»a w 
zasie przedstawia rys. 4.31. Krok 
zasowy h=0,1·10−6s jest dosta-te
znie maªy i wyniki mo»na uzna¢ za dokªadne. Przy du»ym kroku 
zaso-wym h=5·10−6s rozwi¡zanie przybli»a si� do dokªadnego (za takie przyj�totu rozwi¡zanie uzyskane przy maªym kroku 
zasowym i s
hema
ie niejaw-nym, z parametrem α =0,5) wraz z przyjmowaniem 
oraz mniejszej warto±
iparametru α (od 1,0 do 0,5), tj. przy obli
zenia
h wykonywany
h pro
edur¡niejawn¡.Nasuwa si� wniosek, potwierdzaj¡
y zreszt¡ opinie wyra»ane w wielupra
a
h, »e nie mo»na kategory
znie stwierdzi¢, która z pro
edur, jawna 
zyniejawna, jest skute
zniejsza. O ile pro
edura jawna zmierza do wynikuka»dego etapu jednokrokowo, to wymaga wi�kszej li
zby kroków o krótszymkroku 
zasowym h (h=1·10−6s, α =1). Pro
edura niejawna pozwala nazna
zne wydªu»enie kroku 
zasowego, ale wymaga itera
yjnego do
hodzeniado rozwi¡zania w ka»dym kroku (h=5·10−6s, α=0,5). Sumary
zny kosztobli
ze« jest w obu przypadka
h podobny.
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h

Rysunek 4.31: Pionowa wspóªrz�dna naro»nego w�zªa w 
zasie.
Przykład kucia Kolejne obli
zenia wykonano rozwijaj¡
 przykªad za
zerp-ni�ty z pra
y [44℄. �wiartka pªaskiego, o±miok¡tnego obszaru (rys. 4.32) ±
i-skana jest za staª¡ pr�dko±
i¡ v=0,1. Przyj�to materiaª lepkoplasty
zny we-dªug zwi¡zków podany
h w ww. pra
y. Staªe materiaªowe wynosz¡: m=0,1,
K=1, ρ=0,0. Obli
zenia prowadzono przy kroku ∆t=1. Na górnej po-wierz
hni uwzgl�dniono tar
ie propor
jonalne do pr�dko±
i sty
znej w�zªów
vt: T =−β|vt|m−1vt (β=0,05). Zdeformowan¡ siatk� elementów wraz z uogól-nionymi odksztaª
eniami uwido
zniono na rys. 4.33.

Rysunek 4.32: S
hemat obszaru poddanego ±
iskaniu.
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Rysunek 4.33: Zdeformowana siatka elementów oraz uogólnione odksztaª
eniarejestrowane 
o 10 kroków obli
zeniowy
h, przy t=0, 10, 20, 30.
Zderzenie walca Kolejny przykªad doty
zy wal
a o wysoko±
i H=3,24 
m,promieniu R=0,32 
m, g�sto±¢ materiaªu ρ=8,93 g/
m3. Materiaª lepko-plasty
zny o parametra
h: m=0,1, K=0,005. Wale
 uderza z pr�dko±
i¡
v=0,0227 
m/µs w sztywny fundament. Przyj�to idealny po±lizg w miej-s
u kontaktu z podpor¡. Obli
zenia wykonano przy α=0,5 i kroku 
zaso-
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hwym h=1,0 µs. Rys. 4.34 prezentuje zdeformowan¡ siatk� elementów orazuogólnione odksztaª
enia po 80 µs. Maksymalne odksztaª
enie zarejestro-

Rysunek 4.34: Siatka elementów oraz uogólnione odksztaª
enia po 80 µs.wane w 
hwili t=80 µs wynosi 3,04, ko«
owa wysoko±¢ 2,014 
m, ko«
owypromie« 0,707 
m. Mo»na porówna¢ otrzymane rezultaty z innymi publi-kowanymi wynikami, doty
z¡
ymi tego samego zadania. Autorzy opisuj¡ wswoi
h pra
a
h inny materiaª (np. spr�»ysto-plasty
zny ze wzmo
nieniem)oraz ró»norodne te
hniki obli
zeniowe, 
o powoduje, »e porównanie nie jestjednozna
zne. Otrzymuj¡ oni, z do±¢ du»ym rozrzutem, warto±
i zebranew tabli
y 4.2 [55, 72℄. Mimo ró»ny
h modeli reologi
zny
h zbie»no±¢ wyni-ków m.e.
z. z warto±
iami uzyskanymi przez inny
h autorów jest dostate
z-nie dobra.
Zgniatanie cylindra Innym przykªadem jest osiowo�symetry
zny 
ylinder ±
i-skany ze staª¡ pr�dko±
i¡ v=180 km/h. Siatka podziaªu zawiera 1250 ele-
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a 4.2: Porównanie wyników testu zderzenia wal
a.program ko«
owa ko«
owy maks.dª. [
m℄ promie« [
m℄ odkszt.wg [72℄ 2�wym. 0,711 2,147 3,09wg [72℄ 3�wym. 0,711 2,147 3,09DYNA2Da 0,707 2,143�2,152 2,54�3,21DYNA3D 0,703 2,147 2,96MARC 0,702 2,166 3,24b3,00
NIKE2Da 0,707 2,147 2,970,712 2,076 3,034-w�zªowe 
zworok¡ty [161℄d 0,710 2,1473-w�zªowe trójk¡ty [161℄e 0,710 2,1474-w�zªowe 
zworok¡ty [161℄e 0,707 2,1474-w�zªowe 
zworo±
iany [161℄e 0,714 2,164 3,03m. e. 
z. 0,707 2,014 3,04aRo»ni autorzy podaj¡ ró»ne dane, zale»ne od przyj�ty
h parametrów obli
zeniowy
h.b±rednia warto±¢ w elemen
ie.
Warto±¢ w�zªowa, ekstrapolowana z punktów Gaussa.dsformuªowanie standardowe mieszaneesformuªowanie mieszane stabilizowanementów 
zworok¡tny
h. S
hemat zadania przedstawia rysunek 4.35. Ry-sunek 4.36 przedstawia kolejne fazy deforma
ji 
ylindra zako«
zona znisz-
zeniem strefy podpar
ia. Rysunek 4.37 pokazuje pierwsz¡, trze
i¡ i pi¡t¡faz� zgniatania w aksonometrii. W 
elu porównania jako±
iowego przed-stawi¢ mo»na wynik eksperymentu. Zgniatano 
ylinder ze stopu glinowo-magnezowego AlMgSi05, o wysoko±
i H=100 mm i masie m=40 g. Zgniotudokonano przez uderzenie spadaj¡
¡ z wysoko±
i 5 m mas¡ 19 kg. Rys. 4.38przedstawia wynik eksperymentu.
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h

Rysunek 4.35: S
hemat ±
iskania lepkoplasty
znego 
ylindra.
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Rysunek 4.36: Kolejne fazy deforma
ji 
ylindra.
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Rysunek 4.37: Rysunki aksonometry
zne deforma
ji 
ylindra.

Rysunek 4.38: Wynik eksperymentu dynami
znego zgniatania 
ylindra.
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4.6. Metoda elementów czasoprzestrzennycha innemetody ob-

liczeniowe

4.6.1. Zbieżność metodyBª¡d metody sza
uje si� jako ró»ni
� mi�dzy rozwi¡zaniem dokªadnym a przy-bli»onym. �
isªym rozwi¡zaniem równania (4.97) jest sinusoida x = Asinωt+
B
osωt, ze staªymi A i B wyzna
zanymi z warunków po
z¡tkowy
h. Wy-star
zy od rozwini�
ia rozwi¡zania dokªadnego w szereg Ma
laurina odj¡¢rozwi¡zanie (4.106), aby wyzna
zy¢ bª¡d kroku [0, h]. Najkorzystniejszym,z punktu widzenia zbie»no±
i, jest przypadek α = 1/2. Rozwi¡zanie przy-bli»one zbiega do rozwi¡zania ±
isªego z bª�dem propor
jonalnym do trze-
iej pot�gi kroku ∆t. W tabeli 4.3 dokonano podsumowania ró»ny
h wa-riantów metody. Kombina
ja liniowa wariantów okre±lony
h przy ró»ny
hTabli
a 4.3: Stopie« zbie»no±
i metod.metoda stopie« bª�du wspóª
zynnikm.e.
z. α = 0 ∆t2 1

2m.e.
z. α = 1
4 ∆t2 1

4m.e.
z. α = 1
2 ∆t3 1

12m.e.
z. α =
√

2
2 ∆t2

√
2−1
2m.e.
z. α = 3

4 ∆t2 1
4m.e.
z. α = 1 ∆t2 1
2m.e.
z. v∗ = 1 (4.163) ∆t2 1
12Runge�Kutta 2 rz. ∆t3 1
6Runge�Kutta 4 rz. ∆t5 1

120

α pozwala poprawi¢ dokªadno±¢. Przyj�
ie funk
ji wirtualnej w posta
i∑
j wjδ(t/h−αj), gdzie αj s¡ wspóªrz�dnymi pików, a wj wielko±
i¡ (wag¡)
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hty
h pików, pr�dko±¢ vi+1 wyzna
za si� formuª¡
vi+1 =

∑
j

(
1 − kh2

2m

[
1 − (1 − αj)

2
])

wj

∑
j

(
1 +

kh2α2
j

2m

)
wj

vi −
k
mh

∑
j

(
1 +

kh2α2
j

2m

)
wj

xi .(4.162)Je±li przyjmie si� α1=0, α2=1/2, α3=1, wów
zas otrzyma si� odpowied-nie wspóª
zynniki wj : w1=1/6, w2 = 2/3, w3=1/6. Rozwi¡zanie ma bª¡d
O(h4) (dokªadnie h4/12 + O(h5)). Dobieraj¡
 poªo»enie kolejny
h pikówmo»na wyzerowa¢ kolejne 
zªony opisuj¡
e bª¡d lokalny rozwi¡zania. W tensposób mo»emy skonstruowa¢ ukªad równa« algebrai
zny
h, w którym nie-wiadomymi b�d¡ udziaªy posz
zególny
h pików Dira
a w ko«
owej funk
jiwirtualnej pr�dko±
i. Odr�bnym problemem jest dobór poªo»enia αi funk
jitypu δ(t−αih). Mo»na to zrobi¢ optymalnie, redukuj¡
 bª¡d i wymagaj¡
 za-razem speªnienia okre±lonego kryterium przez wynikowe wspóª
zynniki (np.aby byªy one jednakowego znaku). Zagadnieniem tym nie b�dziemy si� tutajdalej zajmowa¢.W podobny sposób jak w p. 4.5.1 mo»na wyprowadzi¢ 
aª¡ rodzin� s
he-matów obli
zeniowy
h, ró»ni¡
y
h si� ksztaªtem funk
ji wirtualnej przyj�tejprzy wyprowadzeniu, a tym samym ró»ni¡
y
h si� miejs
em, w którym usta-lana jest równowaga. Na uwag� zasªuguje jesz
ze s
hemat uzyskany przyglobalnej równowadze, gdy funk
ja wirtualna pr�dko±
i jest równa jedno±
iw 
aªym przedziale 
zasowym h, poza kra«
ami przedziaªu, gdzie warto±
is¡ równe zeru. Formuªa wynikowa przedstawia si� nast�puj¡
o:
vi+1 =

1 − k
m

h2

3

1 + k
m

h2

6

vi −
k
mh

1 + k
m

h2

6

xi, xi+1 = xi +
1

2
h(vi + vi+1) . (4.163)S
hemat (4.163) ma bª¡d lokalny O(h3) (dokªadnie h3/12) i jest warunkowostabilny. Warunek stabilno±
i narzu
a ograni
zenie ωh ≤ 2

√
3.Operator a1 formuªy ró»ni
owej yi+1 = a1yi + a2yi−1 dla wybrany
hmetod przedstawiono w tabli
y 4.4. Rysunek 4.39 ilustruje bª¡d fazowywybrany
h metod 
aªkowania równania ró»ni
zkowego ru
hu.Mo»na wykaza¢, »e przy α =

√
2β (β � parametr metody Newmarka)s
hemat (4.106) odpowiada metodzie Newmarka. Nale»y tu zazna
zy¢, »eidenty
zno±¢ metody Newmarka i metody elementów 
zasoprzestrzenny
hograni
za si� jedynie do przypadku z zerow¡ ma
ierz¡ tªumienia. W ogólnymprzypadku peªnej analogii nie udaªo si� dot¡d pokaza¢.
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a 4.4: Operatory ró»ny
h s
hematów ró»ni
owy
h 
aªkowania równaniaró»ni
zkowego.metoda operatorm. ró»ni
 
entralny
h 2 − κm. trapezów 2(4−κ)
4+κm. Newmarka: β=1/4, γ=1/2 2(4−κ)
4+κ

β=1/6, γ=1/2 4(3−κ)
6+κ

β=1/12, γ=1/2 2(12−5κ)
12+κ

β=0, γ=1/2 2 − κm.e.
z. � formuªa przemiesz
zeniowa: klasy
zna (η=0) 4(3−κ)
6+κ

η=5/4 2(4−κ)
4+κ

η=5/2 6−κ
3+κm.e.
z. � formuªa pr�dko±
iowa: α=0 2 − κ

α = 1/2 16−6κ
8+κ

α =
√

2/2 2(4−κ)
4+κ

α=1 4
2+κformuªa z v∗ = 1 (4.163) 4(3−κ)
6+κ

4.6.2. Błąd fazowyBª¡d fazowy s
hematu 
aªkowania wyra»onego w pr�dko±
ia
h okre±la iloraz
P =

T ′

T
=
ω

ω′ . (4.164)Równanie 
harakterysty
zne s
hematu opisanego przez (4.106) ma posta¢
λ2 − (T11 + T22)λ+ (T12T21 − T11T22) = 0 , (4.165)gdzie Tij s¡ elementami ma
ierzy przej±
ia (4.106). Rozwi¡zaniem (4.165)s¡ li
zby

λ1/2 =
α2κ+ 2 − κ± i

√
κ(2α2κ+ 4 − κ)

α2κ+ 2
, κ =

k

m
h2 . (4.166)
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M.R.C. � metoda ró»ni
 
entralny
hM.T. � metoda trapezówM.N. � metoda NewmarkaM.E.Cz. � metoda elementów 
zasoprzestrzenny
h, w sformuªowaniu trady-
yjnym oraz ze zmody�kowan¡ funk
j¡ wirtualn¡Rysunek 4.39: Bª¡d fazowy metody elementów 
zasoprzestrzenny
h w sformuªo-waniu pr�dko±
iowym, zale»nym od parametru α, na tle ró»ny
h metod 
aªkowaniarównania ró»ni
zkowego ru
hu.Poniewa» 
z�sto±¢ w s
hema
ie numery
znym okre±la si� przeztgω′h =
ℑ(λ)

ℜ(λ)
, ω′ =

1

h
ar
tgℑ(λ)

ℜ(λ)
, (4.167)wobe
 tego bª¡d fazowy wynosi

P =

√
κar
tg(√

κ(2α2κ+4−κ)

α2κ+2−κ

) , (4.168)a w grani
y
lim
κ→0

P = 0. (4.169)



4.6 Metoda elementów 
zasoprzestrzenny
h a inne metody obli
zeniowe 121Pytanie, który wariant metody, jawny 
zy niejawny, nale»y przyj¡¢ w da-ny
h obli
zenia
h jest nadal aktualne. Ni»ej podane podsumowanie 
z�-±
iowo 
harakteryzuje podstawowe 
e
hy obu ty
h grup.Metody niejawne
• Metody niejawne s¡ zwykle bezwarunkowo stabilne. Wielko±¢ kroku
zasowego uzale»niona jest tylko od wymaganej dokªadno±
i.
• Obli
zenia wymagaj¡ wi�kszej li
zby opera
ji arytmety
zny
h przypa-daj¡
y
h na jeden krok obli
zeniowy oraz wi�kszej pami�
i opera
yjnej.
• Kryteria dokªadno±
i wymagaj¡, by krok 
zasowy wynosiª ok. 1/100podstawowego okresu drga«.
• Algorytmy wymagaj¡ rozkªadu ma
ierzy na 
zynniki (faktoryza
ji).
• Metody niejawne s¡ dogodne w analizie zagadnie« iner
yjny
h.
• Metody niejawne zale
a si� stosowa¢ do ustrojów zginany
h, ze wzgl�duna du»¡ warto±¢ najwy»szy
h 
z�sto±
i drga« w porównaniu z okresempodstawowym.
• Efektywno±¢ tej grupy metod spada przy analizie ukªadów wielowy-miarowy
h.Metody jawne
• Warunki stabilno±
i ograni
zaj¡ krok 
zasowy metod jawny
h.
• Obli
zenia s¡ efektywne przy diagonalnej ma
ierzy mas. Konsystentnama
ierz mas poprawia dokªadno±¢ ustrojów zginany
h le
z zawy»a 
z�-sto±
i, pod
zas gdy ma
ierz diagonalna 
z�sto±
i zani»a. Ma
ierz dia-gonalna mody�kowana [82℄ (
aªkowita masa elementu rozªo»ona dia-gonalnie wedªug propor
ji diagonali ma
ierzy konsystentnej) 
harakte-ryzuje si� najkorzystniejszymi wªasno±
iami.

4.6.3. Zadania bezmasowePrzyjrzymy si� teraz rozwi¡zaniom zada« bezmasowy
h. Zastosujemy do i
hrozwi¡zania s
hemat obli
zeniowy metody elementów 
zasoprzestrzenny
h.Rozpatrujemy zadania staty
zne, 
ho¢ pro
es odksztaª
enia materiaªu wy-woªany jest kinematy
znie. W ten sposób mo»na uzyska¢ pogl¡dowe wyniki
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hpro
esu quasistaty
znego deforma
ji. Analizowa¢ mo»na pro
esy ksztaªto-wania materiaªów w forma
h, zgniatania podªu»ni
 samo
hodowy
h itp.Zbadajmy stabilno±¢ s
hematu obli
zeniowego pr�dko±
iowej metody ele-mentów 
zasoprzestrzenny
h (4.94) przy zerowej warto±
i wspóª
zynnikówbezwªadno±
i. Zajmiemy si� s
hematem obli
zeniowym uzyskanym przy wir-tualnej funk
ji pr�dko±
i w posta
i delty Dira
a. Przyjmuj¡
 mas� m = 0obli
zymy moduªy warto±
i wªasny
h ma
ierzy przej±
ia T w zadaniu o jed-nym stopniu swobody. Na rys. 4.40 pokazano zale»no±¢ obu warto±
i wªa-sny
h od warto±
i parametru α w przypadku zadania masowego i bezmaso-wego. W przypadku ukªadu iner
yjnego najwi�ksza 
o do moduªu warto±¢wªasna nie przekra
za 1 przy α ≥
√

2/2. W zadaniu beziner
yjnym mo-duªy obu warto±
i wªasny
h s¡ równe 1 jedynie przy α = 1. Jest to jedynyparametr pro
edury, przy którym rozwi¡zanie jest bezwarunkowo stabilnew przypadku m = 0. Przykªady obli
ze« wykonane przy zerowej ma
ierzy
-0.5
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Rysunek 4.40: Warto±
i wªasne ma
ierzy przej±
ia w zadaniu masowym i bezma-sowym.bezwªadno±
i przedstawiono w rozdziale 9.1.
4.7. Metoda elementów czasoprzestrzennych a metoda New-

markaPorównajmy metod� elementów 
zasoprzestrzenny
h w uj�
iu pr�dko±
io-wym do metody Newmarka. W tym 
elu sprowadzimy zapis metody New-marka do posta
i z ma
ierz¡ przej±
ia. Powi¡»emy wektor zªo»ony z pr�dko-±
i i przemiesz
zenia w 
hwili nast�pnej z takim samym wektorem w 
hwilipoprzedniej. Zajmiemy si� przypadkiem uprosz
zonym. Przyjmuj¡
 zerow¡waro±¢ funk
ji ob
i¡»e« oraz brak tªumienia rozpatrzymy drgania swobodne
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h a metoda Newmarka 123nietªumione. Wykorzystuj¡
 algorytm 4 po odpowiedni
h przeksztaª
enia
hmo»emy zapisa¢ ma
ierz przej±
ia
T =




1
2β(h2ω2β+1)

− 1
2β + 1 −hω2(h2ω2(4β−1)+4)

4(h2ω2β+1)

h
1+h2ω2β

1−h2ω2( 1

2
−β)

1+h2ω2β


 . (4.170)Je±li rozwinie si� wyrazy ma
ierzy (4.170) w szereg Taylora i podobnie po-st¡pi si� z ma
ierz¡ (4.106), to przy parametrze metody 
zasoprzestrzennej

α = 1/2 i parametrze metody Newmarka β = 1/2 otrzymujemy zgodno±¢obu ma
ierzy na poziomie bª�du O(h3)

∆T =




0 h3ω4

8

−h3ω2

4 0


 . (4.171)Jedynie w przypadku zastosowania wirtualnej funk
ji kapeluszowej oraz C =

0 mo»na ªatwo porówna¢ metod� Newmarka z metod¡ elementów 
zaso-przestrzenny
h. Otrzymujemy wów
zas ma
ierz przeniesienia metody 
zaso-przestrzennej w posta
i (4.163). Bez trudu spostrze»emy, »e obie ma
ierzes¡ sobie równe w przypadku β = 1/6 i γ = 1/2 w metodzie Newmarka.W zwi¡zku z tym, o ile nie uwzgl�dnimy tªumienia opisanego ma
ierz¡ C,otrzymujemy identy
zno±¢ obu metod.Identy
zne rozwa»ania mo»na przeprowadzi¢ w metodzie ró»ni
 
entral-ny
h i metodzie trapezów. S¡ one sz
zególnym przypadkiem grupy metodNewmarka.
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Rozdział 5
Elementy sympleksoweS
hematy rozwi¡zania metody elementów sko«
zony
h sprowadzaj¡ si� doukªadów równa« algebrai
zny
h. I
h rozwi¡zanie stanowi du»y udziaª w kosz-
ie 
aªego pro
esu obli
zeniowego. Li
zba opera
ji arytmety
zny
h zna
zniewzrasta w zadania
h nieliniowy
h, wymagaj¡
y
h wielokrotnego rozwi¡zy-wania ukªadu równa« w ka»dym kroku 
zasowym. Stosowane s¡ dwie grupymetod rozwi¡zywania ukªadów równa«: bezpo±rednie i itera
yjne. Pierw-sze prowadz¡ do rozwi¡zania przy jednokrotnym zaanga»owaniu ma
ierzywspóª
zynników. Stosowany jest tu b¡d¹ rozkªad ma
ierzy na ilo
zyn dwó
hma
ierzy trójk¡tny
h, b¡d¹ bezpo±rednia triangularyza
ja ma
ierzy. Wyzna-
zenie niewiadomy
h przy trójk¡tny
h posta
ia
h ma
ierzy jest naty
hmia-stowe. Wykorzysta¢ mo»na rozkªad klasy
zny LU Gaussa na ilo
zyn ma-
ierzy trójk¡tnej dolnej i górnej, metod� Cholesky'ego-Bana
hiewi
za UTUna ilo
zyn ma
ierzy trójk¡tnej i jej posta
i transponowanej, rozkªad Doolit-tle'a lub Crouta LU z jedynkami na diagonali ma
ierzy L lub U lub rozkªad
LDLT , z diagonaln¡ ma
ierz¡ D oraz ma
ierz¡ trójk¡tn¡ doln¡ L. Metodyte 
harakteryzuj¡ si� maªym kosztem obli
zeniowym. Rozkªad LDLT orazrozkªad Crouta i Doolittle'a wymagaj¡ n3/6 opera
ji mno»enia, a rozkªadGaussa � n3/3 dziaªa«. Koszt obli
zeniowy w ogólnym przypadku zale»y odszeroko±
i pasma ma
ierzy wspóª
zynników ukªadu równa«. Wad¡ grupy me-tod rozkªadu ma
ierzy jest konie
zno±¢ stosowania spe
jalny
h algorytmówzmniejszaj¡
y
h szeroko±¢ pasma ma
ierzy. W przypadku zada« pªaski
h,zdyskretyzowany
h siatk¡ o jednakowej li
zbie w�zªów w obu kierunka
h,koszt rozwi¡zania ukªadu jest propor
jonalny do 
zwartej pot�gi li
zby w�-zªów w jednym kierunku siatki. Z kolei w przypadku obszaru w ksztaª
iekostki trójwymiarowej, pokrytej równomiernie siatk¡ w trze
h kierunka
h,125



126 5 Elementy sympleksowekoszt ten wzrasta wraz z siódm¡ pot�g¡ li
zby w�zªów na jednej kraw�dzi.Efekty nieliniowe zadania i konie
zno±¢ itera
yjnego, spowolnionego przezwzrost li
zby w�zªów, do
hodzenia do równowagi siª, jesz
ze bardziej wy-dªu»a pro
es obli
zeniowy.Druga grupa, grupa metod itera
yjny
h (np. Ja
obiego, Gaussa�Jordana),rzadziej stosowana w prakty
e, pozwala na wª¡
zenie efektów nieliniowy
hzadania do pro
esu itera
yjnego rozwi¡zania ukªadu równa«. W ten spo-sób zbli»anie si� do rozwi¡zania odbywa si� na bazie równo
ze±nie uaktual-niany
h ma
ierzy elementów. Pro
es ten mo»na prowadzi¢ bez konie
zno±
iformowania ma
ierzy globalnej (lub nawet jej 
z�±
i). Jest to wów
zas pro
e-dura prowadzona �element po elemen
ie�. Mimo tej niew¡tpliwie korzystnej
e
hy, 
aªo±¢ obli
ze« jest bardzo kosztowna i nara»ona na kªopoty zwi¡zaneze zbie»no±
i¡ i stabilno±
i¡ pro
esu.Inn¡ grup� metod itera
yjny
h typu �element po elemen
ie� prezentuj¡np. pra
e [87, 118℄. Koszt obli
zeniowy jest jednak du»y i metody tegotypu za
zynaj¡ by¢ atrak
yjne dopiero przy odpowiednio du»y
h zadania
h.Niemniej jednak, jak wynika z analizy przedstawionej w pra
y [118℄, zbie»-no±¢ jest stosunkowo wolna i zale»y od uwarunkowania ma
ierzy (a wi�
 odszeroko±
i pasma ma
ierzy, ksztaªtu badanego obiektu i parametrów mate-riaªowy
h elementów). Stwierdzono du»¡ wra»liwo±¢ na efekty nieliniowe.Zwi�kszenie kroku 
zasowego w zadania
h nieliniowy
h radykalnie pogarszazbie»no±¢.Powy»sze niedogodno±
i, a sz
zególnie trudne do przewidzenia tempozbie»no±
i metod itera
yjny
h sprawiaj¡, »e 
h�tniej stosuje si� w prakty
emetody bezpo±rednie.Nowe mo»liwo±
i otwiera aproksyma
ja 
zasoprzestrzenna, przy zastoso-waniu podobszarów 
zasoprzestrzenny
h o ksztaªta
h sympleksów (rys. 5.1).Elementy te w rze
zywistej przestrzeni jednowymiarowej oraz w 
zasie przyj-muj¡ ksztaªt trójk¡tów. Elementami o takim ksztaª
ie mo»na modelowa¢pr�ty drgaj¡
e osiowo, pr�ty zginane lub struny. Dwuwymiarowe obiekty ta-kie jak tar
ze, pªyty i powªoki w przestrzeni dyskretyzujemy trójk¡tnymi ele-mentami, a w 
zasoprzestrzeni 
zworo±
ianami utworzonymi na bazie ty
h»etrójk¡tów. Bryªy trójwymiarowe w przestrzeni przekªadaj¡ si� na nad
zwo-ro±
ienne elementy sympleksowe w 
zasoprzestrzeni. Nad
zworo±
iany s¡tworami w przestrzeni n+1 wymiarowej i maja 5-i (i=1,...,4) w�zªów w 
hwili
ti oraz i w�zªów w 
hwili ti+1.
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Rysunek 5.1: Przykªady elementów o ksztaªta
h multipleksów i sympleksówobiektów jedno, dwu i trójwymiarowy
h.
5.1. Własności podziału czasoprzestrzeniWarstw� 
zasoprzestrzenn¡ ograni
zon¡ pªasz
zyznami ti i ti+1 mo»na wy-peªni¢ elementami sympleksowymi na wiele sposobów. Odpowiednie wypeª-nienie warstwy 
zasoprzestrzennej elementami sympleksowymi pozwala uzy-ska¢ trójk¡tn¡ ma
ierz wspóª
zynników ukªadu równa« bezpo±rednio przyformowaniu ma
ierzy globalnej (rys. 5.2). Przy wyty
zaniu podziaªu natrójk¡ty 
zasoprzestrzenne nale»y kierowa¢ si� zasad¡, »e kraw�dzie uko±neprowadzimy od punktu (xi,∆t) do punktu (xj , 0), je±li i<j. W ten sposóbotrzymujemy kraw�dzie uko±ne w 
zasoprzestrzeni. W prze
iwnym przy-padku, tj. i ≥ j, otrzymujemy kraw�dzie równolegªe do osi 
zasu. Podobniepost�pujemy w zadania
h o wy»szej wymiarowo±
i przestrzennej. Tok post�-powanie opisuje algorytm 9. Przykªad wypeªnienia obj�to±
i warstwy 
zaso-przestrzennej w zadaniu jednowymiarowym pokazano na rys. 5.3. W opisanysposób uzyskuje si� ma
ierz wspóª
zynników ukªadu równa« w posta
i ma-
ierzy trójk¡tnej dolnej.W identy
zny sposób tworzymy warstw� elementów 
zworo±
ienny
h w ob-szara
h dwuwymiarowy
h w przestrzeni. Obrazuje to rys. 5.3. Przy two-
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Rysunek 5.2: Zapeªnienie ma
ierzy globalnej w obszarze jednowymiarowym, przytrójk¡tnej siat
e elementów 
zasoprzestrzenny
h.

Rysunek 5.3: Wypeªnienie 
zasoprzestrzeni w obszarze dwuwymiarowym.
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zasoprzestrzeni 129Algorytm 9 Metoda podziaªu 
zasoprzestrzeni na elementy sympleksowe.1. Rozpatrujemy kolejne w�zªy siatki podziaªu przestrzennego (np. w�-zeª i).2. Numerujemy w�zªy elementów przestrzenny
h, stykaj¡
y
h si� z roz-patrywanym w�zªem:
• je»eli numer w�zªa elementu ota
zaj¡
ego w�zeª i jest wi�kszy od
i, to wspóªrz�dna 
zasowa w�zªa w 
zasoprzestrzeni jest równa 0,

• je»eli numer w�zªa elementu oto
zenia w�zªa i jest mniejszy od i,to wspóªrz�dna 
zasowa w�zªa w 
zasoprzestrzeni jest równa h,
• je»eli jest to w�zeª i, wów
zas powstaj¡ 2 w�zªy elementu 
zaso-przestrzennego o wspóªrz�dny
h 
zasowy
h 0 i h.rzeniu siatki 
zasoprzestrzennej i budowie ma
ierzy wspóª
zynników nale»ypost¡pi¢ prze
iwnie do algorytmu 9. Otrzymamy wów
zas trójk¡tn¡ górn¡ma
ierz wspóª
zynników. Mo»na rozszerzy¢ zasad� zapeªniania 
zasoprze-strzeni elementami sympleksowymi nast�puj¡
ym stwierdzeniem: ka»dy po-dziaª warstwy 
zasoprzestrzennej elementami sympleksowymi pozwala roz-wi¡za¢ wynikowy ukªad równa« w�zeª po w�¹le. Nale»y dokonywa¢ tego do-bieraj¡
 odpowiedni¡ kolejno±¢ w�zªów, wynikaj¡
¡ ze sposobu zapeªnieniawarstwy elementami. Jest to o
zywiste, gdy» zmiana kolejno±
i równa« i ko-lejno±
i zmienny
h w wektorze niewiadomy
h zawsze sprowadza taki ukªadrówna« do ukªadu o ma
ierzy trójk¡tnej (górnej lub dolnej).Rozwi¡zywanie ukªadu równa« o trójk¡tnej ma
ierzy wspóª
zynnikówjest efektywne, gdy» mo»na bezpo±rednio przyst¡pi¢ do jego rozwi¡zywaniarównanie po równaniu. Wªasno±
i¡ takiej pro
edury jest przepªyw informa
jiw danej 
hwili tylko w jednym kierunku: od równania pierwszego do ostat-niego (lub odwrotnie, je±li mamy do 
zynienia z ma
ierz¡ trójk¡tn¡ górn¡).W pro
esie krokowym przebiegaj¡
ym w 
zasie wyra»a si� to w ten sposób, »eprzepªyw informa
ji mi�dzy w�zªami siatki przestrzennej w jednym kierunkuma pr�dko±¢ ograni
zon¡, w drugim za± nieograni
zon¡ (rys. 5.4a). Próbynumery
zne wykazaªy, »e w fazie po
z¡tkowej pro
esu obli
zeniowego obser-wuje si� pewne ró»ni
e wyników. W dªu»szym okresie obserwa
ji ró»ni
ete s¡ zdominowane przez bª�dy wynikaj¡
e z samego modelu dyskretnego,wªasno±
i metody obli
zeniowej 
zy drga« paso»ytni
zy
h. Anizotropia 
za-soprzestrzenna wpªywa na wyniki zada« falowy
h (uderzenia, odbi
ia falitp.). Nie ma istotnego wpªywu na wyniki zada« dynamiki konstruk
ji. Zja-
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Rysunek 5.4: Ograni
zenie pr�dko±
i przepªywu informa
ji (a) oraz izotropowewªasno±
i 
zasoprzestrzeni (b).wisko anizotropii mo»na usun¡¢ wprowadzaj¡
 spe
jalny podziaª warstwy,bez uprzywilejowania jakiegokolwiek kierunku (rys. 5.4b).Drug¡ wªasno±
i¡ prakty
zn¡ elementów sympleksowy
h jest mo»liwo±¢rozseparowania ukªadu równa« pozwala na podziaª konstruk
ji na podob-szary i rozwi¡zywanie ukªadu równa« partiami. Caªa konstruk
ja, za wy-j¡tkiem miejs
 sklejenia podobszarów, mo»e by¢ modelowana elementamitypu �multipleks�, a wi�
 w sposób klasy
zny. Jedynie w miejs
a
h sklejeniaumiesz
za si� elementy typu �sympleks� (rys. 5.5).Rozwi¡zanie zadania prze-biega w dwó
h etapa
h: najpierw rozwi¡zujemy I podukªad równa«, a na-st�pnie wykorzystuj¡
 znane rozwi¡zanie w w�¹le na styku obu podobsza-rów � podukªad II. Dzi�ki temu obli
zenia mo»na prowadzi¢ na pro
esora
hrównolegªy
h. Rys. 5.6 pokazuje na przykªadzie najprostszej siatki elemen-tów, jak pro
es obli
zeniowy mo»e zosta¢ rozdzielony na 
ztery pro
esory.Obszar zaanga»owania ka»dego z ni
h na rysunku odpowiednio zakre±lono.Po
zynaj¡
 od w�zªa najbli»szego po
z¡tkowi ukªadu wspóªrz�dny
h mo»naposuwa¢ si� wraz z 
zasem, realizuj¡
 obli
zenia zazna
zony
h podukªadówelementów. Wi�ksza li
zba pro
esorów pozwala na jesz
ze wi�ksze przyspie-szenie 
yklu obli
zeniowego.Elementy wy»szego rz�du, z w�zªami po±rednimi zarówno wzdªu» osi xjak i t, równie» pozwalaj¡ na skonstruowanie ukªadu równa«, daj¡
ego si�rozwi¡za¢ �w�zªy po w�zªa
h�. Ozna
za to, »e mo»na wydzieli¢ grupy w�zªów(rys. 5.7), które w
hodz¡ do obli
ze« kolejno. W ten sposób uzyskuje si�wªasno±
i podobne jak przy elementa
h prosty
h, pierwszego rz�du, gdzie doobli
ze« pobiera si� w�zªy pojedyn
zo.Innego rodzaju podziaª 
zasoprzestrzeni proponuje si� w pra
a
h [105,143℄. W�zªy rozmiesz
zone s¡ na przemian w 
o drugiej 
hwili (rys. 5.8). Za-let¡ takiego podej±
ia jest wydªu»enie kroku 
aªkowania (
ho
ia» stabilno±¢
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Rysunek 5.5: Podziaª obszaru konstruk
ji na podobszary przy wykorzystaniuelementów sympleksowy
h.
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xRysunek 5.6: Obszary dziaªania posz
zególny
h pro
esorów w rozwi¡zaniu wie-lopro
esorowym.takiego s
hematu nie w peªni zostaªa zbadana), izotropia, a przede wszyst-kim rozseparowanie równa« ukªadu. Pozwala to ograni
zy¢ pewne pro
esyitera
yjne (np. przy nieliniowo±
ia
h materiaªowy
h) do posz
zególny
h w�-zªów, bez konie
zno±
i operowania 
aªymi ma
ierzami. Powa»n¡ wad¡ jesttrudno±¢ w prakty
znym stosowaniu takiego podziaªu. Sz
zególne kªopotypojawiaj¡ si� ju» przy wypeªnianiu nawet nieskomplikowany
h obszarów pªa-ski
h. Przy brzega
h i w naro»a
h obszaru trzeba budowa¢ trójwymiaroweobiekty o nietypowym ksztaª
ie, ró»ni¡
e si� od 
aªej reszty siatki. Nakªadpra
y w fazie programowania jest jednak tak du»y, »e mo»e zwró
i¢ si� je-dynie przy wielokrotnie wykonywany
h obli
zenia
h konstruk
ji o siatka
hogromny
h rozmiarów.
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Rysunek 5.7: Budowa i rozwi¡zywanie ukªadu równa« w przypadku elementów
zasoprzestrzenny
h wy»szego rz�du.

Rysunek 5.8: Naprzemianlegªe rozmiesz
zenie w�zªów elementów.
5.2. Efektywność numerycznaEfektywno±¢ numery
zna jest jedn¡ z podstawowy
h 
e
h, któr¡ nale»y si�kierowa¢ przy rozwi¡zywaniu zada« nieliniowy
h. Znalezienie rozwi¡zaniaw jednym kroku obli
zeniowym skªada si� z dwó
h etapów: budowy globalnejma
ierzy wspóª
zynników, po uprzedniej mody�ka
ji geometrii i wªasno±
i
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h, oraz rozwi¡zania ukªadu równa« algebrai
zny
h. Na kosztobli
zeniowy pro
esu 
aªkowania równania ru
hu istotny wpªyw ma posta¢ma
ierzy bezwªadno±
i oraz sposób uwzgl�dnienia tªumienia. Diagonalnama
ierz bezwªadno±
i oraz tªumienie numery
zne, opisane przez kombina
j�ma
ierzy sztywno±
i i bezwªadno±
i, pozwalaj¡ zna
znie skró
i¢ i upro±
i¢pro
es obli
zeniowy. U»y
ie jawny
h s
hematów 
aªkowania w 
zasie powo-duje rozprz�»enie równa« ukªadu ze wzgl�du na wektor niewiadomy
h. Jed-nak w niektóry
h przypadka
h wymaga si� uwzgl�dnienia konsystentny
hma
ierzy mas i tªumienia. W taki
h przypadka
h konie
zno±¢ rozwi¡zaniapeªnego ukªadu równa« podnosi istotnie koszt.Najprostsz¡ o
en¡ jako±
i algorytmu jest osza
owanie li
zby opera
jiarytmety
zny
h konie
zny
h do przeprowadzenia w jednym kroku obli
ze-niowym. Mo»na przyj¡¢, »e udziaª opera
ji mno»enia M w ogólnej li
zbieopera
ji arytmety
zny
h jest staªy. W metodzie elementów 
zasoprzestrzen-ny
h li
zba mno»e« potrzebny
h do rozwi¡zania utworzonego ukªadu równa«(bez fazy wyzna
zania wspóª
zynników tego ukªadu) zale»y od wielko±
i pa-mi�
i opera
yjnej u»ytej do gromadzenia wspóª
zynników. Wynosi ona
M = 2sN(c+ 1) , (5.1)je±li anga»uje si� 3,5 sN(c+ 1)+1,5 sN komórek pami�
i, oraz
M = 3sN(c+ 1) , (5.2)je±li anga»uje si� 1,5 sN(c+1)+1,5 sN komórek pami�
i. Przez komórk� pa-mi�
i rozumiemy tu por
j� pami�
i prze
howuj¡
¡ li
zb� rze
zywist¡. Przez

c ozna
zamy li
zb� w�zªów s¡siaduj¡
y
h z pojedyn
zym w�zªem siatki, Njest 
aªkowit¡ li
zb¡ stopni swobody, a s jest w�zªow¡ li
zb¡ stopni swobody.Porównanie peªnego kosztu obli
zeniowego jednego kroku metody ele-mentów 
zasoprzestrzenny
h i metody elementów sko«
zony
h poª¡
zonejz metod¡ ró»ni
 
entralny
h wymaga po
zynienia pewny
h zaªo»e«. W me-todzie elementów sko«
zony
h i ró»ni
 
entralny
h przyj�to:
• tworzenie ma
ierzy wspóª
zynników na ka»dym kroku obli
zeniowym,
• symetri� ma
ierzy elementów i ma
ierzy globalnej,
• regularny brzeg pasma ma
ierzy globalnej (uzupeªniony zerami),
• konsystentn¡ ma
ierz bezwªadno±
i,
• pomijalne tªumienie,
• optymaln¡ numera
j� w�zªów w 
elu zw�»enia szeroko±
i pasma ma
ie-rzy,
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Rysunek 5.9: Porównanie kosztu obli
zeniowego metody elementów sko«
zony
hi ró»ni
 
entralny
h z metod¡ elementów 
zasoprzestrzenny
h.
• wykonywanie mno»e« przez zera w obr�bie pasma,
• pªaskie zadanie spr�»ysto±
i jako zadanie modelowe przyj�te do osza-
owania.Porównanie kosztu obli
ze« przedstawiono na rys. 5.9. W 
elu porównaniaopisany
h wy»ej osza
owa« (5.1) i (5.2) mo»na przyto
zy¢ dane literatu-rowe [131℄. Metoda Newmarka wymaga M = Nb2/2n +N(4b + 3) opera
jimno»enia na 1 krok obli
zeniowy (n � li
zba kroków obli
zeniowy
h, b �szeroko±¢ póªpasma ma
ierzy). Z kolei metoda Trujillo [131, 171℄ przy prze-
howywaniu ma
ierzy w formie póªpasma wymaga M = N(4b+ 6) opera
ji,a przy prze
howywaniu ma
ierzy w formie blokowej M = 2sN(c+1)+10N .Zestawienie kosztu obli
zeniowego posz
zególny
h metod podano w tabli
y5.1. Nale»y zwró
i¢ uwag�, »e szeroko±¢ póªpasma ma
ierzy b jest zwyklepropor
jonalna do N1/2 w zadania
h pªaski
h i do N1/3 w zadania
h trójwy-miarowy
h. W porównaniu pomini�to 
aª¡ grup� metod wykorzystuj¡
y
hdiagonalne ma
ierze bezwªadno±
i i tªumienia. Daj¡ one rozseparowane rów-nania i koszt rozwi¡zania zada« jest wów
zas niski.

Wnioski

• Koszt obli
zeniowy m. e. 
z. ro±nie liniowo wraz z li
zb¡ w�zªów siatki.
• Li
zba opera
ji w m. e. 
z. nie zale»y od sposobu numera
ji w�zªów(topologii siatki).
• W metoda
h klasy
zny
h szeroko±¢ póªpasma b ro±nie wraz ze wzro-stem wielko±
i zadania. Li
zba opera
ji arytmety
zny
h przypada-
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zeniowym 135Tabli
a 5.1: Koszt obli
zeniowy posz
zególny
h metod numery
zny
h.metoda li
zba mno»e«m. Gaussa (symetria ma
ierzy) N3

6 + N2

4 + N
12m. Gaussa (symetria ma
ierzy, pasmowo±¢) 1

2b
2Nm. e. 
z. (wi�ksza pami�¢ opera
yjna) 2sN(c+ 1)m. e. 
z. (mniejsza pami�¢ opera
yjna) 3sN(c+ 1)m. Newmarka [131℄ 4bN + 3Nm. Trujillo (z póªpasmem) [131℄ 4bN + 6Nm. Trujillo (z zapisem blokowym) [131℄ 2bN + 10Nj¡
y
h na jeden krok obli
zeniowy jest wów
zas propor
jonalna do

bN ≈ N
3

2 .
• Osza
owania s¡ zgrubne i mog¡ zmienia¢ si� zna
znie w przypadkuró»ny
h konkretny
h zada«.

5.3. Elementy sympleksowe w opisie przemieszczeniowymW nast�pny
h rozdziaªa
h wyprowadzimy ma
ierze sztywno±
i, bezwªadno-±
i i tªumienia podstawowy
h sympleksowy
h 
zasoprzestrzenny
h elemen-tów sko«
zony
h. Zajmiemy si� element pr�ta lub struny, element belki ±red-niej grubo±
i, tar
zy, pªyty ±redniej grubo±
i oraz 
iaªa trójwymiarowego.Sposób budowania ma
ierzy jest prosty. Wykorzystujemy znan¡ z metodyelementów sko«
zony
h drog� post�powania. Jedyn¡ ró»ni
¡ jest uwzgl�d-nienie 
zasu jako dodatkowej wspóªrz�dnej ukªadu, w którym opisujemy ele-ment dyskretny.
5.3.1. Trójkątny element pręta drgającego osiowoStosujemy liniowy rozkªad przemiesz
ze« wewn¡trz elementu trójk¡tnego

u(x, t) = a1x+ a2t+ a3 , (5.3)gdzie a1, a2, a3 s¡ staªymi zale»nymi od geometrii elementu i od warto-±
i w�zªowy
h przemiesz
ze«. Ina
zej mo»na to zapisa¢ we wspóªrz�dny
h
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hniowy
h Li

u = L1u1 + L2u2 + L3u3 , (5.4)gdzie
Li =

1

2∆
det x t 1

xk tk 1
xl tl 1


 , (5.5)

i, k, l i j, m, n � permuta
je numerów wierz
hoªków trójk¡ta,
∆ � pole powierz
hni trójk¡ta.Funk
je ksztaªtu Ni(x, t) wyra»aj¡ si� prosto przez wspóªrz�dne Li

N = [L1, L2, L3] (5.6)Operator ró»ni
zkowy D = ∂/∂x jest jednoelementowy. Je±li po
z¡tek ukªaduwspóªrz�dny
h przyjmiemy w ±rodku 
i�»ko±
i trójk¡ta, to ma
ierze sztyw-no±
i K i bezwªadno±
i M elementu wyra»¡ si� nast�puj¡
o:
Kij =

EA

4∆
(tk − tl)(tm − tn) , (5.7)

Mij = −ρA
4∆

(xk − xl)(xm − xn) . (5.8)Tªumienie zewn�trzne Z ma posta¢
Zij =

ηz

4∆
(xktl − xltk)(xn − xm) , (5.9)a wewn�trzne, z uwagi na podwójne ró»ni
zkowanie (5.3) jest równe zero.

5.3.2. Element czasoprzestrzenny belki o średniej grubościW bel
e o ±redniej grubo±
i uwzgl�dniamy efekty ±
inania. Zarówno ugi�
ie
w jak i obrót θ wyra»aj¡ si� niezale»nymi funk
jami liniowymi

{
w
θ

}
=

{
a1x+ a2t+ a3

b1x+ b2t+ b3

}
. (5.10)Wspóª
zynniki ai i bi zale»¡ od geometrii elementu 
zasoprzestrzennego. Wewspóªrz�dny
h powierz
hniowy
h L1, L2, L3 mo»na zapisa¢ zale»no±¢ prze-miesz
ze« od warto±
i w�zªowy
h

{
w
θ

}
=

{
L1w1 + L2w2 + L3w3

L1θ1 + L2θ2 + L3θ3

}
, (5.11)
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Li =

1

2∆

∣∣∣∣∣∣

x t 1
xj tj 1
xk tk 1

∣∣∣∣∣∣
, (5.12)a ∆ jest polem powierz
hni elementu trójk¡tnego.Mo»na wyzna
zy¢ wspóª
zynniki ai

a1 =
1

2∆
(t23w1 + t31w2 + t12w3)

a2 =
1

2∆
(x32w1 + x13w2 + x21w3) (5.13)

a3 =
1

2∆
(x2t3w1 + x3t1w2 + x1t2w3) ,gdzie xij = xi − xj , tij = ti − tj. Wspóª
zynniki bi wyra»aj¡ si� podob-nie. Zawieraj¡ parametry obrotów θk zamiast przemiesz
ze« poprze
zny
h

wk. Wobe
 
aªkowitego rozprz�»enia ugi�¢ i obrotów tego ma
ierz funk
jiksztaªtu wyra»a si� jako ma
ierz diagonalna
Ni =

[
Li 0
0 Li

]
, i = 1, 2, 3 . (5.14)Odksztaª
enia ε okre±lane s¡ przez ±redni k¡t ±
inania β oraz krzywizn� κ

ε =

{
β
κ

}
=

{
∂w
∂x + θ

∂θ
∂x

}
. (5.15)Operator ró»ni
zkowy D zawiera po
hodne wzgl�dem zmiennej x i ma na-st�puj¡
¡ posta¢

Dx =

[
∂
∂x 1

0 ∂
∂x

]
. (5.16)Zwi¡zek konstytutywny okre±la ma
ierz spr�»ysto±
i E

σ =

{
Q
M

}
= Eε =

[
GA
K 0

0 EI

]
ε . (5.17)Kolejnym krokiem jest wyzna
zenie ilo
zynów, zgodnie z ogólnymi wzorami(4.15) ,(4.16) oraz (4.19) i (4.20), a nast�pnie obli
zenie 
aªek w obszarzetrójk¡ta. Je±li po
z¡tek ukªadu wspóªrz�dny
h przyjmiemy w ±rodku 
i�»-ko±
i trójk¡ta, to mo»emy wykorzysta¢ znane reguªy

∫

∆
dxdt = ∆,

∫

∆
xdxdt = 0,

∫

∆
x2 dxdt =

∆

12
Σx2

i ,

∫

∆
xt dxdt =

∆

12
Σxiti .(5.18)



138 5 Elementy sympleksoweWynikowa ma
ierz sztywno±
i 
zasoprzestrzennej skªada si� z 36 elementów,w klatka
h 2×2, przynale»ny
h do ka»dego z w�zªów. Jedn¡ z taki
h klatek
K∗

ij przedstawiamy poni»ej:
K∗

ij =




GA
4K∆tkltmn−

− ρA
4∆xklxmn+

+ ηz

4∆xmn(xktl − xjtk)

... GA
4K∆tkl(xmtn − xntm)+

+ ηz

4∆ tklxmn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

GA
4K∆ tmn(xktl − xltk)

... EI
4∆ tkltmn − ρI

4∆xklxmn+

+ηw+ηz

4∆ (xktl − xltk)xmn+

+ GA
4K∆

[
tkltmn

Σx2

12 + xklxnm
Σt2

12 +

+(tklxnm + xlktmn)Σxt
12

]
+

GA
4K∆(xktl − xltk)(xmtn − xntm)




.

(5.19)Przyj�to ozna
zenia: xij = xi − xj , tij = ti − tj , Σx2 = x2
1 + x2

2 + x2
3,

Σt2 = t21 + t22 + t23, Σxt = x1t1 + x2t2 + x3t3.Rys. 5.10 przedstawia amplitudy przemiesz
ze« swobodnego ko«
a belkiwspornikowej ob
i¡»onej siª¡ skupion¡ o rozkªadzie Heaviside'a, w odnie-sieniu do warto±
i wyzna
zonej anality
znie. Wraz ze wzrostem dªugo±
ielementów b w stosunku do wysoko±
i przekroju poprze
znego H spada do-kªadno±¢. Przy dªugo±
i elementu równej wysoko±
i przekroju poprze
znegobª¡d amplitudy si�ga 24%.
5.3.3. Czworościenny element czasoprzestrzenny tarczyElementy 
zworo±
ienne wypeªniaj¡ warstw� 
zasoprzestrzenn¡ konstruk
jidwuwymiarowej w sposób pokazany na rys. 5.3. W�zªy siatki mog¡ jednakwypeªnia¢ 
zasoprzestrze« z du»o wi�ksz¡ swobod¡. Wyzna
zymy ma
ierzeelementu 
zworo±
iennego tar
zy o w�zªa
h (xi, yy, ti). Wprawdzie mo»nawykorzysta¢ wªasno±
i 
aªek funk
ji liniowy
h i kwadratowy
h w obszarze
zworo±
iennym, jak to 
zyniono w przypadku trójk¡tów (rozdz. 5.3.2), tojednak wynik jest zªo»ony.Przyjmiemy liniowy rozkªad przemiesz
ze« u w elemen
ie

u(x, y, t) =

{
u
v

}
=

{
a1x+ a2y + a3t+ a4

b1x+ b2y + b3t+ b4

}
. (5.20)
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b/HRysunek 5.10: Dokªadno±¢ przemiesz
ze« swobodnego ko«
a belki w zale»no±
iod dªugo±
i przestrzennej elementów.W dalszy
h wyprowadzenia
h mo»emy post¡pi¢ jak w p. 5.3.1, dodaj¡
zmienn¡ przestrzenn¡ y. Funk
je interpoluj¡
e mo»emy wyrazi¢ wspóªrz�d-nymi obj�to±
iowymi Li(x, y, t), rozszerzaj¡
 i
h de�ni
j� przedstawion¡ w (5.5)o dodatkow¡ zmienn¡ y. Do 
aªkowania pod
aªkowy
h ilo
zynów mo»emywykorzysta¢ analogi
zne do (5.18) reguªy 
aªkowania
∫
V dxdydt = V,

∫

V
x dxdydt = 0, (5.21)

∫
V x

2 dxdydt = V
12Σx2

i ,

∫

V
xt dxdydt =

V

12
Σxiti . (5.22)Wynikowe wspóª
zynniki ma
ierzy mo»na w efek
ie tego poda¢ jawnie. Mimoto wpisywanie odpowiedni
h wyra»e« do programu komputerowego mo»e by¢»mudne. Z tego wzgl�du zaproponujemy tu inn¡ drog� post�powania.Ozna
zamy przez g wektor jednomianów

g = [x, y, t, 1] (5.23)oraz przez a i b wektory staªy
h wspóª
zynników ai, i bi, i=1,...,4. Mo»emyzapisa¢ przemiesz
zenia u nast�puj¡
o
f =

{
g a

g b

}
. (5.24)



140 5 Elementy sympleksoweUtworzymy ma
ierz G zawieraj¡
¡ warto±
i w�zªowy
h wektorów g

G =



g(x1, y1, t1)...
g(x4, y4, t4)


 . (5.25)Kolumny ma
ierzy odwrotnej G−1 ozna
zamy przez ri = [p1i, p2i, p3i, p4i]

T .Ma
ierz ksztaªtu N, zªo»ona z podma
ierzy Ni, przy takim zapisie ma posta¢
N = [N1,N2,N3,N4], , Ni = g ri

[
1 0
0 1

]
. (5.26)Operator ró»ni
zkowy Dx, wi¡»¡
y odksztaª
enia ε i przemiesz
zenia u za-le»no±
i¡ ε = Du, w przypadku dwuwymiarowego stanu napr�»enia lub od-ksztaª
enia ma posta¢

Dx =




∂
∂x 0

0 ∂
∂y

∂
∂y

∂
∂x


 , (5.27)a ma
ierz spr�»ysto±
i E w przypadku pªaskiego stanu napr�»enia

E =
E

1 − ν2




1 ν 0
ν 1 0
0 0 1−ν

2


 (5.28)Odpowiednia ma
ierz w zagadnieniu pªaskiego stanu odksztaª
enia ma po-dobn¡ posta¢

E =
E(1 − ν)

(1 + ν)(1 − 2ν)




1 ν
(1−ν) 0

ν
(1−ν) 1 0

0 0 1−2ν
2(1−ν)


 . (5.29)

E jest moduªem Younga, a ν - wspóª
zynnikiem Poissone'a. Przyjmuj¡
 po-
z¡tek ukªadu wspóªrz�dny
h w ±rodku 
i�»ko±
i 
zworo±
ianu mo»na ªatwoprzeprowadzi¢ 
aªkowanie ma
ierzy sztywno±
i, bezwªadno±
i i tªumienia.W efek
ie otrzymujemy ma
ierze sztywno±
i K, bezwªadno±
i M, tªumieniawewn�trznego W i tªumienia zewn�trznego Z. Poni»ej przedstawiamy pod-ma
ierze o wymiara
h 2×2 ty
h ma
ierzy. Po napisaniu i
h przy i, j = 1, ..., 4mo»na nimi wypeªni¢ ma
ierze elementów, maj¡
e wymiary 8×8:
Kij = V




E
1−ν2 p1ip1j + E

2(1+ν)p2ip2j
E

1−ν2 p1ip2j + E
2(1+ν)p2ip1j

E
1−ν2 p2ip1j + E

2(1+ν)p1ip2j
E

1−ν2 p2ip2j + E
2(1+ν)p1ip1j


 , (5.30)
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Mij = −ρV p3ip3j I , (5.31)

Wij = 0 , (5.32)
Zij = ηzV p4ip3j I . (5.33)

I ozna
za ma
ierz jednostkow¡, a 0 ma
ierz zerow¡, obie o wymiarze 2×2.
5.3.4. Czworościenny element płyty średniej grubości

Element o liniowych funkcjach kształtuPodobnie jak w przypadku belki (rozdz. 5.3.2), przyjmujemy liniowy rozkªadprzemiesz
ze« wewn¡trz elementu 
zworo±
iennego




w
θx

θy



 =





a1x+ a2y + a3t+ a4

b1x+ b2y + b3t+ b4
c1x+ c2y + c3t+ c4



 =



a1 . . . a4

b1 . . . b4
c1 . . . c4








x
y
t
1





=




a

b

c


g .(5.34)

g jest wektorem zawieraj¡
ym jednomiany g(x, y, t) = [x, y, t, 1], a wektory
a, b, c zawieraj¡ wspóª
zynniki w wielomiana
h opisuj¡
y
h rozkªad prze-miesz
ze« w elemen
ie.Ma
ierz odwrotn¡ do ma
ierzy w�zªowy
h warto±
i jednomianów w wierz-
hoªka
h 
zworo±
iennego elementu zapisujemy jako ma
ierz o kolumna
h ri,
i = 1, . . . , 4, a jej wspóª
zynniki ozna
zamy przez pij, i, j = 1, . . . , 4

G−1 =




gT (x1, y1, t1)...
gT (x4, y4, t4)




−1

= [r1, . . . , r4] =



p11 · · · p14... ... ...
p41 · · · p44


 . (5.35)Czasoprzestrzenna ma
ierz funk
ji ksztaªtu Ni b�dzie miaªa posta¢

Ni = gT (x, y, t) ri I3×3 . (5.36)Skªadowe tensora odksztaª
e« ε zawieraj¡ krzywizny κx, κy i κxy oraz ±redniek¡ty ±
inania βx i βy

ε =





κx

κy

κxy

βx

βy





=





∂θx

∂x

∂θy

∂y

∂θx

∂y +
∂θy

∂x

∂w
∂x + θx

∂w
∂y + θy





. (5.37)
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 tego operator ró»ni
zkowy wyst�puj¡
y w zwi¡zku odksztaª
e« i prze-miesz
ze« ε = Du b�dzie miaª posta¢ nast�puj¡
¡
D =




0 ∂
∂x 0

0 0 ∂
∂y

0 ∂
∂y

∂
∂x

∂
∂x 1 0

∂
∂y 0 1




. (5.38)
Ma
ierz spr�»ysto±
i ma znan¡ posta¢

E =




D νD 0 0 0

D 0 0 0
1−ν
2 D 0 0(sym.) H 0

H



, (5.39)

D =
h3

12

E

1 − ν
, H =

5

6
Gh ,gdzie h jest grubo±
i¡ pªyty, ν � wspóª
zynnikiem Poissone'a, E i G � mo-duªem spr�»ysto±
i podªu»nej i ±
inania.Wykonanie odpowiedni
h ró»ni
zkowa« i s
aªkowanie wynikowy
h ilo-
zynów ma
ierzowy
h w obszarze 
zworo±
ianu daje odpowiednie ma
ierzeelementu. Caªkowanie mo»na upro±
i¢, je±li po
z¡tek ukªadu wspóªrz�dny
humie±
i si� w ±rodku 
i�»ko±
i 
zworo±
ianu.Ma
ierz funk
ji ksztaªtu, po napisaniu (5.36), zapisujemy w posta
i

N = [N1, . . . ,N4], Ni = (p1ix+ p2iy + p3it+ p4i) I3×3 . (5.40)Odpowiednie komponenty pod
aªkowe w ma
ierza
h elementu zapiszemyz wykorzystaniem elementów pij odwrotno±
i ma
ierzy G−1 (5.35)
DNi =




0 p1i 0
0 0 p2i

0 p2i p1i

p1i gri 0
p2i 0 gri



, (5.41)

∂Ni

∂t
= p3i I3×3 , (5.42)
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∂

∂t
DNi =




0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 p3i 0
0 0 p3i



. (5.43)Wów
zas ko«
owa posta¢ ma
ierzy Kijkl, Mijkl Wijkl i Zijkl elementu 
za-soprzestrzennego pªyty ±redniej grubo±
i jest nast�puj¡
a:

K11
ij = (p1ip1j + p2ip2j)HV,

K12
ij = p1ip4jHV,

K13
ij = p2ip4jHV,

K21
ij = p4ip1jHV,

K22
ij = p1ip1jDV +

1 − ν

2
DV p2ip2j +HV p4ip4j +

+
HV

20

[
p1ip1j

∑
x2 + (p1ip2j + p2ip1j)

∑
xy + (p1ip3j + p3ip1j)

∑
xt+

+ (p2ip3j + p3ip2j)
∑

yt+ p2ip2j

∑
y2 + p3ip3j

∑
t2
]
,

K23
ij = (νp1ip2j +

1 − ν

2
p2ip1j)DV,

K31
ij = p4ip2jHV,

K32
ij = (νp2ip1j +

1 − ν

2
p1ip2j)DV,

K33
ij = p2ip2jDV +

1 − ν

2
DV p1ip1j +HV p4ip4j +

+
HV

20

[
p1ip1j

∑
x2 + (p1ip2j + p2ip1j)

∑
xy + (p1ip3j + p3ip1j)

∑
xt+

+ p2ip2j

∑
y2 + (p2ip3j + p3ip2j)

∑
yt+ p3ip3j

∑
t2
]
, (5.44)

Mij =




1
h2

12
h2

12


 ρV p3ip3j , (5.45)

Wij =




0 p1i p2i

0 p4i 0
0 0 p4i


 ηV p3j , (5.46)

Zij = p4ip3jηzV · I3×3 . (5.47)
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zynów wspóªrz�dny
h w�zªów 
zworo±
ianu ∑xy,..., ∑ yt orazsumy kwadratów ty
h wspóªrz�dny
h ∑ x2 itd. wyzna
zane s¡ w ukªadziewspóªrz�dny
h o po
z¡tku w ±rodku 
i�»ko±
i 
zworo±
ianu.
Przykład obliczeniowyWykonano obli
zenia pªyty wspornikowej ±redniej grubo±
i, ob
i¡»onej rów-nomiernie wzdªu» wolnego brzegu (rys. 5.11). Przyj�to ob
i¡»enie staªew 
zasie. Obli
zenia wykonano przy nast�puj¡
y
h dany
h bezwymiarowy
h:
l=5,08, b=2,54, E=1, ρ=1, ν=0,3, F=1. Poªo»enie równowagi porównanoz ugi�
iami staty
znymi otrzymanymi przez inny
h autorów. Wyniki zesta-wiono w tabli
y 5.2. Siatka zªo»ona z niewielu elementów sko«
zony
h dajeukªady przesztywnione. Cz�sto±
i drga« s¡ nie
o zawy»one a ugi�
ia zani-»one. Wynika to nie tylko z przesztywnienia, ale w pewnym stopniu rów-nie» z trudniejszego ob
i¡»enia w sposób 
i¡gªy brzegu w siat
e o niewieluw�zªa
h, kiedy to do wspóªpra
y w siat
e sympleksów w�zªy wª¡
zaj¡ si�stopniowo.

Rysunek 5.11: Pªyta wspornikowa w zadaniu testowym.Okazuje si�, »e dokªadno±¢ uzyskiwany
h w tym przypadku wyników za-le»na jest bardziej od modelu elementu sko«
zonego ni» od sposobu 
aªkowa-nia równania ró»ni
zkowego w 
zasie. Wyniki 
aªkowania metod¡ elementów
zasoprzestrzenny
h mo»na uzna¢ za dokªadne.
5.3.5. Nadczworościenny element ciała trójwymiarowegoElementy maj¡ ksztaªt nad
zworo±
ianu, o 5-i w�zªa
h w 
hwili ti i i w�zªa
hw 
hwili ti+1, i=1,..., 4. Konstruk
ja geometrii taki
h obiektów jest prosta.Ozna
zamy w�zªy o wspóªrz�dny
h xi, yi, zi, ti numerami 1, 2, 3, 4, a w�zªy
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a 5.2: Zestawienie wyników obli
ze« zada« testowy
h pªyty.siatka podziaªu li
zba w�zªów ugi�
ie w okres T Dw
QL2

ω√
D/ρtL4

2 × 1 6 318, 109, 0,564 4,84
4 × 2 15 537, 133, 0,953 3,97
8 × 4 45 720, 157, 1,277 3,37Inne warto±
i porównaw
ze∗ :� metoda Ritza 3,47� do±wiad
zenia 3,42� do±wiad
zenia Plunketta 3,50� elementy sko«
zone (analiza modalna)� 2 × 1 (4 elementy trójk¡tne) 3,39� 4 × 2 (16 elementów trójk¡tny
h) 3,44

∗O.C. Zienkiewi
z, Metoda elementów sko«
zony
h, Arkady, Warszawa 1972o identy
zny
h wspóªrz�dny
h przestrzenny
h i 
zasie ii+1 numerami 1', 2',3', i 4'. Kolejne nad
zworo±
iany rozpinamy na w�zªa
h (1, 2, 3, 4, 1'), (2,3, 4, 1', 2'), (3, 4, 1', 2', 3') i (4, 1', 2', 3', 4'). Wektor przemiesz
ze« punktumaterialnego w trójosiowym stanie odksztaª
enia ma posta¢
f =





y
v
w



 . (5.48)Odksztaª
enia okre±lane s¡ przez odpowiednie po
hodne

ε =





εx
εy
εz
γxy

γyz

γzx





=





∂u
∂x
γxy

γyz

γzx





. (5.49)
Posªuguj¡
 si� operatorem ró»ni
zkowym Dx mo»na to zapisa¢ jako

ε = Dxf , σ = Eε , (5.50)
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Dx =




∂
∂x 0 0

0 ∂
∂y 0

0 0 ∂
∂z

∂
∂y

∂
∂x 0

0 ∂
∂z

∂
∂y

∂
∂z 0 ∂

∂x



. (5.51)Przemiesz
zenia wewn¡trz elementu interpolowane s¡ funk
jami ksztaªtu Ni,

i=1,...,4:
f = Nq . (5.52)Ma
ierz funk
ji ksztaªtu N mo»na zapisa¢ wykorzystuj¡
 wspóªrz�dne obj�-to±
iowe Li

N = [N1,N2,N3,N4] , Ni =



Li 0 0
0 Li 0
0 0 Li


 = Li · I3 . (5.53)

Li = Hi/H jest wspóªrz�dn¡ obj�to±
iow¡, a Hi i H s¡ obj�to±
iami 
ztero-wymiarowy
h sympleksów
Hi(x, y, z, t) =

1

24

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x y z t
xj yj zj tj
xk yk zk tk
xl yl zl tl
xm ym zm tm

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, H =
1

24

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

xi yi zi ti
xj yj zj tj
xk yk zk tk
xl yl zl tl
xm ym zm tm

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.(5.54)Wska¹niki i, j, k, l s¡ numerami kolejny
h wierz
hoªków sympleksu. Obj�-to±¢ n-wymiarowego sympleksu Hn wyra»a si� wzorem
Hn =

1

n!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1
1 x2

1 . . . xn
1 1

x1
2 x2

2 . . . xn
2 1... ... ... ... ...

x1
n+1 x2

n+1 . . . xn
n+1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. (5.55)
xj

i ozna
za tu j-ta wspóªrz�dn¡ i-tego wierz
hoªka.Mo»na wykorzysta¢ sposób wyprowadzenia ma
ierzy podany w rozdz.5.3.3. Przyjmujemy w takim przypadku zapis przemiesz
ze« jako funk
je
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u = a1x+ a2y + a3z + a4t+ a5 ,

v = b1x+ b2y + b3z + b4t+ b5 , (5.56)
w = c1x+ c2y + c3z + c4t+ c5 .Ozna
zamy wektor g = [x, y, z, t, 1] i piszemy ma
ierz zªo»on¡ z wektorów go warto±
ia
h ustalony
h w w�zªa
h
G =




g(x1, y1, z1, t1)...
g(x5, y5, z5, t5)


 . (5.57)Przemiesz
zenia w�zªowe ue, ve i we zawieraj¡
e pogrupowane w�zªowe prze-miesz
zenia w odpowiedni
h kierunka
h x, y i z mo»na zapisa¢ nast�puj¡
o:

ue =





g1a

g2a...
g5a





, ve =





g1b

g2b...
g5b





, we =





g1c

g2c...
g5c





(5.58)lub
ue = Ga , ve = Gb , we = Gc . (5.59)Po odwró
eniu ma
ierzy G wyzna
zamy nieznane warto±
i staªy
h ai, bi, ci,

i=1,...,5 wyst�puj¡
y
h w zwi¡zka
h (5.56). Wów
zas
u(x, y, z, t) = gG−1ue , v(x, y, z, t) = gG−1ve , w(x, y, z, t) = gG−1we .(5.60)Zapis powy»szy mo»emy ujednoli
i¢ stosuj¡
 w nim zerojedynkowe ma
ierzeprzyporz¡dkowania Au, Av i Aw, przyporz¡dkowuj¡
e odpowiednie warto±
iw�zªowe wektorowi przemiesz
ze« w�zªowy
h q. Ma
ierze te powinny speª-nia¢ równo±
i: ue = Au q, ve = Av q i we = Aw q. W takim przypadkumo»emy przemiesz
zenia interpolowa¢ nast�puj¡
o:

f =





y
v
w



 =




gG−1Au

gG−1Av

gG−1Aw


 . (5.61)Je±li teraz ozna
zymy przez ri odpowiednie kolumny ma
ierzy G−1, a przez

pij odpowiednie wyrazy tej»e ma
ierzy odwrotnej, to funk
je ksztaªtu mo»nazapisa¢ nast�puj¡
o:
Ni(x, y, z, t) = g ri I3 , i = 1, . . . , 5 . (5.62)



148 5 Elementy sympleksoweTu równie» podkre±lamy, »e odpowiednie wymagane 
aªkowania mo»na upro-±
i¢ przyjmuj¡
 po
z¡tek ukªadu wspóªrz�dny
h w ±rodku 
i�»ko±
i nad
zwo-ro±
ianu.
5.4. Elementy trójkątne wyrażone w prędkościachSpróbujemy skonstruowa¢ model elementu trójk¡tnego pr�ta drgaj¡
ego osiowooraz zbada¢ jego wªasno±
i. Istotna przy tym b�dzie dokªadno±¢ amplitudyi okresu drga« swobodny
h oraz stabilno±¢ s
hematu obli
zeniowego z wy-korzystaniem taki
h elementów.Znane ju» równanie mo
y wirtualnej (4.111) zastosujemy do zbudowaniarównania rekuren
yjnego, wykorzystuj¡
ego elementy trójk¡tne. We¹my napo
z¡tek dwa uzupeªniaj¡
e si� trójk¡ty, przedstawione na rys. 5.12. Zasadapra
 wirtualny
h (4.112) pozwala napisa¢ równanie:

∫

Ω
(N∗)T ρA

∂v

∂t
dΩ +

∫

Ω

∂(N∗)T

∂x
EA

∂

∂x

[∫ t

t0

vdt]dΩ = 0 . (5.63)
N∗ jest ma
ierz¡ wirtualny
h funk
ji ksztaªtu, v jest pr�dko±
i¡ w punk
ie(x,t), Ω obszarem trójk¡ta A lub B, a E, ρ i A s¡ odpowiednio moduªemYounga, g�sto±
i¡ masy i polem przekroju poprze
znego pr�ta. W elemen
ieA pr�dko±¢ rze
zywist¡ opisuje formuªa

vA(x, y) = NA(x, t) v =

[
1 − t

h
,
x

b
,−x

b
+
t

h

]
v , (5.64)

Rysunek 5.12: Ukªad elementów trójk¡tny
h opisany
h pr�dko±
iami.
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je wirtualne w�zªów 3 i 4 maj¡ posta¢:
N∗

A(x, t) =

[
−x
b

+
t

h
,
x

b

]
. (5.65)Ma
ierz bezwªadno±
i wyzna
za si� wów
zas ze zwi¡zku:

MA =

∫ b

0

∫ h

hx
b

(NA)TρA
∂

∂t
NA dt dx = ρA

b

6

[
−1 0 1
−1 0 1

]
. (5.66)W elemen
ie B rze
zywiste funk
je ksztaªtu i wirtualna funk
ja ksztaªtuw�zªa 4 maj¡ posta¢:

NB =

[
1 − x

b
,
x

b
− t

h
,
t

h

]
, N∗

B =
t

h
. (5.67)Ma
ierz mas ma wi�
 posta¢

MB = ρA
b

6
[0,−1, 1] . (5.68)Ma
ierze sztywno±
i opisane drugim 
zªonem równania (5.63) maj¡ posta¢nast�puj¡
¡:

KA =

∫ b

0

∫ h

hx
b

∂(N∗
A)T

∂x
EA

∂

∂x

[∫ t

0
NAdt]dt dx = EA

h2

3b

[
0 −1 1
0 1 −1

]
,

KB = 0 . (5.69)Wektor siª po
z¡tkowy
h w elemen
ie A ma posta¢:
s = EA

∫ b

0

∫ h

hx
b

∂(N∗
A)T

∂x

∂u(t0)

∂x
dt dx = EAε0

h

2

[
−1

1

]
. (5.70)Mo»na posªu»y¢ si� przeksztaª
on¡ form¡ (5.63):

1

4∆
(xmtn − xntm)

∑

i

xkj vi +
tmn

2
ε0 −

1

4∆
tmnt0

∑

i

xjk vi = 0 , (5.71)gdzie ∆ jest polem powierz
hni trójk¡ta, tmn = tm − tn, xkj = xk − xj , a t0jest poªo»eniem w 
zasie w�zªa o najmniejszej wspóªrz�dnej ti, w ukªadzieo po
z¡tku w ±rodku 
i�»ko±
i trójk¡ta.Zsumowane ma
ierze ukªadu pozwalaj¡ napisa¢ równanie rekuren
yjnew nast�puj¡
ej posta
i:
(

1

6

[
−1 0 1 0
−1 −1 1 1

]
+
c2h2

3b2

[
0 0 1 −1
0 0 −1 1

])
v+

h

2b
c2ε0

[
−1

1

]
= 0 .(5.72)
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zymy prawy stopie« swobody, otrzymamy ukªad drgaj¡
y o jed-nym stopniu swobody, opisany ukªadem równa«:
{
vi+1 = (1−2κ2)vi+3εi

1+κ2 , κ = ch
b ,

εi+1 = εi − (2
3vi + 1

3vi+1)
h
b .

(5.73)Okres drga« os
ylatora modelowanego ukªadem (5.73) (przy jednostkowy
hwarto±
ia
h E, S, ρ, b) wynosi 3,628, wobe
 warto±
i ±
isªej 2π/√3 ≈ 3, 6276.Wyprowadzone zale»no±
i sprawdzono na przykªada
h. Zadaniem testo-wym byª pr�t drgaj¡
y osiowo, podzielony na 20 elementów przestrzenny
h.Przyj�to siatki typu a i b pokazane na rys. 5.13. W 
elu dokonania porów-nania zadanie rozwi¡zano z u»y
iem siatki elementów 
zworok¡tny
h, przyparametrze α = 1/2. We wszystki
h przypadka
h przyj�to krok 
zasowy
h = 0, 01. Przemiesz
zenia swobodnego ko«
a pr�ta w 
zasie, jako odpowie-dzi ukªadu, równie» przedstawiono na rys. 5.13. Porównuj¡
 wykresy mo»nastwierdzi¢ poprawne za
howanie si� przyj�tego ukªadu. Amplitudy odpo-wiadaj¡
e 
z�sto±
iom paso»ytni
zym s¡ niewielkie. Ró»ni
a w tym zakresieilustrowana na rys. 5.13a i 5.13b wynika ze sposobu wprowadzenia warunkupo
z¡tkowego. W przypadku a pr�dko±¢ po
z¡tkow¡ v0 = 1 nadano skraj-nemu w�zªowi, który nale»aª do jednego tylko trójk¡ta. W przypadku b w�zeªskrajny przy t = 0 ª¡
zyª dwa elementy trójk¡tne. Ostate
znie w tym kon-kretnym przypadku, przy zadanym sposobie ob
i¡»enia, siatka b nie
o lepiejmodeluje propaga
j� impulsów. Ma
ierze sztywno±
i w przypadku siatki zªo-»onej z 2 trójk¡tów (jak np. na rys. 5.12) mo»na te» wyprowadzi¢ w prostszysposób. Nale»y obli
zy¢ pra
� siª wewn�trzny
h na wirtualny
h przemiesz-
zenia
h, w obszarze 0 ≤ x ≤ b, 0 ≤ t ≤ h. Przykªadowo, w przypadkuukªadu z rys. 5.13a przyrost odksztaª
enia w przedziale [0, h], li
zonegow x = b/3, a wi�
 w ±rodku 
i�»ko±
i lewego trójk¡ta, wynosi:

∆ε =
2

3
h
v2 − v1

b
+

1

3
h
v4 − v3

b
(5.74)Ostate
znie otrzymujemy ma
ierz

EAh2

6b

[
2 −2

−2 2
1 −1

−1 1

]
. (5.75)Przemiesz
zenia na ko«
u przedziaªu [0, h] wyzna
zamy formuª¡ x1 = x0 +

hv0. Odpowied¹ ukªadu nie zale»y od tego, w którym miejs
u obli
zamyprzyrost odksztaª
enia oraz wzdªu» jak poªo»onego przedziaªu 
zasu o dªu-go±
i h dokonujemy 
aªkowania. Przykªadowe s
hematy wraz z odpowied-nimi ma
ierzami sztywno±
i uj�to w tabli
y 5.3. Pierwszy z przedstawio-
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Rysunek 5.13: Przemiesz
zenia w 
zasie swobodnego ko«
a pr�ta przy siatka
htrójk¡tny
h i 
zworok¡tnej (20 elementów przestrzenny
h).ny
h tam wariantów jest warunkowo stabilny. Pozostaªe s¡ bezwarunkowostabilne ze wzgl�du na krok 
zasowy. Przyjmuj¡
 ma
ierze bezwªadno±
i po-dane w (5.66) i (5.68), zsumowane w (5.72) oraz ma
ierz sztywno±
i wedªugpierwszego ukªadu z tab. 5.3, otrzymujemy trójk¡tne ma
ierze wspóª
zynni-ków (prawa podma
ierz, zwi¡zana z vi+1).Elementy trójk¡tne doskonale nadaj¡ si� do zag�sz
zania i rozrzedzaniasiatki w�zªów w 
zasie. Mo»na te» jedno
ze±nie mody�kowa¢ krok 
zasowy(rys. 5.14).
5.4.1. Ruch układu mas po strunieKlasy
zne dyskretne metody modelowania zada« dynami
zny
h, polegaj¡
ena 
aªkowaniu równania ró»ni
zkowego ru
hu, maj¡ wªasno±¢ przekazywaniainforma
ji mi�dzy w�zªami siatki dyskretnej z niesko«
zenie du»¡ pr�dko-±
i¡. Wªasno±¢ ta nie odbija si� na wynika
h, je±li rozpatruje si� zadaniadoty
z¡
e drga« ustalony
h lub przypadków, gdy 
zas obserwa
ji zjawiskajest dªugi w porównaniu z okresem drga«. Post�powanie matematy
zne po-lega na wst�pnej dyskretyza
ji przestrzennej obiektu jedn¡ ze znany
h me-tod dyskretny
h i sprowadzeniu problemu do ma
ierzowego równania ró»-
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a 5.3: Ma
ierze sztywno±
i w ró»ny
h s
hemata
h.s
hemat ma
ierz sztywno±
i
EAh2

6b

[
3 −3

−3 3
0 0
0 0

]

EAh2

6b

[
2 −2

−2 2
1 −1

−1 1

]

EAh2

6b

[
1 −1

−1 1
2 −2

−2 2

]

EAh2

6b

[
0 0
0 0

3 −3
−3 3

]

ni
zkowego ru
hu, a nast�pnie na zastosowaniu s
hematu jego 
aªkowania.Daje to krokowy pro
es obli
zeniowy o peªny
h (zwykle pasmowy
h i syme-try
zny
h) ma
ierza
h w uzyskiwany
h ostate
znie ukªada
h algebrai
zny
hrówna« liniowy
h. Ten ostatni fakt powoduje, »e jakiekolwiek zaburzeniew dowolnym punk
ie przestrzennym 
hwili ti wywoªuje zmian� wszystki
helementów wektora rozwi¡zania w 
hwili ti+1. Tak dziaªaj¡ popularne me-tody: ró»ni
 
entralny
h, Newmarka, Wilsona itp. Próby obserwa
ji zjawiskfalowy
h, w który
h istotne jest 
zoªo fali i zjawiska za
hodz¡
e w tej stre�e,s¡ wów
zas zwykle kªopotliwe. Fala �zy
zna w pro
esie symula
ji b�dziezawsze poprzedzana przez fal� zaburze« numery
zny
h.Druga trudno±¢ doty
zy odbi¢ fal od �zy
zny
h brzegów analizowanegonumery
znie obszaru, w przypadku kiedy analiza odnosi si� do obiektu �-zy
znego o niesko«
zony
h brzega
h. Konie
zno±¢ taka pojawia si� przy roz-
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t

xRysunek 5.14: Przykªad zag�sz
zania siatki w 
zasie i w przestrzeni przy zasto-sowaniu elementów trójk¡tny
h.patrywaniu przypadków ob
i¡»enia szybko poruszaj¡
ego si� po niesko«
zo-ny
h obszara
h (tor kolejowy, póªprzestrze« spr�»ysta). Stosowane niekiedyw 
elu unikni�
ia odbi¢ lepkie tªumiki wraz z niesko«
zonymi elementamidaj¡ poprawne rezultaty jedynie w przypadku sz
zególnie prosty
h zada«i kiedy daje si� przewidzie¢ ksztaªt odbijanej fali.W ty
h te» sz
zególny
h przypadka
h wygodna wydaje si� by¢ metodaelementów 
zasoprzestrzenny
h. Pozwala wykorzysta¢ wªasno±¢ sko«
zonejpr�dko±
i rozprzestrzeniania si� informa
ji mi�dzy w�zªami siatki dyskretnej.Trzeba zazna
zy¢, »e odnosi si� to do jednego uprzywilejowanego kierunku.W kierunku prze
iwnym pr�dko±¢ pozostaje niesko«
zona (rys. 3.11a). Sto-suj¡
 odpowiedni ksztaªt siatki 
zasoprzestrzennej mo»na uzyska¢ jednakow¡ograni
zon¡ pr�dko±¢ w obu kierunka
h (rys. 3.11b).Powy»sza 
e
ha daje si� wykorzysta¢ przy badaniu problemu state
zno±
iru
hu ukªadu pantografowego poruszaj¡
ego si� z du»¡ pr�dko±
i¡ wzdªu»struny. Poprzez sprz�»enie masowe amplitudy drga« w pewny
h zakresa
hpr�dko±
i mog¡ rosn¡¢ niesko«
zenie.State
zno±¢ ru
hu wzgl�dnego ukªadu mas spr�»y±
ie oparty
h na pod-ªo»u i ukªadu 
i¡gªego stanowi¡
ego to podªo»e poruszano w wielu pra
a
h.Rozpatrywano je zwykle w sposób anality
zny [36, 39℄. W takim przypadkuuwzgl�dnienie dodatkowy
h parametrów jak np. tªumienie albo przyj�
ie do-wolny
h warto±
i mas i sztywno±
i staje si� kªopotliwe. Pokazane poni»ej roz-wi¡zanie numery
zne, a
zkolwiek nie pozwala uzyska¢ rozwi¡za« zamkni�-
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-�

�v

b

k1 k2

m, I0
F Fρ,A

A BC DRysunek 5.15: S
hemat zadania.ty
h, uªatwia analiz� nawet skomplikowany
h ukªadów dyskretny
h, poru-szaj¡
y
h si� po o±rodku 
i¡gªym. Sz
zegóªowo omówiony zostanie ukªadpokazany na rys. 5.15. Identy
znie traktowa¢ mo»na przypadki bardziej zªo-»one, jak np. pokazane na rys. 5.16. Je±li wykorzysta si� elementy trójk¡tne

Rysunek 5.16: Ukªady zªo»one o wielu punkta
h kontaktu.i przyjmie uko±ne i
h boki zgodnie z kierunkiem ru
hu ob
i¡»enia, to obszarwpªywu zaburze« wywoªywany
h przez to ob
i¡»enie da si� ograni
zy¢ dostrefy poªo»onej w bezpo±rednim s¡siedztwie punktu przyªo»enia siªy (rys.5.17). Wyseparowanie odpowiedniego podukªadu elementów pozwala na po-wi¡zanie ukªadu odniesienia z poruszaj¡
ym si� ob
i¡»eniem. W ten sposóbdoprowadzi¢ mo»na ªatwo do zadania sta
jonarnego, o ile w ukªadzie �zy
z-nym sta
jonarno±¢ za
hodzi.
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Rysunek 5.17: Poruszaj¡
a si� siªa i ograni
zone zaanga»owanie w�zªów siatkiw rozwi¡zaniu.
Sformułowanie równowagi układuRozpatrujemy równanie ru
hu struny

F
∂2u

∂x2
= ρA

∂2u

∂t2
, x ∈ Ω = [0, l], t ∈ [0,∞). (5.76)Masa m o bezwªadno±
i obrotowej I0, z dwoma stopniami swobody qC i qD,porusza si� po strunie z pr�dko±
i¡ v. Jej ru
h wzgl�dem punktów kontaktu

C i D z podªo»em opisuje równanie



k1 0 −k1 0
0 k2 0 −k2

−k1 0 k1 0
0 −k2 0 k2








qA

qB

qC

qD





+
m

4




0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 1
0 0 1 1








q̈A

q̈B

q̈C

q̈D





+(5.77)
+
I0
b2




0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 −1
0 0 −1 1








q̈A

q̈B

q̈C

q̈D





=





0
0
0
0



lub w skró
ie

Kq + Mq̈ + Rq̈ = 0 . (5.78)Warunki kontaktu w punkta
h C i D maj¡ posta¢ nast�puj¡
¡:
u(l − vt, t) = qC(t), u(l − vt+ b, t) = qD(t) . (5.79)Waria
ja funk
ji przemiesz
ze« struny ozna
zona jest przez δû(x, t) a waria-
ja przemiesz
ze« dyskretnego ukªadu masowego przez δq̂. Równanie pra
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h ma wobe
 tego posta¢:
∫

Ω
δû

(
F
∂2u

∂x2
− ρA

∂2u

∂t2

) dΩ + δqT (Kq + Mq̈ + Rq̈) = 0 . (5.80)Równanie (5.80) jest 
aªkowane w przedziale 
zasowym [ta, tp]:
∫ tp

ta

∫

Ω
δû

(
F
∂2u

∂x2
− ρA

∂2u

∂t2

) dΩdt+

∫ tp

ta

δq̂T (Kq + Mq̈ + Rq̈) dt = 0 .(5.81)W ten sposób otrzymujemy bilans pra
y wirtualnej w przedziale 
zasu (
zaso�pra
�). Równanie (5.81) jest 
aªkowane przez 
z�±
i wzgl�dem x i t. Prze-miesz
zenia û i q̂ na kra«
a
h przedziaªu ta ≤ t ≤ tp przyjmowane s¡ jakoznane [10℄. Wobe
 tego
δû(x, ta) = 0, δû(x, tp) = 0 (5.82)i
δq̂(ta) = 0, δq̂(tp) = 0 . (5.83)

Macierze czasoprzestrzenne poruszającej się masyFunk
ja interpoluj¡
a przemiesz
zenia wirtualne mody�kowana jest przezdodanie wyrazu trze
iego stopnia [98℄
N̂ t

i =
1

2
(1 + τ τi) + ατi

(
τ3 − τ

)
, (5.84)gdzie α jest parametrem, który wpªywa na wªasno±
i rozwi¡zania numery
z-nego. Przy α ≥ 1, 25 otrzymujemy ma
ierze daj¡
e bezwarunkowo stabilnys
hemat 
aªkowania równania ru
hu. Wów
zas mo»na wyzna
zy¢ ma
ierzesztywno±
i i bezwªadno±
i

KM =

[ (
h
3 − α h

15

)
K

(
h
6 + α h

15

)
K(

h
6 + α h

15

)
K

(
h
3 − α h

15

)
K

] (5.85)
MM = −1

h

[
M −M

−M M

] (5.86)
RM = −1

h

[
R −R

−R R

]
. (5.87)Ostate
znie zsumowanie KS∗ = KM +MM +RM daje w wyniku 
zasoprze-strzenn¡ ma
ierz sztywno±
i masy.
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Czasoprzestrzenna dyskretyzacja strunyStosujemy liniow¡ interpola
j� przemiesz
ze« u w obszarze elementu trój-k¡tnego:

u(x, t) = ax+ bt+ c =

3∑

i=1

Niu(xi, ti) . (5.88)Mo»emy zapisa¢ elementy ma
ierzy wspóª
zynników w sposób jawny [24℄:
KS

ij =

∫

V

∂Ni

∂x
F
∂Nj

∂x
dV . (5.89)

MS
ij = −

∫

V

∂Ni

∂x
ρA

∂Nj

∂x
dV (5.90)lub wyzna
zy¢ je w sposób jawny, 
aªkuj¡
 w obszarze trójk¡tnym V . Osta-te
zna ma
ierz wspóª
zynników otrzymywana jest przez proste dodanieKS∗ =

KS + MS .
Separacja podukładu elementów czasoprzestrzennychW rozdziale 5.1 pokazano, »e wªasno±
i¡ trójk¡tnej siatki elementów 
za-soprzestrzenny
h jest ograni
zenie pr�dko±
i przekazywania informa
ji mi�-dzy w�zªami siatki. Pr�dko±¢ ta jest równa stosunkowi dªugo±
i elementu
zasoprzestrzennego do wielko±
i kroku 
zasowego. St¡d te» jakiekolwiekzaburzenie �zy
zne mo»e si� rozprzestrzenia¢ w kierunku uko±ny
h bokówtrójk¡tów tak»e z pr�dko±
i¡ ograni
zon¡. Fakt ten posªu»y do wydzieleniaz nieograni
zenie wielkiej siatki jedynie podukªadu w�zªów wraz z wpisanymiwe« elementami, do który
h ograni
za si� zasi�g zaburzenia (rys. 5.18). Przynast�puj¡
y
h dany
h: m = 1, I0 = 0, 001, E = 1, A = 1, ρ = 1, oraz przyprzy zwi�kszaj¡
ej si� li
zbie elementów w obr�bie punktów kontaktu uzy-skano obszary stabilno±
i pokazane na rys. 5.19. Wprowadzenie tªumienianiezna
znie tylko zmienia obraz (rys. 5.20).
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Rysunek 5.18: Podukªad elementów 
zasoprzestrzenny
h z wspóªdziaªaj¡
ymukªadem
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Rysunek 5.19: Obszary stabilno±
i przy zwi�kszaj¡
ej si� li
zbie elementów w ob-r�bie punktów kontaktu.
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Rysunek 5.20: Obszary stabilno±
i przy 6 elementa
h mi�dzy punktami kontaktu� przypadek bez tªumienia oraz z tªumieniem 0,2.
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5.5. Adaptacja siatki podziałuZanim przejdziemy do opisu metod pozwalaj¡
y
h na skute
zn¡ adapta
j�przestrzennej siatki podziaªu (dyskretyza
ji), spróbujemy zastanowi¢ si�, ja-kie 
zynniki skªaniaj¡ do ponoszenia tego dodatkowego trudu obli
zeniowego.Zadania dynamiki wskutek dyskretyza
ji pro
esu w 
zasie staj¡ si� w isto
ie
i¡giem wielu nast�puj¡
y
h po sobie zada« statyki. Wybór najkorzystniej-szy
h parametrów obli
ze« po
z¡tkowej fazy pro
esu staje si� nieaktualnyna dalszym etapie obli
ze«. Takie 
zynniki jak np. przemiesz
zaj¡
e si�ob
i¡»enie, rozwój stref plasty
zny
h, przemiesz
zaj¡
e si� strefy kontaktunakªadaj¡ konie
zno±¢ aktualizowania ty
h parametrów.Mo»na napotka¢ wiele pra
 na temat adapta
ji siatki dyskretyza
ji prze-strzennej. Gªównym 
elem, jaki stawiaj¡ sobie bada
ze, jest zmniejszeniebª�du dyskretyza
ji poprzez odpowiedni dobór wymiarów siatki w pewny
hstrefa
h. Pierwsza grupa pra
 to teorety
zne osza
owania bª�du dyskrety-za
ji w odniesieniu do znanego rozwi¡zania ±
isªego [9, 54℄. W prakty
e,gdy rozwi¡zanie ±
isªe nie jest znane, osza
owania trzeba dokona¢ na pod-stawie znanego 
harakteru rozwi¡zania danego równania ró»ni
zkowego. Do-konuje si� tego znaj¡
 jedynie rozwi¡zanie przybli»one [160, 184, 185, 186,188, 189℄. Mo»na poprawi¢ siatk� i ponownie przeanalizowa¢ rozwi¡zanie.W przypadku zada« statyki konstruk
ji te
hnika taka jest skute
zna, gdy»dodatkowy nakªad pra
y nie jest du»y. Nie
o ina
zej ma si� sytua
ja w przy-padku zada« typu paraboli
znego (transport 
iepªa itp.), z pierwsz¡ po-
hodn¡ wzgl�dem 
zasu [2, 3, 45, 46, 74, 125℄. S¡ to zadania przedstawiaj¡
eewolu
j� pro
esu w 
zasie. Je±li na danym etapie obli
ze« za
hodzi konie
z-no±¢ zmiany siatki, nale»y przenie±¢ do nowej ju» bazy wszystkie zmiennezadania. Jest to mo»liwe, poniewa» ze wzgl�du na wªasno±
i tej grupy pro-blemów, a konkretnie ze wzgl�du na du»¡ relaksa
j� rozwi¡zania, wszelkiezaburzenia wprowadzane zmian¡ siatki przenosz¡ si� do nast�pny
h krokówz malej¡
¡ amplitud¡. Tu mo»na wymieni¢ pra
e na temat tzw. ru
ho-my
h elementów sko«
zony
h [11, 33, 91, 181℄. W tej grupie zada« zwyklestosowane s¡ metody ró»ni
owe. W pra
y [142℄ 
zasowy krok obli
zeniowyskªada si� z dwó
h kroków obli
zeniowy
h: przesuni�
ia Lagrange'a (wyma-gaj¡
ego rozwi¡zania sztywnego równania ró»ni
zkowego), a nast�pnie etapuredystrybu
ji siatki. W�zªy nie zawsze przesuwaj¡ si� do rejonów o du»y
hgradienta
h rozwi¡zania i druga faza obli
ze« ma za zadanie usun¡¢ tenmankament. Pra
a [59℄ proponuje wygªadzanie ru
hu w�zªów zarówno w kie-runku x jak i t. Pierwsze zapobiega zbieganiu si� lub zbytniemu oddalaniuw�zªów. Drugie zapobiega zbyt szybkiej odpowiedzi punktów na gradientybie»¡
ego rozwi¡zania, gdy» geometria w�zªów dana jest w sposób niejawny.
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z�sto 
ytowany
h pra
a
h [128, 129℄ stosowana jest metoda elementówsko«
zony
h, a ru
h w�zªów regularyzowany jest funk
j¡ kary.Najtrudniej jest w przypadku zada« hiperboli
zny
h drugiego rz�du (drga-nia konstruk
ji). Próby nie
i¡gªej zmiany siatki podj�to w pra
a
h [86, 89℄.Nie uzyskano jednak skute
zny
h sposobów rozwi¡zywania prakty
zny
h za-da«. Jesz
ze inn¡ grup� stanowi¡ pra
e [94, 172, 182, 183℄. Wykorzystanow ni
h osza
owania bª�du a-posteriori, opra
owane w zadania
h statyki.W zagadnienia
h drga« konstruk
ji zaburzenia propaguj¡ si� ze staª¡amplitud¡. Jakakolwiek zmiana parametrów zadania (np. li
zby elemen-tów sko«
zony
h, i
h wielko±
i, rozmiesz
zenia w�zªów) powoduje, »e mamydo 
zynienia ju» ze zmienionym zadaniem �zy
znym. Zwykªa zmiana siatkijest w isto
ie przej±
iem w sposób nie
i¡gªy od jednego zadania do drugiego.Przeniesienie do nowego zadania przemiesz
ze«, pr�dko±
i 
zy przyspiesze«z zadania poprzedniego wprowadza uderzenie we wszystki
h w�zªa
h, któ-rym przypisano zmody�kowane (np. wyinterpolowane) warto±
i funk
ji za-dania poprzedniego. W prakty
e dalsze rozwi¡zanie za
zyna odbiega¢ nietylko warto±
iami li
zbowymi ale równie» jako±
iowo ró»ni si� od o
zekiwa-nego. Gdy pro
esy wolnozmienne zna
z¡
o dominuj¡ nad pro
esami falo-wymi, opisana sytua
ja wyst�puje w nie
o mniejszym zakresie i w krótkim
zasie obserwa
ji mo»e nie zosta¢ dostrze»ona (
o nie zna
zy, »e taka meto-dologia adapta
ji jest poprawna). Mimo to w niektóry
h pra
a
h doty
z¡-
y
h zastosowa« h-adapta
ji w dynami
e mo»na tak¡ te
hnik� napotka¢ (np.[172, 182, 183℄). rys. 5.21 pokazuje drgania pr�ta zamo
owanego w lewymko«
u, przy podziale na 5 i 10 elementów przestrzenny
h, oraz z h�adapta
j¡,polegaj¡
¡ na 
ykli
znej zamianie siatek 5 i 10 w�zªowej. Zamian dokony-wano 
o 20 kroków (e = 1, ρ = 1, L = 1, ∆t = 0, 05). Wymuszenie drga«nast�powaªo przez nadanie pr�dko±
i po
z¡tkowej skrajnemu swobodnemuw�zªowi. Obli
ze« dokonano 
aªkuj¡
 równanie ró»ni
zkowe metod¡ trape-zów. Interpolowano wykorzystywane w pro
edurze warto±
i przemiesz
ze«,pr�dko±
i i przyspiesze«. Jak wida¢ z rysunku, wynikowy wykres przemiesz-
ze« wygl¡da ra
zej poprawnie. Tªumienie, sztu
zne (numery
zne) lub �-zy
zne, wygªadza nie
o wykres i usuwa drgania paso»ytni
ze we wszystki
htrze
h przypadka
h. Pewne zastrze»enia mo»na mie¢ do zmniejszenia si�przemiesz
ze«. �
isªa warto±¢ powinna wynosi¢ ±1. W przypadku adapta
jidostrze
 mo»na stopniowe od
hodzenie od ty
h warto±
i.Jednak ju» mody�ka
ja siatki prowadzona w nie
o mniej regularny spo-sób daje wynik odbiegaj¡
y zna
znie od o
zekiwanego (rys. 5.22). W takimprzypadku 
aªa idea adapta
yjnej poprawy dokªadno±
i rozwi¡zania staje si�
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Rysunek 5.21: Drgania swobodne pr�ta modelowanego siatk¡ 5 i 10 w�zªow¡,oraz przy adapta
ji (przemiesz
zenia w 
zasie swobodnego ko«
a.

Rysunek 5.22: Rozbie»no±¢ drga« swobodny
h pr�ta przy zastosowaniu interpo-la
ji w h-adapta
ji: przemiesz
zenia oraz lokaliza
ja w�zªów siatki.
hybiona. Musi wi�
 by¢ zastosowana inna te
hnika ni» wzmiankowane dot¡dw literaturze.W zadania
h hiperboli
zny
h pierwszego rz�du udaje si� sprowadzi¢ pro-blem do zadania elipty
znego drugiego rz�du [8, 141℄. Warstw� 
zasoprze-strzenn¡ dyskretyzuje si� wów
zas w dowolny sposób a nast�pnie rozwi¡zujezadanie jak zadanie staty
zne. Niestety, te
hniki tej, ze wzgl�du na warunkibrzegowe, nie da si� zastosowa¢ do równania drugiego rz�du.
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Rysunek 5.23: Przykªad mody�ka
ji siatki konstruk
ji jednowymiarowej.
Wªasno±
i 
i¡gªej w 
zasie aproksyma
ji daj¡ kolejne, nowe mo»liwo±
ipodej±
ia do problemu. Uzyskano pewne obie
uj¡
e rozwi¡zania drga« po-dªu»ny
h pr�ta z ograni
zon¡ adapta
j¡ siatki w 
zasie (r�adapta
ja). Osza-
owano parametry ograni
zaj¡
e pr�dko±¢ adapta
ji. Pokazano przykªadyzastosowania w obli
zenia
h zadania kontaktowego. Podj�to te» prób� nie-
i¡gªego przej±
ia do nowej siatki podziaªu przez dobór warunków po
z¡tko-wy
h etapu po mody�ka
ji.

5.5.1. Adaptacja typu rZalet¡ metody elementów 
zasoprzestrzenny
h jest mo»liwo±¢ mody�ka
jisiatki podziaªu przestrzennego w trak
ie pro
esu (stosowanie niesta
jonar-nego podziaªu konstruk
ji). Dokonuje si� tego b¡d¹ w 
elu dostosowaniaksztaªtu siatki i poªo»enia w�zªów do potrzeb modelowania zadania b¡d¹w 
elu minimaliza
ji bª�du aproksyma
ji. Jak wspomniano ju» we wst�pie dorozdziaªu, zmiana siatki w trak
ie 
aªkowania równania ró»ni
zkowego w 
za-sie jest trudna. Powstaj¡ bowiem i propaguj¡ si� zaburzenia wywoªane wªa-±nie zmian¡ siatki. Zaburzenia te nie mog¡ przesªania¢ uzyskiwany
h korzy-±
i. Spróbujmy zbada¢ prost¡ mody�ka
j� siatki jednowymiarowej w prze-strzeni rze
zywistej (jak np. na rys. 5.23). Funk
je interpoluj¡
e N (4.1) 
zy(4.12) opisane s¡ teraz nie na prostok¡
ie {x1 ≤ x ≤ x2, t1 ≤ t ≤ t2}, a na
zworok¡
ie. Dalsza 
z�±¢ post�powania jest podobna jak w najprostszy
hzadania
h o regularnej siat
e. Kompletuje si� 
zasoprzestrzenne ma
ierzestruktury i rozwi¡zuje krokowo ukªady równa«, znajduj¡
 przemiesz
zeniaw kolejny
h 
hwila
h. W�zªy przesuwa si� zale»nie od potrzeb, zag�sz
zaj¡
lub rozrzedzaj¡
 lokalnie siatk�. Uwida
znia to nast�puj¡
y przykªad. Pr�t
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y osiowo, z zamo
owanym lewym ko«
em, podzielono na 40 elemen-tów przestrzenny
h. Prawy, swobodny konie
 ob
i¡»ono siª¡ staª¡. Z uwagina osza
owanie bª�du umo»liwiono zmiany poªo»e« w�zªów z maksymaln¡pr�dko±
i¡ tej zmiany wynosz¡
¡ 0,25, 0,50 i 0,75 bśr/h (±rednia dªugo±¢ ele-mentu przestrzennego bśr do kroku 
zasowego h). Obserwowano przemiesz-
zenia w 
zasie ob
i¡»onego ko«
a pr�ta (rys. 5.24). �
isªym rozwi¡zaniemjest prostoliniowy ksztaªt prostok¡tny. W pokazanym przykªadzie adapta
ja

Rysunek 5.24: Przemiesz
zenia ko«
a pr�ta przy wspóª
zynniku adapta
ji: 0,0,0,25, 0,50 i 0,75.siatki usuwa wy»sze 
z�sto±
i drga«, powstaªe w wyniku odbi¢ fali od w�zªówsiatki.Obserwa
j� poªo»enia w�zªów siatki ukazuje rys. 5.25. Mo»na zauwa»y¢,»e w�zªy najpierw przemiesz
zaj¡ si� w kierunku 
zoªa fali, a nast�pnie, pojego przej±
iu, pod¡»aj¡ za nim.
5.5.2. Nieciągła w czasie adaptacja siatki typy hProste sposoby zmiany siatki w zadaniu dynamiki konstruk
ji nie daj¡ po-zytywny
h rezultatów. Podkre±lili±my tam te», »e jakakolwiek zmiana siatkipodziaªu w trak
ie prowadzenia pro
esu 
zasowego jest przej±
iem do roz-wi¡zania innego ju» zadania. Zmiana li
zby w�zªów lub i
h rozmiesz
zeniawprowadza w isto
ie zmian� ogólnej sztywno±
i ukªadu, a to w konsekwen
jizmian� 
aªej odpowiedzi ukªadu. Wobe
 tego zmiana ukªadu dyskretnego
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Rysunek 5.25: Przemiesz
zenia w�zªów w 
zasie b�d¡
e wynikiem adapta
ji.
winna si� wi¡za¢ z dopasowaniem wszystki
h pozostaªy
h poza geometri¡parametrów: staªy
h materiaªowy
h i wektorów przemiesz
ze« i pr�dko±
i,jako warunków po
z¡tkowy
h nowego zadania. W dalszy
h rozwa»ania
hdopu±
imy zmian� warunków po
z¡tkowy
h ru
hu zadania po adapta
ji.Idea adapta
ji polega na wyzna
zeniu warunków po
z¡tkowy
h nowegozadania (po adapta
ji) tak, aby wyniki prowadzony
h (kontynuowany
h) ob-li
ze« ró»niªy si� w mo»liwie najmniejszym stopniu od wyników obli
ze/nprowadzony
h przy siat
e pierwotnej. Spraw¡ otwart¡ pozostaje, 
o ro-zumie si� pod poj�
iem wyników obli
ze«. Mog¡ to by¢ przemiesz
zeniaw�zªów, i
h pr�dko±
i, odksztaª
enia itd. W dalszej 
z�±
i za miarodajneprzyjmiemy: (a) przemiesz
zenia w�zªów, (b) odksztaª
enia. Okazuje si�, »edopiero kombina
ja liniowa obydwu ty
h przypadków daje po»¡dane rezul-taty.Zmiana siatki w�zªów nast�puje przez dodanie lub usuni�
ie pewnej li
zbyw�zªów, przy 
zym 
o najwy»ej 
o drugi w�zeª mo»e zosta¢ usuni�ty i 
onajwy»ej jeden w�zeª mo»e by¢ wprowadzony mi�dzy dwa kolejne. Takiepost�powanie zapewnia pozostawienie przynajmniej poªowy w�zªów wspól-ny
h, ozna
zony
h przez C, w siat
e pierwotnej A i zmody�kowanej B (rys.5.26).
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6t

siatka Asiatka B w�zªy wspólne CRysunek 5.26: Mody�ka
ja siatki: h-adapta
ja.
Przejście przemieszczenioweWektor przemiesz
ze« w�zªów siatki pierwotnej A w 
hwili i ozna
za si� przez
qi a siatki zmody�kowanej B przez q̂i. Aby wybra¢ z ty
h wektorów ele-menty opisuj¡
e przemiesz
zenia w�zªów wspólny
h C wektory te mno»y si�przez zero-jedynkowe ma
ierze przyporz¡dkowania Π i Π̂. Bª¡d przej±
ia donowej siatki okre±la si� jako ró»ni
� przemiesz
ze«

Ri = Πqi − Π̂q̂i . (5.91)Miar� bª�du w sensie najmniejszy
h kwadratów na przestrzeni n warstw
zasowy
h okre±la wyra»enie
I1 =

n∑

i=0

RT
i+1Ri+1 =

n∑

i=0

(
Πqi+1 − Π̂q̂i+1

)T (
Πqi+1 − Π̂q̂i+1

)
. (5.92)Pro
es rekuren
yjny rozwi¡zania w kolejny
h 
hwila
h 
zasowy
h, prowa-dzony w bazie w�zªów A, opisuje zwi¡zek

qi+1 = Aqi−1 + Bqi , (5.93)a w bazie w�zªów B zwi¡zek̂
qi+1 = Âqi−1 + B̂q̂i. (5.94)Rekuren
yjne zwi¡zki (5.93) i (5.94) mo»na zredukowa¢ do formuª, w który
hprzemiesz
zenia w 
hwili i+ 1 zale»¡ od przemiesz
ze« w 
hwila
h 1 i 2:
q̂i+1 = P̂i q̂1 + Q̂i q̂2 , (5.95)
qi+1 = Pi q1 + Qi q2 . (5.96)
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ierze P̂i i Q̂i otrzymuje si� wedªug s
hematu:
P̂i+1 = Q̂i A, P̂0 = I ,

Q̂i+1 = P̂i + Q̂i B, Q̂0 = 0 . (5.97)Analogi
znie tworzy si� Pi i Qi.Podstawienie n razy (5.95) i (5.96) do (5.92) daje w efek
ie wyra»enie
I1 =

n∑

i=0

(
ΠPiq1 + ΠQiq2 − Π̂P̂iq̂1 − Π̂Q̂iq̂2

)T

·
(
ΠPiq1 + ΠQiq2 − Π̂P̂iq̂1 − Π̂Q̂iq̂2

)
. (5.98)Minimaln¡ warto±¢ I1 uzyskuje si� przy speªnieniu warunków:

∂I1
∂q̂1

= 0 i ∂I1
∂q̂2

= 0 . (5.99)Prowadzi to do ukªadu równa«:




∑n
i=0 P̂T

i Π̂T Π̂P̂i · q̂1 +
∑n

i=0 P̂T
i Π̂T Π̂Q̂i · q̂2 =∑n

i=0 P̂T
i Π̂T Π(Piq1 + Qiq2)

∑n
i=0 Q̂T

i Π̂T Π̂P̂i · q̂1 +
∑n

i=0 Q̂T
i Π̂T Π̂Q̂i · q̂2 =∑n

i=0 Q̂T
i Π̂T Π(Piq1 + Qiq2)

. (5.100)
Przejście odkształcenioweBª¡d wynikaj¡
y ze zmiany siatki mo»na opisa¢ odksztaª
eniami w posz
ze-gólny
h podobszara
h j siatki C

ej = εj − ε̂j . (5.101)Odksztaª
enia εj i ε̂j wyzna
za si� poprzez dziaªanie operatora ró»ni
zkowego
B̂j na odpowiednie przemiesz
zenia

εj = BjΠjqi, ε̂j = B̂jΠ̂j q̂i . (5.102)Trzeba tu zwró
i¢ uwag�, »e w obszarze jednego elementu siatki A mog¡znajdowa¢ si� 2 elementy siatki B lub odwrotnie. Miar¡ bª�du jest wów
zasfunk
jonaª
I2 =

n∑

i=0

∑

j

∫

Vj

(εj − ε̂j)
T D (εj − ε̂j)dVj . (5.103)



5.5 Adapta
ja siatki podziaªu 169Podstawienie (5.102) do (5.103) oraz uwzgl�dnienie s
hematów przej±
ia (5.95)i (5.96) daje w wyniku
I2 =

n∑

i=0

∑

j

∫

Vj

(
BjΠjPiq1 + BjΠjQiq2 − B̂jΠ̂jP̂iq̂1 − B̂jΠ̂jQ̂iq̂2

)T

(
BjΠjPiq1 + BjΠjQiq2 − B̂jΠ̂jP̂iq̂1 − B̂jΠ̂jQ̂iq̂2

)dVj(5.104)Warunki minimum I2

∂I2
∂q̂1

= 0 i
∂I2
∂q̂2

= 0 (5.105)prowadz¡ do ukªadu równa«:




∑n
i=0 P̂T

i K̂P̂i · q̂1 +
∑n

i=0 P̂T
i K̂Q̂i · q̂2 =

∑n
i=0 P̂T

i F̂i+1

∑n
i=0 Q̂T

i K̂P̂i · q̂1 +
∑n

i=0 Q̂T
i K̂Q̂i · q̂2 =

∑n
i=0 Q̂T

i F̂i+1

, (5.106)gdzie:
K̂ =

∑

j

Π̂T
j

∫

Vj

B̂T
j DB̂jdVj Π̂j , (5.107)

F̂i+1 =
∑

j

Π̂T
j

∫

Vj

B̂T
j Dε

i+1
j dVj . (5.108)

K̂ jest ma
ierz¡ sztywno±
i ukªadu B.
Przykład 5Jako zadanie modelowe przyj�to osiowo drgaj¡
y pr�t podzielony na 20 ele-mentów przestrzenny
h. Warunki po
z¡tkowe stanowi¡: q1 = 0, q2 =
{1, 0, ..., 0}T . Miar� bª�du stanowi kombina
ja I1 (5.92) i I2 (5.103)

I = (1 − a)I1 + aI2 , 0 ≤ a ≤ 1 . (5.109)Rys. 5.27 pokazuje przemiesz
zenie w 
zasie swobodnego ko«
a pr�ta. Pierw-szy z wykresów doty
zy zadania pierwotnego, do którego nale»y dopaso-wa¢ za
howanie zmody�kowanego ukªadu. Nast�pne wykresy otrzymanopo dwukrotnym zag�sz
zeniu podziaªu, przy ró»ny
h warto±
ia
h parame-tru a. Przypadek a = 0, 0 wytwarza paso»ytni
ze drgania o du»ej 
z�sto±
i.Przy
zyn� tego mo»na odgadn¡¢ z rys. 5.28, na którym pokazano wyli
zonewektory przemiesz
ze« po
z¡tkowy
h q2 przy wybrany
h warto±
i a. Przy
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a = 0, 0 wynikowy wektor mo
no odbiega od ksztaªtu zadanego przemiesz-
zenia w ukªadzie pierwotnym. Z pozostaªy
h wykresów wida¢, »e nawetniewielki udziaª 
zªonu I2 (a wi�
 uwzgl�dnienie odksztaª
e«) skute
znie sta-bilizuje rozwi¡zanie.Adapta
ja siatki przestrzennej jest przydatna lub wr�
z konie
zna w wieluprzypadka
h problemów te
hni
zny
h. Opró
z zada« pokazany
h na rys. 4.2s¡ to zadania ksztaªtowania materiaªów w pro
esie ku
ia lub tªo
zenia. Sto-sowanie siatek niesta
jonarny
h jest stosunkowo ªatwe, je±li li
zba w�zªóww siat
e przestrzennej w kolejny
h 
hwila
h nie ulega zmianie (np. rozdz.4.3). Mamy do 
zynienia z r-adapta
j¡. Trudno±
i pojawiaj¡ si� w przy-padku wprowadzania lokalnego zag�sz
zenia w�zªów przez dodanie nowy
h,
zyli h-adapta
ji. W zadania
h opisuj¡
y
h np. transport 
iepªa mo»na sto-sunkowo ªatwo zmienia¢ siatk�, gdy» wprowadzanie w tym przypadku zabu-rzenie propaguje si� z malej¡
¡ amplitud¡. W zadania
h dynamiki konstruk-
ji zmiana zag�sz
zenia siatki podziaªu zmienia wªasno±
i zadania. Przy-kªadowo drgania pr�ta opisanego g�st¡ i rzadk¡ siatk¡ w�zªów maj¡ ró»ne
z�sto±
i. Jest to wynikiem bª�dów fazowy
h. Z �zy
znego punktu widzeniaoba zadania obrazuj¡ nie
o inne zadania, ró»ni¡
e si� sztywno±
i¡ lub mas¡.W zwi¡zku z tym zmiana siatki podziaªu przestrzennego zadania jest ni-
zym innym jak zmian¡ sztywno±
i lub g�sto±
i materiaªu badanego obiektu.Zmieniaj¡
 siatk� wprowadzamy impulsy siª. Dokonuj¡
 zmian w odpowied-nio dobrany sposób mo»na drgania wytªumi¢ b¡d¹ wzbudzi¢. Bior¡
 to poduwag�, trudno±¢ z realiza
j¡ algorytmów h-adapta
ji jest zna
zna.
5.5.3. Ciągła w czasie h-adaptacja w opisie prędkościowymPoni»ej omówimy metod� zag�sz
zania siatki z wykorzystaniem trójk¡tny
helementów 
zasoprzestrzenny
h (rys. 5.29) [1℄. Elementarnym przypadkiemb�dzie wstawienie w�zªa mi�dzy dwa istniej¡
e, jak na rys. 5.30. Prze-
hodzimy z siatki o dwó
h w�zªa
h do siatki o trze
h w�zªa
h. w ukªadzierówna« algebrai
zny
h opisuj¡
y
h warstw� elementów brakuje równa« od-powiadaj¡
y
h stopniom swobody dodatkowego w�zªa 6. w dalszej 
z�±
iomówimy sposób post�powania na przykªadzie drga« osiowy
h pr�ta. Na-le»y skonstruowa¢ równanie okre±laj¡
e przemiesz
zenie i pr�dko±¢ w�zªa 6jako pewn¡ ±redni¡ warto±¢ z warto±
i parametrów w�zªów ota
zaj¡
y
h.W równaniu ró»ni
zkowym drga« pr�ta zastosujemy funk
j� wirtualn¡ N∗

8 ,kawaªkami liniow¡ w obszarze elementów e1, e2,e3 i e4. Funk
ja ta speªniawarunki N8(x8, t8) = 1 oraz N8(xk, tk) = 0, przy k=2, 3, 4, 6 (rys. 5.31).
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Rysunek 5.27: Przemiesz
zenia w 
zasie ko«
a pr�ta przy podziale na 20 elemen-tów oraz po dwukrotnym zag�sz
zeniu podziaªu przy ró»ny
h wspóª
zynnika
h a(n = 5).
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Rysunek 5.28: Przemiesz
zenia po
z¡tkowe q2 (podziaª wtórny na 40 elementów)przy ró»ny
h warto±
ia
h a.
t

Rysunek 5.29: Zag�sz
zanie siatki podziaªu w zadaniu jednowymiarowym.
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Rysunek 5.30: Zag�sz
zenie siatki podziaªu w zadaniu jednowymiarowym.
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Rysunek 5.31: Obszar funk
ji interpoluj¡
ej N8.
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Rozdział 6
Metody bezsiatkoweWszystkie doty
h
zas stosowane metody obli
zeniowe opieraªy si� na pre
y-zyjnej dyskretyza
ji obszaru konstruk
ji lub obszaru, w którym opisane jestbadane zjawisko. Dyskretyza
ja obszaru jest pro
esem skomplikowanym.O ile w obszara
h jedno i dwuwymiarowy
h podziaª odpowiednio na od
inkii trójk¡ty jest stosunkowo ªatwy, to wypeªnienie obszarów trójwymiarowy
helementami 
zworo±
iennymi lub sze±
io±
iennymi jest trudny. Nawet skom-plikowane algorytmy tworz¡ siatki trójwymiarowe z bª�dami w okoli
a
hpustek, otworów lub wy
i�¢. Co wi�
ej, zag�sz
zenie dyskretyza
ji 
z�sto niejest zadawalaj¡
e. W strefa
h opisany
h du»ymi krzywiznami o
zka siatki s¡bardzo drobne i w wielu przypadka
h wydªu»one. Takie rozdrobnienie pod-nosi koszt obli
zeniowy, a nie poprawia dokªadno±
i obli
ze«. W okoli
y nie-ob
i¡»ony
h, 
ho¢ zakrzywiony
h kraw�dzi, gromadzona energia poten
jalnajest niewielka. Do opisania energii kinety
znej wystar
za z kolei zgrubneprzybli»enie kraw�dzi obszaru. Mozolna r�
zna poprawa jako±
i siatki mo»epoprawi¢ wprawdzie uwarunkowanie wynikowego ukªadu równa« algebrai
z-ny
h i w konsekwen
ji dokªadno±¢ obli
ze«, jednak naj
z�±
iej u»ytkownikpozostawia peªn¡ ini
jatyw� automaty
znym generatorom siatek.Alternatyw¡ metod siatkowy
h pozornie staªy si� metody bezsiatkowe[34, 35, 58, 128, 129℄. Najkró
ej mo»na je s
harakteryzowa¢ ukazuj¡
 rys.6.1. Badany obszar opisywany jest 
hmur¡ punktów. W ka»dym punk
ie de-�niujemy rozwi¡zanie przybli»one. Pustki pozbawione s¡ punktów. Funk
jeinterpoluj¡
e (odpowiednik funk
ji ksztaªtu metody elementów sko«
zony
h)opisywane s¡ nie w elementarny
h podobszara
h, a w dowolnie rozmiesz
zo-ny
h punkta
h w�zªowy
h. 175
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Rysunek 6.1: Obszar metody siatkowej i jego odpowiednik w metodzie bezsiat-kowej.
6.1. Sformułowanie metodyPoni»ej przedstawimy sz
zególn¡ metod� tworzenia funk
ji ksztaªtu w meto-dzie bezsiatkowej, zwan¡ metod¡ ru
homy
h najmniejszy
h kwadratów (�mo-ving least square method�, MLS) [34℄. Funk
je ksztaªtu s¡ rozpostarte na
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Ωzbior  konstrukcja’wezel

Rysunek 6.2: Obszar Ω przesuwaj¡
y si� wzdªu» konstruk
ji.w�zªa
h znajduj¡
y
h si� w s¡siedztwie danego w�zªa w przesuwaj¡
ym si�podobszarze Ω. Bª¡d interpola
ji w metodzie ru
homy
h najmniejszy
h kwa-dratów okre±la zale»no±¢
J =

n∑

i=1

W (x− xi)
[
uh(x, xi) − ui

]2
, (6.1)gdzie W (x − xi) jest funk
j¡ wagow¡, uh(x, xi) jest wielomianem aproksy-ma
yjnym, a ui s¡ warto±
iami w�zªowymi. Zakªadamy funk
j� ksztaªtuw posta
i wykªadni
zej:

W (x− xi) =




e−(x−xi

α

)2 je»eli (x− xi) ≤ 1

0 je»eli (x− xi) > 1
. (6.2)Wspóª
zynnik α zale»y od wymiaru obszaru Ω oraz li
zby punktów w obsza-rze. W zadaniu jednowymiarowym

uh(x, xi) = pT (xi)a(x) . (6.3)Jednomiany w wielomiana
h interpola
yjny
h maj¡ posta¢
pT = (1, x, x2, . . .) , (6.4)ze wspóª
zynnikami aproksyma
ji

aT (x) = (a0(x), a1(x), a2(x), . . .) . (6.5)Minimalizujemy bª¡d aproksyma
ji. J jest minimalizowane ze wzgl�du nawspóª
zynniki a:
∂ J

∂ a
= 0 . (6.6)
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zkowaniu (6.1) otrzymujemy:
a(x) = A−1

1 (x)A2(x)ui , (6.7)gdzie:
A1 = P T W (x− xi)P A2 = P T W (x− xi) (6.8)

P =




p1(x1) p2(x2) · · · pm(xn)
p1(x1) p2(x2) · · · pm(xn)... ... . . . ...
p1(xn) p2(xn) · · · pm(xn)


 . (6.9)Równania (6.3) i (6.7) prowadz¡ do równania:

uh(x, xi) = pT (xi)A
−1
1 (x)A2(x)ui =

n∑

i=1

φk
i (x) ui , (6.10)gdzie φk

i (x) jest funk
j¡ ksztaªtu, a k jest stopniem wielomianu aproksymu-j¡
ego
φk

i = pT (xi)A
−1
1 (x)A2(x) =

[
φk

1(x), φ
k
2(x), . . . φk

n(x)
]
. (6.11)Ma
ierz A w peªnej posta
i nie mo»e by¢ w prosty sposób odwró
ona. Z tegowzgl�du w prakty
e ograni
zamy stopie« wielomianu do 
zªonu zerowegostopnia pT = 1. W ten sposób otrzymujemy tzw. funk
j� Sheparda:

φ0
i =

W (x− xi)∑n
i=1 W (x− xi)

. (6.12)Równanie (6.12) oraz równanie ró»ni
zkowe ru
hu
σij,j + bi = ρüi (6.13)pozwala wyzna
zy¢ ma
ierz sztywno±
i i bezwªadno±
i:

kij =

∫

Ω
BT

i N Bj dΩ

mij =

∫

Ω
φT

i ρAφj dΩ , (6.14)gdzie B = ∂φ
∂x , N jest roz
i¡gaj¡
¡ siª¡ osiow¡, a ρ � g�sto±
i¡ masy. Ma
ie-rze w�zªowe k i m obli
zone w obszarze Ω s¡ nast�pnie skªadane w ma
ierzeglobalne K i M. Problematy
znym pozostaje dobór parametru α. W obsza-rze o jednakowym przestrzennym rozproszeniu w�zªów mo»na ten parametrdobra¢ stosunkowo ªatwo. W przypadku zmian zag�sz
zenia wynik zale»yod skorelowania α z odlegªo±
iami mi�dzy punktami. Pre
yzyjny dobór αjest podstawowym problemem w równaniu (6.2).
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Rysunek 6.3: Przemiesz
zenia przy ob
i¡»eniu ru
hom¡ siª¡: (1) pod ru
hom¡siª¡, (2) w ±rodku prz�sªa (10 punktów w zbiorze Ω).
6.2. WynikiWyniki obli
ze« porównano z wynikami anality
znymi. Na rys. 6.3 przed-stawiono przemiesz
zenia punktu pod poruszaj¡
¡ si� siª¡ oraz w ±rodkuprz�sªa. Wyniki anality
zne pokrywaj¡ si� z wynikami metody elementówsko«
zony
h lub metody ró»ni
 sko«
zony
h. Wyniki metody bezsiatkowejdo±¢ dobrze odpowiadaj¡ wynikom anality
znym. Mo»emy zaobserwowa¢pewien bª¡d fazowy, wido
zny zwªasz
za w drugiej fazie obli
ze«. Wskazujeto na nie
o wy»sz¡ sztywno±¢ lub ni»sz¡ bezwªadno±¢. Wido
zny jest efektwyoblenia wykresu i to gªównie ró»ni wyniki metody bezsiatkowej od wyni-ków teorety
zny
h. Zmniejszenie li
zby w�zªów w o
zku z 10 do 2 daje po-dobne wyniki (rys. 6.4). Mo»na zaak
eptowa¢ zarówno amplitud� jak i okresdrga«. Nale»y jednak pami�ta¢, »e w�zªy rozmiesz
zono w sposób regularny,równoodlegªy. W przypadku nieregularnego rozmiesz
zenia w�zªów wynikis¡ zde
ydowanie gorsze.Mo»na przyto
zy¢ przykªadowe wyniki analizy numery
znej struny umiesz-
zonej na podªo»u Winklera. Obli
zenia nie ró»ni¡ si� zasadni
zo od roz-wi¡zania anality
znego. Ob
i¡»enie w posta
i poruszaj¡
ej si� siªy skupio-nej w obli
zenia
h komputerowy
h zast�powane jest przykªadan¡ do w�zªówpar¡ siª. Wyniki pokazano na rys. 6.5.Do±wiad
zenia autorów pra
y [61℄ wykazuj¡ umiarkowan¡ przydatno±¢metod bezsiatkowy
h w obli
zenia
h dynamiki. Problemy z dokªadno±
i¡ujawniaj¡ si� ju» na etapie pojedyn
zego rozwi¡zania staty
znego. W 
i¡guzada« staty
zny
h niedokªadno±¢ narasta. W przypadku zada« rze
zywi-sty
h, dwu lun trójwymiarowy
h o nieregularnym rozproszeniu w�zªów, gru-
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Rysunek 6.4: Przemiesz
zenia przy ob
i¡»eniu ru
hom¡ siª¡: (1) pod ru
hom¡siª¡, (2) w ±rodku prz�sªa (2 punkty w zbiorze Ω).
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Rysunek 6.5: Przemiesz
zenia przy ob
i¡»eniu ru
hom¡ siª¡ struny poªo»onej napodªo»y spr�»ystym Winklera: (1) pod ru
hom¡ siª¡, (2) w ±rodku prz�sªa.powany
h w wybrany
h obszara
h stosowanie metody bezsiatkowej w staty
ei dynami
e wymaga jesz
ze bada«.



Rozdział 7
Obciążenia ruchomeKonstruk
je poddane ob
i¡»eniom ru
homym 
z�sto spotykamy w prakty
ein»ynierskiej. S¡ to mosty i wiadukty ob
i¡»one pojazdami [116, 180℄, es-takady kolei trady
yjnej lub unoszonej magnety
znie, pªyty dróg lub lot-nisk, suwaj¡
e si� manipulatory robotów, obrabiarki, lufy broni w 
hwiliwystrzaªu, systemy transpostu linowego, odbieraki pr¡du w systema
h za-silania pojazdów szynowy
h (rys. 7.1). Nara»one s¡ one na zna
znie wi�k-sze przemiesz
zenia ni» poddane odpowiednim ob
i¡»eniom staty
znym lubwolno przesuwaj¡
ym si�. Staje si� to o
zywiste, je±li spojrzymy na kon-struk
j� nieob
i¡»on¡ w stanie spo
zynku, któr¡ ob
i¡»ymy nagle ukªademsiª. Konstruk
ja taka za
zyna drga¢ od poªo»enia równowagi w stanie nieob-
i¡»onym, poprzez stan równowagi staty
znej pod ob
i¡»eniem, do uzyskaniaamplitudy równej podwójnej warto±
i ugi�
ia staty
znego pod ob
i¡»eniem.W zwi¡zku z tym szybki wjazd siªy ob
i¡»aj¡
ej wywoªuje podobny efekt.Przejazd ob
i¡»enia odbywaj¡
y si� w sposób 
ykli
zny z okre±lon¡ 
z�sto-±
i¡ powoduje powi�kszenie si� ugi�
ia. Je±li 
z�sto±¢ najazdu ob
i¡»eniapowi¡»emy z pr�dko±
i¡ przejazdu w taki sposób, »e w 
hwili zjazdu jed-nego ob
i¡»enia nast¡pi wjazd nast�pnego, to mo»emy uzyska¢ zale»no±¢maksymalnego ugi�
ia konstruk
ji pod ob
i¡»eniem od pr�dko±
i przejazdutego ob
i¡»enia umax(v). Maksymalne ugi�
ie wyst�puje z reguªy w punk
iezlokalizowanym w okoli
y 0,5�0,7 rozpi�to±
i prz�sªa, zale»nie od pr�dko±
iprzejazdu. Post�puj¡
 dalej, mo»emy zbada¢, przy jakiej pr�dko±
i prze-jazdu maksymalne ugi�
ie b�dzie najwi�ksze. Pr�dko±¢ ta nazywana jestpr�dko±
i¡ kryty
zn¡. W przypadku struny pr�dko±¢ kryty
zna odpowiadapr�dko±
i roz
hodzenia si� fali c. Pr�dko±¢ kryty
zna jest wielko±
i¡ wa»n¡z prakty
znego punktu widzenia. Okre±la bowiem najniekorzystniejsz¡ war-181
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Rysunek 7.1: Przykªady zagadnie« z ru
homa mas¡.
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m v

vm

P

vm

Pv

a b cRysunek 7.2: Ob
i¡»enie: a) bezmasowe, b) iner
yjne, 
) iner
yjne i grawita
yjny.to±¢ ugi�
ia, jak¡ konstruk
ja powinna wytrzyma¢. Z tego wzgl�du badaniekonstruk
ji pod ob
i¡»eniem ru
homym jest wa»nym problemem in»ynier-skim. Mimo to istniej¡
e na rynku komer
yjne pakiety obli
zeniowe nieumo»liwiaj¡ symula
ji tego typu zada«. Jak si� dalej przekonamy, problemjest trudny i w tym mo»na upatrywa¢ braku odpowiedni
h pro
edur kom-puterowy
h.Tu nale»y po±wi�
i¢ uwag� klasy�ka
ji ob
i¡»enia. Najprostszy przypa-dek bezmasowej siªy pokazuje rys. 7.2a. Bez zna
zenia jest tu fakt, »e siª�przyªo»on¡ wprost do konstruk
ji zast¡pimy os
ylatorem, którego masa b�-dzie niezerowa. Wprawdzie wpªyw masy wido
zny b�dzie w wynika
h, tonie b�dzie to wynik zadania z ob
i¡»eniem masowym. Co wi�
ej, mimo »ewpªyw masy os
ylatora b�dzie rósª wraz ze zwi�kszaj¡
¡ si� sztywno±
i¡ spr�-»yny, to rozwi¡zanie nie b�dzie jednostajnie zmierza¢ do rozwi¡zania z ob-
i¡»eniem masowym. Os
yla
je dodatkowego stopnia swobody wprowadzaj¡dodatkowe sztu
zne efekty w posta
i rezonansów, wzrostu lub spadku ampli-tud przy okre±lony
h pr�dko±
ia
h. Ob
i¡»enie masowe pokazuje przypadekrys. 7.2b. Ru
h masy wpªywa na wynik przy niezerowy
h przemiesz
zenia
h
u(x, t) w 
hwili 0 ≤ t < L/v. W prze
iwnym wypadku wymagany jest udziaª
zynników wywoªuj¡
y
h przemiesz
zenia, np. impulsu siªy (rys. 7.2).W dalszej 
z�±
i zajmiemy si� opisem anality
znym drga« poprze
zny
hstruny ob
i¡»onej poruszaj¡
¡ si� ze staª¡ pr�dko±
i¡ siª¡ (rys. 7.3). Cz�±
iowerozwi¡zanie znale¹¢ mo»na w literaturze (np. [71℄). Tutaj posªu»y nam doporównania i o
eny wyników numery
zny
h otrzymany
h metod¡ elemen-tów 
zasoprzestrzenny
h. Bogaty materiaª przegl¡dowy doty
z¡
y dynamikikonstruk
ji pod ob
i¡»eniem ru
homym ukazuj¡ pra
e Sz
ze±niaka [166, 167℄.S¡ to bez w¡tpienia najobszerniejsze pra
e w tym zakresie.W nast�pny
h rozdziaªa
h podamy rozwi¡zania anality
zne i póªanali-ty
zne drga« poprze
zny
h belki poddanej ob
i¡»eniu ru
homemu nieiner-
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Rysunek 7.3: Staªa poruszaj¡
a si� siªa.
yjnemu i iner
yjnemu. Rozwi¡zanie zadania doty
z¡
ego wpªywu poru-szaj¡
ej si� masy na drgania struny wraz z obszern¡ analiz¡ przedstawiªDyniewi
z w pra
a
h [60, 64℄. Po raz pierwszy pokazaª w ni
h osobliwo±¢rozwi¡zania w oto
zeniu ko«
owej podpory. Efekt ten wpªywa mo
no na sku-te
zno±¢ stosowany
h przez ró»ny
h bada
zy metod numery
zny
h. Z reguªynie pokazuj¡ oni poprawny
h rozwi¡za«. Opisywane podej±
ia stosowane s¡naj
z�±
iej do opisu dynamiki belek [68℄, przy maªej pr�dko±
i ru
hu masyoraz maªej warto±
i stosunku masy poruszaj¡
ej si� do masy belki. W ta-kim przypadku warto±¢ bª�du nie jest du»a i mimo niepoprawny
h rozwi¡za«uznawana jest za dopusz
zaln¡. Podobnie jak w przypadku struny ob
i¡»o-nej nieiner
yjnie, posªu»y ono do porówna« z rozwi¡zaniami numery
znymi.Modelowanie numery
zne tego problemu ukazuje pra
a [30℄.Przykªadem badanego obiektu ob
i¡»onego poruszaj¡
ym si� ob
i¡»e-niem iner
yjnym mo»e by¢ struna. Jej ru
h opisuje równanie ró»ni
zkowe
−N

∂ 2u(x, t)

∂ x 2
+ ρA

∂ 2u(x, t)

∂ t 2
= δ(x−vt)P − δ(x−vt)m ∂ 2u(vt, t)

∂ t 2
(7.1)wraz z warunkami brzegowymi

u(0, t) = 0 , u(l, t) = 0 (7.2)i warunkami po
z¡tkowymi
u(x, 0) = 0 ,

∂ u(x, t)

∂ t

∣∣∣∣
t = 0

= 0 . (7.3)
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7.1. Stała poruszająca się siła – rozwiązanie analitycznePunktow¡ siª� poruszaj¡
¡ si� po strunie mo»na wprowadzi¢ jako ilo
zynsiªy P i funk
ji Dira
a δ(x). Równanie ró»ni
zkowe ru
hu mo»emy napisa¢nast�puj¡
o:

−N
∂ 2u(x, t)

∂ x 2
+ ρA

∂ 2u(x, t)

∂ t 2
= δ(x− vt)P . (7.4)

N jest siª¡ roz
i¡gaj¡
¡, a ρA � g�sto±
i¡ masy przypadaj¡
ej na jednostk�dªugo±
i. Doª¡
zamy warunki brzegowe
u(0, t) = 0 , u(l, t) = 0 (7.5)i warunki po
z¡tkowe

u(x, 0) = 0 ,
∂ u(x, t)

∂ t

∣∣∣∣
t = 0

= 0 . (7.6)Posªu»ymy si� sinusow¡ transforma
j¡ Fouriera w sko«
zonym przedziale
< 0, l >.

u(x, t) =
2

l

∞∑

j=1

V (j, t) sin
jπx

l
. (7.7)

V (j, t) =

∫ l

0
u(x, t) sin

jπx

l
dx , (7.8)Zwi�¹le przedstawimy najwa»niejsze etapy rozwi¡zania oraz wynik ko«
owy.Peªny opis wraz z dowodami zbie»no±
i rozwi¡za« zawiera pra
a [60℄. Trans-formata równania (7.4) przyjmie posta¢ nast�puj¡
¡:

V̈ (j, t) + ω2
j V (j, t) =

P

ρA
sinωt , (7.9)gdzie:

ω =
jπc

l
, ω2

j =
j2π2

l2
N

ρA
. (7.10)Do rozwi¡zania równania ró»ni
zkowego (7.9) posªu»ymy si� transforma
j¡Lapla
e'a�Carsona (L�C). Prze
hodzimy do dziedziny zespolonej. Rozwi¡-zanie staje si� prostsze:

V ∗(j, p) =
P ω

ρA

p

p2 + ω2

1

p2 + ω2
j

. (7.11)
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homeOdwrotna transforma
ja L�C umo»liwia powrót równania (7.11) do prze-strzeni rze
zywistej
V (j, t) =

P

ρA

1

ω2
j − ω2

(
sinωt − ω

ωj
sinωjt

)
. (7.12)Na podstawie (7.7) prze
hodzimy ze wspóªrz�dny
h uogólniony
h V (j, t) doprzemiesz
ze« rze
zywisty
h struny

u(x, t) =

∞∑

j=1

2P

ρA l

1

ω2
j − ω2

(
sinωt − ω

ωj
sinωjt

)
sin

jπx

l
. (7.13)Na marginesie powy»szy
h przeksztaª
e« mo»emy powiedzie¢, »e w podobnysposób mo»emy potraktowa¢ przypadek struny poªo»onej na podªo»u spr�-»ystym typu Winklera. Równanie ró»ni
zkowe ru
hu struny uªo»onej napodªo»u Winklera o staªej sztywno±
i k ma z lewej strony dodatkowy 
zªon

k u(x, t):
−N

∂ 2u(x, t)

∂ x 2
+ µ

∂ 2u(x, t)

∂ t 2
+ k u(x, t) = δ(x− vt)P . (7.14)Rozwi¡zanie wygl¡da wów
zas podobnie do rozwi¡zania równania (7.4), z na-st�puj¡
¡ ró»ni
¡ w 7.11:

ω2
j =

j2π2

l2
N

ρA
+

k

ρA
. (7.15)

7.1.1. Poruszające się obciążenie inercyjne – rozwiązanie analityczneWpªyw masy stowarzyszonej z poruszaj¡
ym si� ob
i¡»eniem jest zna
znyi nie mo»e zosta¢ pomini�ty w obli
zenia
h. Ob
i¡»enie bezmasowe poru-szaj¡
e si� po konstruk
ji spr�»ystej dot¡d nie mo»e by¢ w prosty sposóbwprowadzone do obli
ze« pakietami komer
yjnymi przezna
zonymi do sy-mula
ji komputerowy
h. Mo»na wprawdzie w niektóry
h pakieta
h przesta-wia¢ wektory siª do nowy
h pozy
ji, jednak jest to sposób maªo skute
znyw prakty
znym zastosowaniu. Ob
i¡»enie iner
yjne z kolei w ogóle nie mo»eby¢ wprowadzone do modeli numery
zny
h w programa
h komer
yjny
h.Mimo pewny
h zabiegów polegaj¡
y
h na przestawianiu ob
i¡»enia, a wi�
i masy, w kolejny
h etapa
h 
zy kroka
h obli
zeniowy
h do nowego poªo»e-nia, wyniki nie s¡ poprawne, gdy» nie uwzgl�dniaj¡ efektów wynikaj¡
y
hz matematy
zny
h sformuªowa«. Rozmiesz
zenie masy w w�zªa
h w sposóbwa»ony (rys. 7.4) równie» nie jest poprawne.
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Rysunek 7.4: Granula
ja masy ad ho
 w w�zªa
h elementu.Zadania z poruszaj¡
¡ si� mas¡ s¡ wa»ne w wielu problema
h in»ynier-ski
h. Mo»e to by¢ masa pantografowego odbieraka pr¡du, sun¡
ego po kablutrak
ji elektry
znej w kolejni
twie (rys. 7.6). Innym przykªadem jest sprz�-»enie 500 kg masy koªa kolejowego z szyn¡. Masa koªa, lub nawet tylko jego
z�±
i, jest porównywalna z mas¡ od
inka szyny, po której jedzie. Wpªywmasy na przemiesz
zenia w punk
ie ±ledz¡
ym na strunie pokazuje rys. 7.5.Przemiesz
zenia przy ró»nym stosunku jad¡
ej masy do masy struny przed-stawiono przy pr�dko±
i v=0,2c.Ob
i¡»enie iner
yjne analizowane jest w wielu publika
ja
h. Niestety,dot¡d nie udaªo si� znale¹¢ rozwi¡zania zamkni�tego w przypadku ogólnym.Cz�±
iowe rozwi¡zanie zadania drga« struny bezmasowej ob
i¡»onej ru
hom¡mas¡ znajduje si� np. w pra
a
h [71, 164℄. W pra
y [71℄ ko«
owe wyniki s¡jednak bª�dne. Poprawn¡ ko«
ow¡ posta¢ rozwi¡zania prezentuje pra
a [64℄.Poni»ej przedstawimy w skró
ie opisany tam tok post�powania.
Przypadek struny nieinercyjnejPrzyto
zymy podstawowe fakty wynikaj¡
e z analizy struny bezmasowej ob-
i¡»onej jad¡
¡ mas¡. B�dzie to przydatne przy omówieniu wªasno±
i roz-wi¡za« anality
zny
h. Ty
h samy
h efektów o
zekiwa¢ b�dziemy w rozwi¡-zania
h numery
zny
h.Równanie ru
hu struny bezmasowej (ρ = 0) pod ru
homym ob
i¡»enieminer
yjnym opisuje nast�puj¡
e równanie

−N
∂ 2u(x, t)

∂ x 2
= δ(x− vt)P − δ(x − vt)m

∂ 2u(vt, t)

∂ t 2
. (7.16)
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i v=0,2c.

Rysunek 7.6: Przykªady ob
i¡»e« iner
yjny
h.Aby je rozwi¡za¢ korzystamy z wªasno±
i splotu
u(x, t) =

∫ l

0
G(x, s) p(s, t)ds , (7.17)
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u(x,t)

v
P

m Aρ NN

lRysunek 7.7: Ru
home ob
i¡»enie iner
yjne.gdzie p(x, t) jest niejednorodno±
i¡ (7.16) dan¡ wzorem
p(x, t) = δ(x − vt)

(
P − m

d2u(vt, t)dt2 )
. (7.18)

G(x, s) jest funk
j¡ Greena, któr¡ otrzymujemy rozwi¡zuj¡
 tzw. równaniepodstawowe, zast�puj¡
 praw¡ stron� (7.16) delt¡ Dira
a δ(x− s)

−N
∂ 2G(x, s)

∂ x 2
= δ(x− s) . (7.19)W wyniku 
aªkowania wzgl�dem x otrzymujemy

G(x, s) = − 1

N
[H(x− s)x−H(x− s)s] + C1x+ C2 . (7.20)Na podstawie warunków brzegowy
h (3.2) obli
zamy staªe C1 i C2

C1 =
l − s

Nl
, C2 = 0 . (7.21)Funk
ja Greena przyjmuje zatem posta¢

G(x, s) =

{
1
N

(
1 − x

l

)
s dla x ≥ s ,

1
N

(
1 − s

l

)
x dla x ≤ s .

(7.22)Na podstawie (7.18) i (7.22) obli
zamy 
aªk� (7.17). Otrzymujemy dwarównania
u(x, t) =





1
N

[
P − m ∂2u(vt,t)

∂t2

] (
1 − x

l

)
vt ,

1
N

[
P − m ∂2u(vt,t)

∂t2

] (
1 − vt

l

)
x .

(7.23)
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i¡»enia ru
homeW tym momen
ie zakªadamy uprosz
zenie rozwa»anego zadania ograni
za-j¡
 si� tylko do przypadku sz
zególnego. Przyjmujemy x = vt, a wi�
 rozpa-trujemy tylko przypadek przemiesz
ze« pod ru
homym ob
i¡»eniem. Ozna-
zaj¡
 u1(t) = u(vt, t) otrzymujemy ró»ni
zkowe równanie ru
hu struny bez-masowej pod ru
homym ob
i¡»eniem iner
yjnym
u1(t) =

(
P − m

∂2u1(t)

∂t2

) [
1

N

(
1 − vt

l

)
vt

]
. (7.24)Przyjmujemy bezwymiarowe przemiesz
zenia struny y oraz bezwymiarowy
zas τ

y(τ) =
u1(t)

u0
i τ =

vt

l
, (7.25)gdzie

u0 =
P l

4N
6= 0 (7.26)jest ugi�
iem staty
znym w ±rodku struny. Podstawiaj¡
 (7.25) do (7.24)otrzymujemy równanie ró»ni
zkowe zwy
zajne, niejednorodne o zmienny
hwspóª
zynnika
h

τ (1 − τ) ÿ(τ) + 2α y(τ) = 8α τ (1 − τ) , (7.27)gdzie
α =

N l

2mv2
. (7.28)Dalsze post�powanie uzale»nione jest od warto±
i parametru α. Rozpa-truje si� przypadek α 6= 0 i α = 0.

Przypadek α 6= 1 Jako rozwi¡zanie (7.27) zakªadamy nast�puj¡
¡ funk
j�
y(τ)

y(τ) = τ (1 − τ) ν(τ) . (7.29)Podstawiaj¡
 j¡ oraz jej po
hodn¡ do (7.27) otrzymujemy niejednorodnerównanie hipergeometry
zne [163℄. Dzi�ki zaªo»onym warunkom po
z¡tko-wym (7.6) rozwi¡zanie równania (7.27) przy α 6= 1 zna
znie si� uprasz
za.Ostate
znie przemiesz
zenia struny w przypadku α 6= 1 opisuje zwi¡zek
y(τ) =

4α

α − 1
τ (1 − τ) [1 − F (a, b, c, τ)] , (7.30)gdzie szereg hipergeometry
zny F (a, b, c, τ) opisany jest wzorem

F (a, b, c, τ) = 1 +
∞∑

k=1

(ak) (bk)

(ck)

τk

k!
. (7.31)
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zono w min symboli
znie nast�puj¡
e ilo
zyny
(ak) = a (a + 1) . . . (a + k − 1) ,

(bk) = b (b + 1) . . . (b + k − 1) ,

(ck) = c (c + 1) . . . (c + k − 1) .Sz
zegóªy powy»szego rozwi¡zania zostaªy przedstawione m. in. w [71℄.
Przypadek α = 1 W przypadku α = 1 równanie (7.27) przyjmuje prostsz¡posta¢:

τ (1 − τ) ÿ(τ) + 2 y(τ) = 8 τ(1 − τ) . (7.32)Warto zauwa»y¢, »e równanie (7.32) ma peªne rozwi¡zanie anality
zne w za-mkni�tej formie
y(τ) =

4

3
τ(τ − 1) +

4

3
τ (1 + 2τ ln(1 − τ) − 2 ln(1 − τ)) . (7.33)

Rozwiązanie analityczne przy strunie inercyjnejRozwi¡zanie przedstawione poni»ej zostaªo uzyskane przez Dyniewi
za [63℄.Ró»ne jego aspekty opisano w pra
a
h [62, 64℄.Rozpatrzmy strun� o dªugo±
i l, polu przekroju poprze
znego A, g�sto-±
i masy ρ, z siª¡ roz
i¡gaj¡
¡ N , ob
i¡»on¡ mas¡ m stowarzyszon¡ z siª¡skupion¡ P (rys. 7.7), poruszaj¡
¡ si� ze staª¡ pr�dko±
i¡ v. Równanie ró»-ni
zkowe ru
hu struny pod ob
i¡»eniem iner
yjnym poruszaj¡
ym si� ze staª¡pr�dko±
i¡ v ma posta¢ nast�puj¡
¡:
−N

∂ 2u(x, t)

∂ x 2
+ ρA

∂ 2u(x, t)

∂ t 2
= δ(x− vt)P − δ(x− vt)m

∂ 2u(vt, t)

∂ t 2
.(7.34)Uwzgl�dniamy warunki brzegowe

u(0, t) = 0 , u(l, t) = 0 (7.35)i warunki po
z¡tkowe
u(x, 0) = 0 ,

∂ u(x, t)

∂ t

∣∣∣∣
t = 0

= 0 . (7.36)
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i¡»enia ru
homeRedukujemy równanie ró»ni
zkowe 
z¡stkowe do równania zwy
zajnego. Sto-sujemy sinusow¡ transforma
j� Fouriera w sko«
zonym obszarze, odpowia-daj¡
ym dªugo±
i struny. Przedstawiamy ka»d¡ z funk
ji jako niesko«
zonyszereg sinusowy
h funk
ji
u(x, t) =

2

l

∞∑

j=1

V (j, t) sin
jπx

l
(7.37)o wspóª
zynnika
h

V (j, t) =

∫ l

0
u(x, t) sin

jπx

l
dx . (7.38)Wów
zas rozwini�
ie 
zªonu przyspieszenia poruszaj¡
ej si� masy w szeregma nast�puj¡
¡ form�:

∂ 2u(vt, t)

∂ t 2
=

2

l

∞∑

k=1

[
V̈ (k, t) sin

kπvt

l
+ (7.39)

+
2kπv

l
V̇ (k, t) cos

kπvt

l
− k2π2v2

l2
V (k, t) sin

kπvt

l

]
.Mo»na teraz przeprowadzi¢ transforma
j� 
aªkow¡ (7.38) równania (7.34)z uwzgl�dnieniem

N
j2 π2

l2
V (j, t) + ρAV̈ (j, t) = (7.40)

= P sin
jπvt

l
−m

∂ 2u(vt, t)

∂ t 2

∫ l

0
δ(x − vt) sin

jπx

l
dx .Obli
zamy 
aªk� zawieraj¡
¡ w powy»szym równaniu delt� Dira
a

∫ l

0
δ(x− vt) sin

jπx

l
dx = sin

jπvt

l
. (7.41)Rozpatrzmy teraz rozwini�
ie przyspieszenia (7.40) z uwzgl�dnieniem (7.41).
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N
j2 π2

l2
V (j, t) + ρA V̈ (j, t) =

= P sin
jπvt

l
− 2m

l

∞∑

k=1

V̈ (k, t) sin
kπvt

l
sin

jπvt

l
−

− 2m

l

∞∑

k=1

2kπv

l
V̇ (k, t) cos

kπvt

l
sin

jπvt

l
+

+
2m

l

∞∑

k=1

k2π2v2

l2
V (k, t) sin

kπvt

l
sin

jπvt

l
.

(7.42)
Ostate
znie równanie ru
hu po transforma
ji Fouriera mo»na przedstawi¢nast�puj¡
o
ρAV̈ (j, t) + α

∞∑

k=1

V̈ (k, t) sinωkt sinωjt+ 2α

∞∑

k=1

ωk V̇ (k, t) cosωkt sinωjt+

+ Ω2 V (j, t) − α

∞∑

k=1

ω2
k V (k, t) sinωkt sinωjt = P sinωjt ,(7.43)gdzie

ωk =
kπv

l
, ωj =

jπv

l
, Ω2 = N

j2π2

l2
, α =

2m

l
. (7.44)Anality
zne rozwi¡zanie powy»szego ukªadu równa« prakty
znie jest nie douzyskania. Dalsze obli
znia wykonujemy numery
znie. Równanie (7.43)mo»na zapisa¢ w posta
i ma
ierzowej. Ma
ierze M, C and K s¡ ma
ie-rzami kwadratowymi (j, k = 1...n)

M




V̈ (1, t)

V̈ (2, t)...
V̈ (n, t)


+ C




V̇ (1, t)

V̇ (2, t)...
V̇ (n, t)


+ K




V (1, t)
V (2, t)...
V (n, t)


 = P (7.45)lub

MV̈ + CV̇ + KV = P , (7.46)
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homegdzie
M =




ρA 0 · · · 0
0 ρA · · · 0... ... . . . ...
0 0 · · · ρA


+ (7.47)

+ α




sin 1πvt
l sin 1πvt

l sin 1πvt
l sin 2πvt

l · · · sin 1πvt
l sin nπvt

l

sin 2πvt
l sin 1πvt

l sin 2πvt
l sin 2πvt

l · · · sin 2πvt
l sin nπvt

l... ... . . . ...
sin nπvt

l sin 1πvt
l sin nπvt

l sin 2πvt
l · · · sin nπvt

l sin nπvt
l



,

C=2α




1πv
l sin 1πvt

l cos 1πvt
l · · · nπv

l sin 1πvt
l cos nπvt

l

1πv
l sin 2πvt

l cos 1πvt
l · · · nπv

l sin 2πvt
l cos nπvt

l... . . . ...
1πv

l sin nπvt
l cos 1πvt

l · · · nπv
l sin nπvt

l cos nπvt
l



, (7.48)

K =




12π2

l2 N 0 · · · 0

0 22π2

l2
N · · · 0... ... . . . ...

0 0 · · · n2π2

l2
N



− (7.49)

− α




12π2v2

l2
sin 1πvt

l sin 1πvt
l · · · n2π2v2

l2
sin 1πvt

l sin nπvt
l

12π2v2

l2 sin 2πvt
l sin 1πvt

l · · · n2π2v2

l2 sin 2πvt
l sin nπvt

l... . . . ...
12π2v2

l2
sin nπvt

l sin 1πvt
l · · · n2π2v2

l2
sin nπvt

l sin nπvt
l



,

P = P




sin 1πvt
l

sin 2πvt
l...

sin nπvt
l



. (7.50)Po obli
zeniu wspóª
zynników V (j, t) wyzna
zamy przemiesz
zenia struny(7.37), b�d¡
e rozwi¡zaniem równania (7.34). Uzyskujemy rozwi¡zanie wa»new peªnym zakresie pr�dko±
i v > 0, równie» v > c. Mo»na wyzna
zy¢ prze-miesz
zenia w funk
ji 
zasu w dowolnym punk
ie przestrzeni. Zeruj¡
 g�sto±¢masy ρ = 0 w (7.48) otrzymujemy rozwi¡zanie drga« struny bezmasowej.
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n=100Rysunek 7.8: Zbie»no±¢ szeregu trygonometry
znego przy v = 0.2c.

7.1.2. Wyniki obliczeńRozwi¡zanie póªanality
zne uzyskuje si� przy umiarkowanej zbie»no±
i sze-regu stanowi¡
ego rozwi¡zanie (rys. 7.8). Ozna
zmy przez c pr�dko±¢ pro-paga
ji fali w nieob
i¡»onej mas¡ strunie: c2 = N/ρA. Nast�pne wykresypokazuj¡ pionowe przemiesz
zenia struny u odniesione do ugi�
ia staty
z-nego u0 punktu w ±rodku rozpi�to±
i. Zauwa»amy, »e ju» pierwszy wyrazdaje stosunkowo dokªadne rozwi¡zanie. Trzy do pi�
iu wyrazów wystar
zado uzyskania du»ej dokªadno±
i do 
elów in»ynierski
h. Nale»y jedno
ze±niepodkre±li¢, »e wy»sza pr�dko±¢ masy, np. 0,9c lub 1,0c wymaga nawet stui wi�
ej wyrazów szeregu, przy jedno
ze±nie krótkim kroku 
aªkowania rów-nania ró»ni
zkowego. Powodem jest nie
i¡gªo±¢ rozwi¡zania i skok warto±
iw pobli»u ko«
owej podpory. Rys. 7.9 przedstawia wykresy przy ró»ny
hwaro±
ia
h pr�dko±
i v.Bardziej sz
zegóªowo wyniki obli
ze« uwido
zniono na rys. 7.10. Do-strze
 mo»na ostre linie obrazuj¡
e 
zoªo fali oraz trajektori� masy. Wi-do
zne s¡ te» linie stanowi¡
e 
zoªo fali odbitej od podpory oraz od samejmasy. Dokªadniej zjawiska falowe pokazano na wy
inka
h wykresów, uka-zuj¡
y
h ostatni¡ faz� przejazdu masy (rys. 7.11). Zobrazowany ru
h masy
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0.6
0.7
0.8
0.9
1.0Rysunek 7.9: Przemiesz
zenia masowej struny wyzna
zone póªanality
znie.z pr�dko±
i¡ nadd¹wi�kow¡ odbywa si� zgodnie ze zjawiskiem �zy
znym.Przemiesz
zenia pionowe masy s¡ zerowe. Na rys. 7.12 przedstawiono wy-kres przemiesz
ze« struny w punk
ie pod mas¡ przy pr�dko±
i v = 1, 05c.Pokazano zbie»no±¢ rozwi¡zania póªanality
znego do warto±
i zerowej wrazze wzrostem li
zby wyrazów szeregu.Wyniki rozwi¡za« póªanality
zny
h posªu»¡ w rozdziaªa
h 7.2 i 7.3 doporówna« wyników uzyskany
h w peªni numery
znie, z wykorzystaniem dys-kretyza
ji przestrzennej struny.

7.1.3. Nieciągłość rozwiązaniaNie
i¡gªo±
i rozwi¡zania po±wi�
imy tu nie
o uwagi. Przeanalizujmy �-zy
zn¡ natur� skoków rozwi¡zania w okoli
y ko«
owej podpory. Najprostszewytªuma
zenie opiera si� na analizie równowagi siª (rys. 7.13). Pami�tamy,»e podstawowym zaªo»eniem po
zynionym przy tworzeniu równania ró»ni
z-kowego jest staªa warto±¢ siªy na
i¡gu struny N . Co wi�
ej, pozioma siªadziaªaj¡
a na punkt masowy i utrzymuj¡
a staª¡ pr�dko±¢ jazdy v musi zo-sta¢ uwzgl�dniona w równania
h równowagi siª. Ostatni od
inek pokonywa-nej drogi d przebywany jest w 
zasie d/v. W tym 
zasie masa m musi zosta¢
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v = 1.0c v = 1.2cRysunek 7.11: Ko«
owa faza przejazdu masy przy pr�dko±
i v=0,2c, 0,5c, 1,0ci 1,2c.uniesiona z wysoko±
i −uB do wysoko±
i 0. Je±li uB jest zna
zne, punktmasowy winien dozna¢ zna
znego przyspieszenia. W efek
ie pojawia si� siªa
F ∼ umv2/d2. Mo»e ona przewy»sza¢ warto±¢ na
i¡gu N , a to jest sprze
znez zaªo»eniami o maªy
h przemiesz
zenia
h (∂u/∂x)2 ≪ 1.Niezale»nie od powy»szej argumenta
ji mo»emy dowie¹¢ nie
i¡gªo±
i roz-wi¡zania drog¡ matematy
zn¡. W tym przypadku rozwa»ymy przypadekstruny bezmasowej oraz masowej.Zajmijmy si� najpierw przypadkiem struny bezmasowej. Rozwi¡zanieprzedstawione jest w posta
i sumy (7.30)

y(τ) =
4α

α − 1
τ (τ − 1)

∞∑

k=1

k∏

i=1

(a+ i− 1)(b + i− 1)

c+ i− 1

τk

k!
, (7.51)
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v
N

N

B

uB

m

d

P+mu
..Rysunek 7.13: Ko«
owy etap ru
hu masy.gdzie τ = vt/l > 0 jest parametrem 
zasu, a α = Nl/(2mv2) > 0 okre±laparametr bezwymiarowy. Parametry a, b i c zapisane s¡ poni»ej:

a1,2 =
3 ±

√
1 + 8α

2
b1,2 =

3 ∓
√

1 + 8α

2
c = 2 . (7.52)
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Rysunek 7.14: Wykres trajektorii masy poruszaj¡
ej si� po strunie bezmasowej(7.53).Przy α = 1 rozwi¡zanie ma zamkni�t¡ posta¢:
u(τ) =

[
4

3
τ(1 − τ) − 4

3
τ (1 + 2τ ln(1 − τ) + 2 ln(1 − τ))

]
. (7.53)Na rys. 7.14 przedstawiono wykres funk
ji (7.53) wraz z krzyw¡ uzyskan¡z rozwi¡zania póªanality
znego przy odpowiednio dobrany
h parametra
h.Przy x = l widzimy nie
i¡gªo±¢ trajektorii masy. Spójrzmy na przypadek

α = 1. Na rys. 7.15 widzimy wpªyw li
zby wyrazów w rozwi¡zaniu na do-kªadno±¢ wyniku w pobli»u ko«
owej podpory. Mo»emy zbada¢ rozwi¡zanieopisane równaniem (7.51). Korzystaj¡
 z kryterium Rabbego i post�puj¡
w sposób opisany w [64℄ dowodzimy, »e rozwi¡zanie przy τ → 1 jest sko«-
zone i wi�ksze od zera (przy P > 0). Co wi�
ej, po
hodna rozwi¡zania
lim

τ→1−
dy/dτ = ∞.Te same wªasno±
i obserwujemy w przypadku struny masowej. Niestety,nie potra�my tego udowodni¢ matematy
znie. Porównanie przypadku bez-masowej i masowej struny przedstawia rys. 7.16. Wyniki struny masowejuzyskano przy m/ρAl = 1. W przypadku maªy
h warto±
i m/ρAl parykrzywy
h niemal si� pokrywaj¡. Zbie»no±¢ do rozwi¡zania nie
i¡gªego wrazze zwi�kszaniem dokªadno±
i rozwi¡zania równania ró»ni
zkowego obrazujerys. 7.17.
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Rysunek 7.16: Porównanie trajektorii 
z¡stki masowej poruszaj¡
ej si� po struniebezmasowej i masowej.
7.1.4. Uwagi końcoweRozwa»ania doty
z¡
e nie
i¡gªo±
i trajektorii masy nie pozwalaj¡ dowie¹¢nie
i¡gªo±
i struny. Ksztaªtu struny, zarówno bezmasowej jak i masowej,nie mo»emy wyzna
zy¢ anality
znie. Mo»emy jedynie spodziewa¢ si� takiejnie
i¡gªo±
i na podstawie wyników numery
zny
h. Na i
h podstawie jedno-zna
znie mo»na powiedzie¢, »e w okoli
y podpory ko«
owej, w 
hwili zbli-
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Rysunek 7.17: Zbie»no±¢ trajektorii ru
hu masy do rozwi¡zania nie
i¡gªego przyrosn¡
ej li
zbie wyrazów szeregu.»ania si� do niej masy, linia ugi�
ia przyjmuje ksztaªt o du»ym na
hyleniu.Na
hylenie to ro±nie do niesko«
zono±
i wraz ze zwi�kszaniem dokªadno±
iobli
ze«. Rozwi¡zania 
i¡gªe uzyskuje si� jedynie w przypadku trywialnym
m = 0.Rozpatrzyli±my drgania w zakresie maªy
h przemiesz
ze«. Dowodzenienie
i¡gªo±
i trajektorii masy w zastosowania
h in»ynierski
h ma maªe zna
ze-nie, 
ho¢ w prakty
e obserwuje si� efekt du»y
h skoków poªo»enia ob
i¡»eniainer
yjnego. Ma to miejs
e na ko«
a
h pªyt drogowy
h oraz przy sªupa
hpodtrzymuj¡
y
h trak
j� elektry
zn¡ na kolei. Pokazane zjawisko jest jed-nak fundamentalne, kiedy opra
owujemy poprawne s
hematy numery
zne.W takim przypadku o
zekujemy, by rozwi¡zanie numery
zne w peªnym za-kresie pr�dko±
i pokrywaªo si� z rozwi¡zaniem anality
znym.
7.2. Klasyczny opis numeryczny ruchomej masyJak ju» wspomnieli±my w
ze±niej, numery
zne rozwi¡zania problemów z ru-
hom¡ mas¡ spotykane w literaturze s¡ niepoprawne. W przypadku dyna-miki belek bª�dne sformuªowania numery
zne objawiaj¡ si� w posta
i liniiugi�
ia i trajektorii masy zna
znie odbiegaj¡
y
h od poprawny
h. Wynika to
z�±
iowo z paraboli
znego 
harakteru równania drga« belki. W przypadku
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vt/LRysunek 7.18: Rozbie»no±¢ rozwi¡zania metod¡ elementów sko«
zony
h.równania drga« struny, 
zysto hiperboli
znego, naj
z�±
iej rozwi¡zania s¡rozbie»ne. Przykªadem bª�dnego, rozbie»nego rozwi¡zania mo»e by¢ zasto-sowanie opisanej w pra
y [68℄ metody do analizy drga« struny ob
i¡»onej ja-d¡
¡ mas¡ (rys. 7.18). Zastosowano w obli
zenia
h metod� elementów sko«-
zony
h wraz z metod¡ Newmarka do 
aªkowania w 
zasie. Uwzgl�dniono
zªony wynikaj¡
e z dwukrotnego ró»ni
zkowania przemiesz
zenia w ukªadziezwi¡zanym z poruszaj¡
¡ si� mas¡. Podej±
ie to �guruje w literaturze jakorozwi¡zanie Renaudot. Odpowiednie 
zªony maj¡ 
harakter przyspieszenialiniowego, przyspieszenia Coriolisa oraz przyspieszenia od±rodkowego. Trud-no±
i w numery
znym modelowaniu zada« z ru
hom¡ mas¡ potwierdzaj¡ ko-mer
yjne pakiety do symula
ji komputerowy
h. Jak dot¡d nie mo»na z i
hpomo
¡ dokona¢ odpowiedniej analizy numery
znej.Zde
ydowanie bezpie
zniejsze jest zast¡pienie staªego 
o do warto±
i ob-
i¡»enia iner
yjnego (rys. 7.19a) ukªadem dwó
h ustrojów: wa»kiej strunyoraz poruszaj¡
ego si� po niej os
ylatora (rys. 7.19b). Zwi�kszaj¡
 sztyw-no±¢ spr�»yny zbli»amy nasz ukªad do ukªadu podstawowego. Analiz� nu-mery
zn¡ mo»na wykona¢ jedn¡ z wielu metod dyskretyza
ji równa« ró»-ni
zkowy
h. Tu do zmiennej przestrzennej zastosowano metod� elementówsko«
zony
h, a do 
zasu metod� Newmarka oraz metod� ró»ni
 
entralny
h.Podstawowy algorytm polega na krokowym 
aªkowaniu równania ró»ni
z-kowego ru
hu ka»dego z ukªadów oddzielnie. W ka»dym kroku 
zasowymnajpierw uzyskuje si� przemiesz
zenia i pr�dko±
i w�zªów struny. Nast�p-
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Rysunek 7.19: S
hemat ukªadu podstawowego (a) i ukªadu zast�p
zego (b).nie warto±¢ przemiesz
zenia lub pr�dko±
i w punk
ie kontaktu os
ylatorai struny staje si� warunkiem brzegowym rozwi¡zania równania ru
hu os
y-latora, przyj�tego jako ukªad o dwó
h stopnia
h swobody. Reak
ja ukªaduw punk
ie kontaktu jest z kolei siª¡ ob
i¡»aj¡
¡ strun�. Itera
yjna poprawawyników pozwala uzyska¢ ko«
owe rozwi¡zanie w danym kroku 
zasowym.Mo»liwe s¡ dwa podej±
ia: pr�dko±
iowe i przemiesz
zeniowe. W pierw-szym przypadku pr�dko±¢ punktu struny pod os
ylatorem ob
i¡»a os
yla-tor poprzez warunek brzegowy. Zgodno±¢ przemiesz
ze« w tym przypadkujest speªniona jako suma przyrostów przemiesz
ze« wynikaj¡
y
h z krokowozmiennej pr�dko±
i. W drugim przypadku zgodno±¢ ta wynika bezpo±rednioze zgodno±
i zadawany
h przemiesz
ze«, jako warunków brzegowy
h. Wynikiobu podej±¢ pokazano na rysunka
h 7.20. Podstawow¡ spraw¡ jest zadanieodpowiednio wysokiej sztywno±
i os
ylatora. Przy niskiej warto±
i ukªadzast�p
zy mo
no odbiega od ukªadu podstawowego. Przy wysokiej warto-±
i wspóª
zynnika k0 ukªad jest ¹le uwarunkowany i itera
yjne równowa»eniesiªy kontaktowej mo»e nie by¢ zbie»ne. Rys. 7.21 pokazuje zmiany trajektoriiprzy rosn¡
ej warto±
i k0. Nale»y tu podkre±li¢ konie
zno±¢ wielokrotnegorozwi¡zywania zadania w pojedyn
zym kroku 
zasowym. Niepewna jest te»zbie»no±¢ rozwi¡zania itera
yjnego. Z tego wzgl�du taka droga post�powanianie jest zale
ana.
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Rysunek 7.20: Trajektorie ru
hu masy przy ró»nej pr�dko±
i przejazdu: sprz�»e-nie pr�dko±
iowe (górny wykres) i sprz�»enie przemiesz
zeniowe (dolny wykres).
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Rysunek 7.21: Zmiana trajektorii ru
hu punktu struny przy rosn¡
ej sztywno±
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i 0,3
 i 0,5
.
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7.3. Element czasoprzestrzenny struny niosący masęOstatni 
zªon δ(x− vt)m d 2u(vt, t)/d t 2 w równaniu (7.1) opisuje ru
homeob
i¡»enie iner
yjne. Wyra»enie d 2u(vt, t)/d t 2 jest pionowym przyspiesze-niem masy oraz jedno
ze±nie przyspieszeniem struny w punk
ie styku masyze strun¡ (tj. x = x0 + vt). Przyspieszenie masy ∂ 2u(vt, t)/∂ t 2 poruszaj¡-
ej si� ze staª¡ pr�dko±
i¡ v, zgodnie ze wzorem Renaudota (przedstawiaj¡-
ego w zasadzie po
hodn¡ zupeªn¡), daje w wyniku trzy 
zªony:d2u(vt, t)dt2 =

∂2u(x, t)

∂t2

∣∣∣∣
x=vt

+ 2v
∂2u(x, t)

∂x∂t

∣∣∣∣
x=vt

+ v2 ∂
2u(x, t)

∂x2

∣∣∣∣
x=vt

.(7.54)W ten sposób mo»emy wydzieli¢ 
zªon odpowiadaj¡
y form¡ przyspieszeniupoprze
znemu, przyspieszeniu Coriolisa oraz przyspieszeniu od±rodkowemu.W metodzie 
zasoprzestrzenny
h elementów sko«
zony
h tworzymy rów-nania zale»ne od pr�dko±
i. Przyspieszenie masy d 2u(vt, t)/d t 2 równie» jestuzale»niane od pr�dko±
i:
∂2u(vt, t)

∂t2
=

∂v(x, t)

∂t

∣∣∣∣
x=vt

+ v
∂v(x, t)

∂x

∣∣∣∣
x=vt

+ v
ddt [ ∂u(x, t)∂x

∣∣∣∣
x=vt

]
.(7.55)Pierwszy 
zªon po prawej stronie, po pomno»eniu przez m, okre±la rze
zywi-ste siªy bezwªadno±
i, a drugi wyra»a siªy podobne do siª tªumienia. W ko«-
owej fazie analizy uzyskujemy trzy wynikowe ma
ierze odpowiedzialne zasiªy poprze
zne (ma
ierz ma posta¢ ma
ierzy bezwªadno±
i), siªy tªumienia(ma
ierz po pomno»eniu przez wektor pr�dko±
i odpowiada sile Coriolisa).Ostatnia, trze
ia ma
ierz, po pomno»eniu przez wektor pr�dko±
i okre±la siªypoten
jalne, odpowiadaj¡
e sile od±rodkowej oraz siªy w�zªowe na po
z¡tkukroku 
aªkowania h.Wykorzystajmy powy»sze rozwa»ania do numery
znej analizy 
zªonu okre-±laj¡
ego bezwªadno±¢ masy w równaniu (7.1). Przy wyzna
zaniu ma
ierzyelementu przenosz¡
ego mas� skupion¡ wykorzystujemy identy
zne kroki jakw przypadku samej struny. Caªkujemy 
zªon bezwªadno±
i

∫ h

0

∫ b

0
N∗mδ(x− vt)

d 2u(x0 + vmt, t)d t 2
dxdt . (7.56)Wykorzystujemy liniow¡ interpola
j� pr�dko±
i (4.114). Pr�dko±¢ wirtualn¡
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Rysunek 7.22: Trajektoria masy w elemen
ie 
zasoprzestrzennym.
v∗ przyjmujemy w nast�puj¡
ej posta
i:

v∗(x, t) = N∗ q̇p = δ(t− αh)

[
1 − x

b
x
b

]
q̇p . (7.57)W wyniku konsekwentnego 
aªkowania uzyskujemy dwie ma
ierze: ma
ierzbezwªadno±
i poprze
znej poruszaj¡
ej si� masy Mm

Mm =
m

h

[
− (1 − κ)2 −κ (1 − κ)

−κ (1 − κ) −κ2

∣∣∣∣∣
(1 − κ)2 κ (1 − κ)

κ (1 − κ) κ2

]
, (7.58)w której κ = (x0 + vαh)/b, x0 jest poªo»eniem po
z¡tkowym masy w ele-men
ie 
zasoprzestrzennym w 
hwili t = t0 (rys. 7.22) i ma
ierz ru
homejmasy w posta
i ma
ierzy tªumienia Cm

Cm =
mv

b

[
− (1 − κ) (1 − β) (1 − κ) (1 − β)

−κ (1 − β) κ (1 − β)

∣∣∣∣∣
− (1 − κ) β (1 − κ) β

−κβ κβ

]
.(7.59)Rozpatrzmy teraz wkªad przemiesz
ze« po
z¡tkowy
h na kroku h. Caªku-jemy przez 
z�±
i pra
� wirtualn¡

v2

∫ h

0

∫ b

0
v∗
∂2u0

∂x2
dxdt = −v2

∫ h

0

∫ b

0

∂v∗

∂x

∂u0

∂x
dxdt . (7.60)Przemiesz
zenia lewego i prawego ko«
a wyra»one s¡ przez pr�dko±
i uL =

u0
L + h[βv1 + (1 − β)v3] i uR = u0

R + h[βv2 + (1 − β)v4]. Mo»emy wi�
wyzna
zy¢ potrzebne odksztaª
enia du0/dxdu0dx =
uR − uL

b
=
u0

R − u0
L

b
+
h

b
[−βv1 +βv2−(1−β)v3 +(1−β)v4] . (7.61)
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ierz Km b�dzie wi�
 ma
ierz¡ sztywno±
i
Km =

hmv2
m

b2

[
β −β
−β β

∣∣∣∣∣
1 − β −(1 − β)

−(1 − β) 1 − β

]
. (7.62)Czªon (u0

R − u0
L)/b w równaniu (7.61) daje w wyniku siªy w�zªowe e w war-stwie 
zasoprzestrzennej.

7.3.1. Wyniki obliczeń numerycznychWyniki przykªadowy
h obli
ze«, uzyskane metod¡ elementów 
zasoprzestrzen-ny
h mog¡ by¢ porównane z wynikami póªanality
znymi. W
ze±niejsze roz-wa»ania (rozdz. 7.1.1) pokazaªy nam spe
y�k� równania ró»ni
zkowego wy-korzystywanego do opisu maªy
h przemiesz
ze« konstruk
ji pod ru
homymob
i¡»eniem iner
yjnym oraz jego 
harakterysty
zne wªasno±
i. W dalszy
htesta
h struna zostaªa podzielona na 200 od
inków przestrzenny
h. Przy-j�to krok 
zasowy równy b/40vm. Ozna
za to, »e przejazd od
inka mi�dzydwoma kolejnymi w�zªami odbywa si� w 
zasie 40 kroków 
zasowy
h. Wynikiotrzymane matod¡ elementów 
zasoprzestrzenny
h pokazuj¡ rysunki 7.23.Mo»emy równie» przeprowadzi¢ obli
znia przy wi�kszej pr�dko±
i jazdy
v. Rys. 7.24 przedstawia przemiesz
zenia przy 0, 9 ≤ v/c ≤ 1, 2. Zauwa-»amy dobr¡ zbie»no±¢ trajektorii ru
hu masy do warto±
i zerowej przy v > c.Równie» inne przykªady obli
zeniowe dowodz¡ skute
zno±
i metody nume-ry
znej. Porównania przemiesz
ze« wybrany
h, ustalony
h punktów strunyw 
zasie wykazuj¡ jesz
ze lepsz¡ zbie»no±¢ z wynikami anality
znymi.Na podstawie obserwa
ji wyników numery
zny
h mo»emy stwierdzi¢, »eprzy maªy
h pr�dko±
ia
h przejazdu do 
elów in»ynierski
h poruszaj¡
y si�punkt masowy mo»emy zast¡pi¢ os
ylatorem. Nie mo»emy natomiast stoso-wa¢ uprosz
zonego rozkªadu masy na s¡siednie w�zªy siatki metody elemen-tów sko«
zony
h lub 
zasoprzestrzenny
h elementów sko«
zony
h, wedªugrys. 7.4. Przy wy»szy
h pr�dko±
ia
h ru
hu mo»emy stosowa¢ jedynie s
he-maty numery
zne wyprowadzone poprawnie z równa« ró»ni
zkowy
h ru
hu.Nie mo»na w prosty sposób wyrazi¢ przyspieszenia d2u/dt2 w punk
ie x = vtodpowiednimi po
hodnymi i w ten sposób zmody�kowa¢ opis krokowy s
he-mat 
aªkowania równania ru
hu.
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h przy α=0,5 (rysunek górny) oraz przy α=1,0(rysunek dolny) porównane z wynikami metody póªanality
znej.
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7.4. Belka pod obciążeniem ruchmym - metoda półanalitycznaRu
h belki Bernoulliego-Eulera ob
i¡»onej ru
hom¡ mas¡ opisuje równanie
EI

∂4u(x, t)

∂x4
+ ρA

∂2u(x, t)

∂t2
= δ(x−vt)P − δ(x−vt)m∂2u(vt, t)

∂t2
, (7.63)z warunkami brzegowymi

u(0, t) = 0 , u(l, t) = 0 ,
∂ 2u(x, t)

∂ x 2

∣∣∣∣
x=0

= 0 ,
∂2u(x, t)

∂x 2

∣∣∣∣
x=l

= 0(7.64)i warunkami po
z¡tkowymi
u(x, 0) = 0 ,

∂u(x, t)

∂t

∣∣∣∣
t=0

= 0 . (7.65)Stosujemy transforma
j� Fouriera podobnie jak w przypadku równania strunyi otrzymujemy nast�puj¡
¡ posta¢ ko«
ow¡
V̈ (j, t) + α

∞∑

k=1

V̈ (k, t) sinωkt sinωjt + 2α

∞∑

k=1

ωkV̇ (k, t) cos ωkt sinωjt+

+ Ω2V (j, t) − α

∞∑

k=1

ω2
kV (k, t) sinωkt sinωjt =

P

ρA
sinωjt , (7.66)gdzie

ωk =
kπv

l
, ωj =

jπv

l
, Ω2 =

EI

ρA

j4π4

l4
, α =

2m

ρAl
. (7.67)Równanie (7.66) nie daje si� rozwi¡za¢ anality
znie. Tu równie» posiªku-jemy si� numery
znym 
aªkowaniem wynikowego ma
ierzowego równaniaró»ni
zkowego

M




V̈ (1, t)

V̈ (2, t)...
V̈ (n, t)


+ C




V̇ (1, t)

V̇ (2, t)...
V̇ (n, t)


+ K




V (1, t)
V (2, t)...
V (n, t)


 = P . (7.68)W skró
onej formie mo»na to zapisa¢ nast�puj¡
o:

MV̈ + CV̇ + KV = P . (7.69)
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zna 213W przypadku belki Timoshenki post�pujemy podobnie jak w przypadkubelki Bernoulliegi-Eulera. Równanie ró»ni
zkowe doprowadzamy do ma
ie-rzowego równania
Γ

¨̈
V + U

˙̈
V + MV̈ + CV̇ + KV = P . (7.70)Równie» w tym przypadku etap ko«
owy obli
ze« jeste±my zmuszeni reali-zowa¢ numery
znie. Na rys. 7.25 i 7.26 przedstawiono przemiesz
zenia belkiTimoshenki pod ru
homym ob
i¡»eniem, w przypadku dwó
h ró»ny
h zesta-wów dany
h materiaªowy
h.

7.4.1. Klasyczny model numeryczny belkiBelka jest drugim typem konstruk
ji poddanej ob
i¡»eniu ru
homemu. Nie-mal wszystkie obli
zenia numery
zne wykonywane obe
nie wykorzystuj¡ ma-
ierze metody sztywno±
i (obe
nie zali
zanej do metody elementów sztyw-no±
i). Model numery
zny belki Eulera jest stosunkowo prosty. Belka Ti-moshenki ulega dodatkowo odksztaª
eniom posta
iowym i jej opis jest nie
obardziej zªo»ony. Oba opisy, w zale»no±
i od potrzeb, wykorzystuje si� sku-te
znie w obli
zenia
h symula
yjny
h.
Belka EuleraW przypadku ob
i¡»enia bezmasowego bez trudu mo»na wykorzysta¢ kla-sy
zny opis metody elementów sko«
zony
h. W 
ela
h porz¡dkowy
h poda-jemy ma
ierz sztywno±
i elementu

K =




12 EI
L3

6EI
L2 −12 EI

L3

6EI
L2

4EI
L −6EI

L2
2EI
L

12 EI
L3 −6EI

L2

(sym.) 4EI
L



, (7.71)oraz ma
ierz bezwªadno±
i

M =
ρAL

420




156 22L 54 −13L
4L2 13L −3L2

156 −22L
(sym.) 4L2


 . (7.72)Przykªadowe obli
zenia wykonano przy prostym rozwini�
iu przyspieszeniapoprze
znego masy wzgl�dem zmiennej x = vt. Rys. 7.27 przedstawia wykres
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Rysunek 7.25: Symula
ja przemiesz
ze« belki Timoshenki ob
i¡»onej ru
hom¡ mas¡ przy pr�dko±
i v=0,1, 0,4, 0,7 i 1,0(pr�dko±¢ fali ±
inania =0,63, pr�dko±¢ fali zginania = 1,00)
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Rysunek 7.26: Symula
ja przemiesz
ze« belki Timoshenki ob
i¡»onej ru
hom¡ mas¡ przy pr�dko±
i v=0,1, 0,4, 0,7 i 1,0.
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Rysunek 7.27: Przemiesz
zenia pionowe ±rodka prz�sªa odniesione do ugi�
iastaty
znego w0.ugi�
ia ±rodka belki pod ob
i¡»eniem iner
yjnym, poruszaj¡
ym si� z pr�d-ko±
i¡ v. Pr�dko±¢ wyra»ona jest przez parametr αm = vL/π ·
√
ρA/EI .Rys. 7.28 ukazuje ugi�
ia pod jad¡
¡ mas¡. Wyniki te nie odpowiadaj¡ ±
i-±le rozwi¡zaniom anality
znym.

Belka TimoshenkiModel Timoshenki dopusz
za udziaª siª poprze
zny
h w deforma
ji przekrojupoprze
znego belki. Powoduj¡ one obrót powierz
hni normalnej do osi belki.W modelu Timoshenki u±rednia si� wpªyw siª ±
inaj¡
y
h w przekroju po-prze
znym. Odksztaª
enie posta
iowe ma warto±¢ γ = θ −w,x i jest ró»ni
¡mi�dzy k¡tem obrotu powierz
hni normalnej i na
hylenia osi oboj�tnej. Caª-kowita energia odksztaª
enia wyra»ana jest dwoma niezale»nymi funk
jami
w(x) i θ(x). Energi� opisuje funk
jonaª

Π =

∫ L

0
1/2 EI θ,2x dx+

∫ L

0
1/2 kGA(θ − w,x )2dx−

∫ L

0
qwdx . (7.73)Wspóª
zynnik k uwzgl�dnia poprawk� wynikaj¡
¡ z u±rednienia rozkªaduodksztaª
enia posta
iowego w grubo±
i belki. W przypadku prostok¡tnegoprzekroju poprze
znego wynosi on 5/6. Ma
ierz sztywno±
i, w rozbi
iu na
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Rysunek 7.28: Przemiesz
zenia pionowe punktu pod mas¡, odniesione do ugi�
iastaty
znego w0.
z�±¢ zwi¡zan¡ ze zginaniem Kb i ±
inaniem Ks, ma posta¢ nast�puj¡
¡:
Kb =

EI

2




0 0 0 0
0 1 0 −1
0 0 0 0
0 −1 0 1


 , Ks =

kGh

L




1 L/2 −1 L/2
L3/3 −L/2 L2/6

1 −L/2
(sym.) L2/3


 .(7.74)Caªkowanie wielomianów metod¡ Gaussa (kwadratura Gaussa) polega nazast¡pieniu 
aªki ozna
zonej sum¡ ilo
zynów warto±
i funk
ji pod
aªkowejw odpowiednio dobrany
h w�zªa
h (punkta
h Gaussa) i wag odpowiadaj¡-
y
h tym punktom (
aªo±¢ mno»ona przez dªugo±¢ przedziaªu 
aªkowania).W zale»no±
i od stopnia 
aªkowanego wielomianu n nale»y dobra¢ odpowied-ni¡ li
zb� punktów Gaussa k:

k ≥ 2n − 1 . (7.75)Z uwagi na blokowanie przemiesz
ze« i przesztywnianie modelu numery
z-nego stosowano zredukowane 
aªkowanie. Polegaªo to na przyj�
iu mniejszejli
zby punktów 
aªkowania kwadratury Gaussa. W literaturze mo»na si� ztym zapozna¢ np. w [154℄.
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7.5. Element belki niosący masęDyskretny element belki, zarówno w klasy
znej metodzie elementów sko«-
zony
h, jak i metodzie elementów 
zasoprzestrzenny
h jest du»o bardziejzªo»ony ni» element struny. Wynika to 
ho¢by z dwukrotnie wi�kszej li
zbystopni swobody elementu belki. Nie udaªo si� dot¡d uzyska¢ konsekwentnegoprzej±
ia od równa« ró»ni
zkowy
h do numery
znego s
hematu 
aªkowaniarównania ró»ni
zkowego metod¡ Newmarka. Suk
es przyniosªo sformuªowa-nie 
zasoprzestrzenne. Przedstawimy je poni»ej.
7.5.1. Elementy czasoprzestrzenne belki Bernoulliego–Eulera niosące masęPami�tamy, »e kapeluszowa funk
ja wirtualna jest staªa w 
zasie i w przy-padku belki Bernoulliego�Eulera (B-E) zapisuje si� j¡ w nast�puj¡
y sposób

v∗m(x, t) =

(
1 − 3

x2

b2
+ 2

x3

b3

)
v3 + . . . ϕ̇3 + . . . v4 + . . . ϕ̇4 . (7.76)Rozpoznajemy tu u»y
ie znany
h funk
ji ksztaªtu do opis przemiesz
ze« (lubpr�dko±
i) za pomo
¡ w�zªowy
h pr�dko±
i liniowy
h oraz w�zªowy
h pr�dko-±
i obrotowy
h. Poni»ej przedstawimy obli
zenia prowadz¡
e do wyzna
ze-nia pierwszego elementu ma
ierzy bezwªadno±
i ru
homej masy Mm w bel
eB-E:

(Mm)11 = −m
h

∫ h

0

∫ b

0
δ(x − x0 − vt)

(
1 − 3

x2

b2
+ 2

x3

b3

)2 dxdt =

= −m
h

∫ h

0

∫ b

0

[
1 − 3

(x0 + vt)2

b2
+ 2

(x0 + vt)3

b3

]2 dxdt . (7.77)Po wprowadzeniu podstawienia
s =

x0 + vt

b
i ds =

v

b
dt , (7.78)otrzymamy

(Mm)11 = −m
h

∫ h

0

(
1 − 3s2 + 2s3

)2 ds =

= −m
h

b

v

(
4

7
s7 − 2s6 +

9

5
s5 + s4 − 2s3 + s

)∣∣∣∣
h

0

. (7.79)
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aªkowaniu powra
amy do zmiennej t
(Mm)11 = −m

h

b

v

[
4

7

(
x0 + vt

b

)7

− 2

(
x0 + vt

b

)6

+
9

5

(
x0 + vt

b

)5

+

+

(
x0 + vt

b

)4

− 2

(
x0 + vt

b

)3

+
x0 + vt

b

]∣∣∣∣∣

h

0

. (7.80)Uwzgl�dniaj¡
 grani
e 
aªkowania, otrzymujemy jeden z elementów ma
ierzybezwªadno±
i ru
homej masy Mm

(Mm)11 = − m

560b6
[
560b6

(
4κ6 − 12κ5 + 9κ4 + 4κ3 − 6κ2 + 1

)
+

+ 280b4v2h2
(
10κ4 − 20κ3 + 9κ2 + 2κ− 1

)
+

+21b2v4h4
(
20κ2 − 20κ + 3

)
+ 5v6hh

]
,

(7.81)
gdzie

κ =
x0 + vh/2

b
. (7.82)Posta¢ ma
ierzy Mm, Cm i Km odpowiedzialny
h za opis ru
homej masyzostaªy zamiesz
zone w dodatku A. Musimy pami�ta¢, »e trzy pierwsze ma-
ierze ª¡
z¡ wektory pr�dko±
i w dwó
h nast�puj¡
y
h po sobie 
hwila
h.Skªadaj¡ si� one z dwó
h kwadratowy
h podma
ierzy: lewej i prawej. �¡
z-nie maj¡ one wymiar s× 2s, gdzie s jest li
zb¡ stopni swobody w w�¹lebadanej struktury. Ma
ierz Em ma wymiar s×s. Wszystkie ma
ierze przed-stawione w dodatku doty
z¡ masy m = 1, wi�
 musz¡ by¢ mno»one przezrze
zywist¡ mas� m. Wprowadzono równie» ozna
zenia ξ = vh/b i κ danewzorem (7.82). Otrzymane rozwi¡zania numery
zne (rys. 7.29) s¡ identy
znez wynikami podej±
ia póªanality
znego z rozdziaªu 7.4.
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v=0,5Rysunek 7.29: Trajektorie ru
hu masy poruszaj¡
ej si� po bel
e B�E przy ró»-ny
h pr�dko±
ia
h v, uzyskane numery
znie z zastosowaniem kapeluszowy
h funk
jiwirtualny
h.

7.6. O rozwiązaniu numerycznym równań ruchu belki

TimoshenkiRó»ni
zkowe równanie ru
hu belki Timoshenki w formie jednego równania(7.63) ma bardzo powa»n¡ wad�, ze wzgl�du na numery
zne podej±
ie me-tod¡ 
zasoprzestrzenn¡. Wad¡ t¡ jest 
zwarta po
hodna wzgl�dem 
zasu
t. Poniewa» 
zas w rze
zywistej funk
ji ksztaªtu ma rozkªad liniowy, niemamy mo»liwo±
i dyskretnego przedstawienia tej po
hodnej. Konie
zne jestprzeprowadzenie analizy belki Timoshenki w przypadku, gdy równanie ru
huprzedstawione jest w posta
i dwó
h równa« sprz�»ony
h ze sob¡ wzgl�demprzemiesz
ze« i k¡tów. Zagadnienie ru
homego ob
i¡»enia bezwªadno±
io-wego poruszaj¡
ego si� po bel
e Timoshenki jest problemem samym w sobie.Ze wzgl�du na sw¡ zªo»ono±¢ nie zostanie przedstawiony w niniejszej pra
y.



Rozdział 8

Zagadnienia kontaktoweKontakt to
zny jest sz
zególnym przypadkiem me
haniki kontaktu i po-jawia si� w wielu zastosowania
h te
hni
zny
h: kontakt koªa kolejowegoz szyn¡, opony w drog¡ (rys. 8.1), ªo»yska to
zne, wal
owanie. Zna
zeniezagadnienia kontaktu to
znego podkre±lano w pra
a
h Johnsona [92, 93℄,Kalkera [99, 100, 101℄, Knothego [79, 119, 162℄ i wielu inny
h. Jednostronnewarunki kontaktu mog¡ by¢ wymuszone na wiele sposobów [115℄. Spróbu-jemy w skró
ie sklasy�kowa¢ podstawowe metody obli
zeniowe, stosowanew analizie kontaktu 
iaª i poda¢ i
h najbardziej 
harakterysty
zne 
e
hy.Metody wi�zów geometry
zny
h

Rysunek 8.1: Przykªad sta
jonarnej fali w oponie samo
hodowej.221
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Rysunek 8.2: Przybli»one modelowanie oddziaªywania 
iaª przy przybli»onej kon-�gura
ji w przedziale 
zasowym pro
esu deforma
ji.
• Metoda jawna rzutowania.Metoda jest ªatwa w zastosowaniu, le
z nie gwarantuje za
howaniamasy w pro
esie deforma
ji. Nie s¡ znane bezpo±rednio siªy kontaktu.Na konie
 kroku 
zasowego punkt P1, który przenikn¡ª brzeg 
iaªa
S2 jest rzutowany na 
iaªo S2 w punk
ie Q1 i uzyskuje status kon-taktu (rys. 8.2). Pr�dko±¢ normalna ustalana jest jako równa zero.Pr�dko±¢ sty
zna pozostaje nie zmieniona. Kontrolowany jest znaksiª w�zªowy
h. Nale»y stosowa¢ maªy krok 
zasowy w 
elu uzyskaniawymaganej dokªadno±
i.

• Metoda niejawna rzutowania.Metoda za
howuje mas� 
iaªa. Siªy kontaktu nie s¡ bezpo±rednioznane. Pozostawanie punktu w stre�e kontaktu okre±la znak siªy nor-malnej. Metoda ta mo»e by¢ udoskonalona poprzez wprowadzeniezmody�kowany
h ograni
ze« na jednostronne wi�zy geometry
zne [28℄.Wów
zas upodabnia si� do metody funk
ji kary przy wi�za
h geome-try
zny
h w sformuªowaniu pr�dko±
iowym.W kroku 
zasowym sprawdzany jest jednakowy status punktu kon-taktu i punktów swobodnego brzegu. Punkt P1 przenikaj¡
y brzeg
iaªa S2 w kon�gura
ji przybli»onej rzutowany jest na 
iaªo S2 napunkt nale»¡
y do od
inka P1Q1 (rys. 8.2). Od
inek ten wynikaz warunku kontaktu 
iaª S1 i S2 i jest ustalany w sposób przybli»ony
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hwili t0. Punkt P1 uzyskuje status kontaktu. Pr�dko±¢ normalnana ko«
u kroku ustalana jest jako równa zero. Pr�dko±¢ sty
zna mo»ezmienia¢ si� dowolnie. Mo»na wyzna
zy¢ nowe przybli»enie geometriiw 
hwili ko«
owej przedziaªu 
zasu t1. Znak siªy normalnej pozwalaokre±li¢ punkt jako swobodny lub b�d¡
y w kontak
ie. Krok 
zasowymo»e by¢ dªu»szy ni» w warian
ie jawnym metody.Metody funk
ji karySiªa normalna kontaktu wyra»a si� warto±
i¡
Fnij

= ζunji
H(−unji

) ,gdzie H(·) jest funk
j¡ Heaviside'a, a ζ = 1/κ z maª¡ warto±
i¡ κ jest wspóª-
zynnikiem kary.Warunki kontaktu Bu ≥ γ, B � ma
ierz kinematyki warunków brze-gowy
h, γ � wektor po
z¡tkowy
h sz
zelin, speªnione s¡ w sposób przy-bli»ony. Dodawany jest �k
yjny 
zªon energety
zny (
zªon funk
ji kary)
π(u) = π̄(u)+κ[(Bu−γ)T (Bu−γ)], π̄ = 1

2u
TKu−uT f , gdzie κ jest para-metrem funk
ji kary. Interpreta
j¡ �zy
zn¡ κ mo»e by¢ sztywno±¢ �k
yjnejspr�»ynki pomi�dzy dwoma punktami kontaktu. Ostate
znie otrzymuje si�

(K + κBTB)u = f + κBγ.Dobór parametru κ omawiany jest np. w pra
a
h [66, 67℄. Za optymaln¡podano warto±¢ [179℄ κ = k1/
√
nε, gdzie ε � dokªadno±¢ maszyny 
yfrowej(przy której 1+ε > ε), n � li
zba niewiadomy
h, k1 � najmniejsza sztywno±¢elementów b�d¡
y
h w kontak
ie.

• Funk
ja kary naªo»ona na przemiesz
zenia normalne w sformuªowaniuprzemiesz
zeniowym [157℄.Metody te stosuje si� do opisów przyrostowy
h, przy maªy
h przyro-sta
h odksztaª
e«.
• Funk
ja kary naªo»ona na pr�dko±
i normalne w sformuªowaniu pr�d-ko±
iowym.Znajduje zastosowanie w sytua
ji, kiedy punkt utrzymuje si� w kon-tak
ie w wyniku numery
znej niestabilno±
i, pod
zas zmiany statusuw�zªa.
• Funk
ja kary naªo»ona na przemiesz
zenia normalne w sformuªowaniupr�dko±
iowym.
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ze« normalny
h u»ywa si� jedynie do okre±lenia statusu kon-taktu. Obli
za si� je 
aªkuj¡
 pr�dko±¢. Metoda nazywana jest dualn¡metod¡ mi�kkiej penetra
ji (ang. dual soft way method) z uwagi na�zy
zn¡ analogi� za
howania si� 
iaªa, z mo»liwo±
i¡ maªej penetra
ji,propor
jonalnej do siªy normalnej, skierowanej w kierunku prze
iw-nym. Metoda jest wygodna pod warunkiem, »e 
zªon zawieraj¡
y siªykontaktu nie dominuje w funk
jonale energety
znym.Metody mieszane [4, 51, 90℄
• Metoda mno»ników Lagrange'a [88, 48℄.Jest ona sformuªowana jako zadanie minimaliza
ji:

L(v,F∗
n) < L(v,Fn) < L(v∗,Fn) ,gdzie

L(v,Fn) = Φ(v) + 〈Fn,v〉 .
〈Fn,v〉 jest form¡ liniow¡, Φ(v) jest wypukªym funk
jonaªem polapr�dko±
i, Fn jest mno»nikiem Lagrange'a, b�d¡
ym w prakty
e siªanormaln¡.Realizuj¡
 metod� mno»ników Lagrange'a w formie dyskretnej post�-puje si� nast�puj¡
o. Warunki kontaktu Bu ≥ γ dodaje si� do zdyskre-tyzowanej posta
i energii poten
jalnej π(u,Λ) = π̄(u) + Λ(Bu − γ),gdzie Λ jest wektorem mno»ników Lagrange'a. Ostate
znie otrzy-muje si� ukªad równa«

[
K BT

B 0

]{
u

Λ

}
=

{
f

γ

}o rozbudowanej ma
ierzy wspóª
zynników w stosunku do li
zby stopniswobody zadania. Jest on ¹le uwarunkowany. Nieodpowiednia ko-lejno±¢ niewiadomy
h w podma
ierzy ma
ierzy wspóª
zynników mo»eprowadzi¢ do osobliwo±
i. Z tego wzgl�du utrudnione jest stosowa-nie tego podej±
ia do zada« 3�wymiarowy
h. Zbie»no±¢ metody jestzwykle sªaba. Z tego wzgl�du stosuje si� metody powi�kszonego la-grangianu (ang. augmented Lagrangian), który
h zbie»no±¢ jest zde-
ydowanie lepsza.
• Metoda powi�kszonego lagrangianu.Metod� formuªuje si� poprzez dodanie do lagrangianu dodatkowego
zªonu. Ostate
znie jest

Lε(v,Fn) = L(v,Fn) +
ζ

2
‖un − d‖2 .



225W trak
ie realiza
ji dodanie do energii poten
jalnej 
zªonu − 1
2κΛTΛregularyzuje wynikowy ukªad równa« metody mno»ników Lagrange'a.Zerowa podma
ierz zast�powana jest ma
ierz¡ diagonaln¡ − 1

κI. Nieusuwa to wprawdzie trudno±
i zwi¡zany
h z osobliwo±
i¡ podma
ierzyw ukªadzie równa«, ale uªatwia jego rozwi¡zanie. Warunki kontaktuspeªnione s¡ w sposób przybli»ony. Wów
zas u speªnia zmody�ko-wany warunek Bu − γ − 1
κΛ = 0. W trak
ie itera
yjnego rozwi¡-zywania rozszerzonego ukªadu równa« zmienia si� li
zba aktywny
hograni
ze«. Trudno±¢ t¡ mo»na usun¡¢ wprowadzaj¡
 warunki kon-taktu przy wszystki
h w�zªa
h mog¡
y
h znale¹¢ si� w kontak
ie.Metoda powi�kszonego lagrangianu wraz z algorytmem Uzawa [65℄prowadzi do itera
yjnego s
hematu rozwi¡zania dwó
h odr�bny
h za-da«: zadania opisanego pr�dko±
iami z klasy
znym rozmiarem ma-
ierzy oraz zadania kontaktowego zawieraj¡
ego siªy, z pr�dko±
iamijako parametrem. Przybli»one siªy normalne daj¡ nowe pole pr�dko-±
i, a nast�pnie wyzna
zane jest kolejne przybli»enie siª. W pra
y [4℄proponuje si� wykorzystanie uogólnionej metody Newtona�Raphsona.W inny
h pra
a
h itera
yjne rozwi¡zywanie zadania kontaktowego po-ª¡
zone jest z itera
yjn¡ metod¡ Gaussa�Seidela rozwi¡zywania wyni-kowego ukªadu równa« (np. [123℄).W dalszej 
z�±
i rozdziaªu przedstawiony zostanie warunek kontaktu Si-gnoriniego odniesiony do warstwy 
zasowej [t0, t1]. Do modelowania warun-ków kontaktu zastosowana zostanie zmienna w 
zasie siatka przestrzenna.Wprowadzenie dodatkowy
h w�zªów w 
zasie (lokalnie g�stszy podziaª w 
za-sie) pozwala zbudowa¢ wygodniejszy s
hemat obli
zeniowy zadania kontak-towego. Nieokre±lono±
i powstaªe przy obli
zaniu przemiesz
ze« poprzez 
aª-kowanie pr�dko±
i (nie
i¡gªy
h w 
hwili kontaktu) mo»na usun¡¢ stosuj¡
te
hnik� hamowania ru
hu w kroku poprzedzaj¡
ym kontakt. Wymienionepodej±
ia wykorzystano do symula
ji numery
znej kontaktu to
znego w ukªa-dzie koªo�szyna. Pokazano w tym zadaniu pro
es os
yla
ji siªy kontaktui powstaj¡
e w efek
ie nierównomierne zu»y
ie powierz
hni. W przypadku
iaª o maªej sztywno±
i uwzgl�dniono du»e przemiesz
zenia i obroty. Prze-prowadzono obli
zenia drga« spr�»ystej obr�
zy usztywnionej 
i�gnami przyodbi
iu od sztywnego podªo»a.
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8.1. Dynamiczne warunki kontaktuWprowad¹my ru
h 
iaªa odniesienia. δx b�dzie przemiesz
zeniem ~P0P1 (rys.8.3):

δx =

∫ t1

t0

v dt (8.1)i
un = δx · n− d . (8.2)Sz
zelina d ozna
zana przez QK na rys. 8.3 jest wyzna
zana przez

d = ( ~P1P0 − ~P1Q) · n . (8.3)
F jest siª¡ kontaktu, zªo»on¡ z siª normalny
h do powierz
hni kontaktu i siªsty
zny
h, zgodny
h z prawem tar
ia:

F = Fn + Ft , (8.4)gdzie:
Fn = F · n jest siª¡ normaln¡, Fn = Fn · n,
FT = F − Fn jest siª¡ sty
zn¡. Przyj�te ozna
zenia podano na rys. 8.2.Nale»y tu podkre±li¢, »e warunki kontaktu opisane s¡ przemiesz
zeniaminormalnymi. Je±li u»ywa si� sformuªowa« pr�dko±
iowy
h, poprawne uj�
ie

Rysunek 8.3: Kon�gura
ja przed pro
esem deforma
ji oraz przesuni�
ie punktu
P .



8.1 Dynami
zne warunki kontaktu 227warunku kontaktu (warunku niepenetrowania) uzyskuje si� przy wykorzy-staniu do wyzna
zenia przemiesz
zenia zwi¡zku (8.1).Przyjmijmy, »e 
iaªo Sj b�dzie 
iaªem odniesienia. Normalna zewn�trznasiªy nij (rze
zywista b¡d¹ zaªo»ona) wyzna
zana jest w punk
ie kontaktuz innym 
iaªem, przy 
zym punkt ten mo»e by¢ rze
zywistym punktem kon-taktu, b¡d¹ wst�pnie zaªo»onym w pro
esie obli
zeniowym. W sz
zególno±
imo»e doj±¢ do kontaktu mi�dzy dwoma obszarami tego samego 
iaªa. Pªasz-
zyzna sty
zna w punk
ie kontaktu pozwala wyzna
zy¢ dwie pozostaªe osieukªadu odniesienia. Indeksami i i j ozna
za¢ b�dziemy numer 
iaªa. n b�dziekierunkiem normalnym, a T sty
znym.Wzgl�dne przemiesz
zenie normalne punktu 
iaªa Si wzgl�dem 
iaªa Sjwynosi
unij

= uijnij , (8.5)gdzie
uij(t) = uij(t0) +

∫ t

t0

vij dt. (8.6)
vij jest wzgl�dn¡ pr�dko±
i¡ punktów 
iaªa Si w ukªadzie odniesienia zwi¡-zanym z 
iaªem Sj i ma skªadowe normaln¡ vnij

i sty
zn¡ vTij
:

vij = vnij
+ vTij

. (8.7)Siªa normalna skierowana od 
iaªa Sj do 
iaªa Si okre±lana jest nast�puj¡
o:
Fnji

= Fji nji, (8.8)za± sty
zna siªa kontaktu:
FTji

= Fji − Fnij
nji. (8.9)Ogólnie warunki tar
ia opisane s¡ przez warunki dyssypa
ji

FT · vT ≤ 0 . (8.10)Prawo tar
ia okre±la wyra»enie
FT = H(v) (8.11)gdzie H(v) jest funk
jonaªem historii pr�dko±
i, speªniaj¡
ym takie samewarunki 
o równania reologi
zne. Prawo tar
ia jako prawo powierz
hniowewinno uwzgl�dnia¢ wªasno±
i 
iaªa z wypeªniaj¡
ym je o±rodkiem 
i¡gªym.Przykªadem prawa tar
ia mo»e by¢:
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Rysunek 8.4: Wykres (vT , FT ) prawa tar
ia Coulomba.

Rysunek 8.5: Wykres (vT , FT ) prawa tar
ia lepkiego: FTij
= −α|vTji

|p−1vTji
.

• prawo tar
ia Coulomba � ([130℄, rys. 8.4), je±li |FT | < f |un

κ H(un)|,to vT = 0 i FT = H(un, vT ) = −f |un

κ H(un)|sgn(vT ).
FTji

= −µFnij

vTij

‖vTij
‖ (8.12)

• prawo tar
ia lepkiego (Nortona�Ho�a) (rys. 8.5)
FTji

= −α‖vTij
‖p−1 vTij

. (8.13)
• zregularyzowane prawo Nortona�Ho�a

FTji
= −α

(
‖vTij

‖ + ‖vTij
‖
)p−1

vTij
, (8.14)



8.1 Dynami
zne warunki kontaktu 229gdzie v0 jest pewnym maªym wektorem, a ‖v0‖ pewn¡ maªa li
zb¡dodatni¡. P jest li
zb¡ z przedziaªu [0, 1].Przypadkiem grani
znym tar
ia lepkiego przy p = 0 jest tar
ie Tres
i.Przy p = 0 i α zale»nym od siª normalny
h utrzymuje si� prawo tar
iaCoulomba.Prawo tar
ia mo»na w zwi¡zku z powy»szym zapisa¢ ogólnie jako
FTji

= H(vTij
). (8.15)Warunki kontaktu Signoriniego speªnione s¡ w 
hwila
h t0 i t1, je±li

unij
− d0 ≤ 0 ,

Fnji
≤ 0 , (8.16)

Fnji
(unij

− d0) = 0 ,gdzie d0 jest odlegªo±
i¡ pomi�dzy i i j. Mo»na wi�
 okre±li¢ mo
 siªy nor-malnej w dowolnej 
hwili t na kroku 
zasowym jako równ¡ zero:
Fnji

vnij
= 0. (8.17)Wów
zas pra
a w przedziale 
zasu [t0, t1] b�dzie równa zero:

∫ t1

t0

Fnji
vnij

dt = 0. (8.18)Powy»szy zwi¡zek wyra»a dualno±¢ siªy normalnej i normalnej pr�dko±
iwzgl�dnej. Z tego te» wzgl�du pole wirtualny
h pr�dko±
i nale»y dobiera¢w sposób zgodny z warunkami kontaktu.Mo»emy wykona¢ 
aªkowanie (8.18) przez 
z�±
i:
[
Fnji

(unij
− d0)

]t1
t0
−
∫ t1

t0

dFnijdt (
unij

− d0

) dt = 0. (8.19)Po uwzgl�dnieniu warunków Signoriniego (8.16) otrzymamy
∫ t1

t0

dFnijdt (
unij

− d0

) dt = 0. (8.20)
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Rysunek 8.6: Pr�dko±¢ wzgl�dna normalna w przedziale 
zasu [t0, t1].

8.1.1. Prędkość w strefie kontaktuPr�dko±¢ punktu materialnego w
hodz¡
ego w kontakt z innym 
iaªem jestfunk
j¡ nie
i¡gª¡ (rys. 8.6). Istotne s¡ dwa punkty 
harakterysty
zne pro-
esu kontaktowego: osi¡gni�
ie kontaktu tc (punkt ten jest wªa±nie punktemnie
i¡gªo±
i) oraz oderwanie si� tf (ten punkt nie
i¡gªo±
i ma mniejsze zna-
zenie). Naj
z�±
iej dªugo±¢ przedziaªu 
zasu ∆t = t1 − t0 jest maªa na tyle,»e punkty tc i tf nie zawieraj¡ si� w nim jedno
ze±nie.Konsekwen
j¡ rozwa»a« prowadzony
h w p. 8.1.1, a zwªasz
za postulatudoboru pola pr�dko±
i wirtualny
h zgodnie z warunkami kontaktu, jest takidobór dyskretyza
ji 
zasoprzestrzennej, który pozwala wyodr�bni¢ w sposóbnaturalny punkty tc i tf . Konie
zne jest zatem zag�sz
zenie podziaªu w 
zasiew stre�e kontaktu poprzez wprowadzenie dodatkowy
h w�zªów o wspóªrz�d-ny
h wªa±nie tc i tf (rys. 8.7). Efektem wspomnianej nie
i¡gªo±
i pr�dko±
is¡ trudno±
i z wyzna
zaniem poªo»enia punktu w sposób konsekwentny, tj.z pola pr�dko±
i, np. wedªug zwi¡zku
x1 = x0 + [(1 − β)v0 + βv1] h , 0 ≤ β ≤ 1. (8.21)Poniewa» x1 okre±lane jest przez geometri� 
iaª, a v1 winno by¢ równe zeruprzy tc, wobe
 tego (8.21) mo»e by¢ speªnione tylko w sposób przybli»ony.Przedstawione poni»ej przykªadowe zadania rozwi¡zano przyjmuj¡
 za-g�sz
zon¡ w 
zasie siatk� elementów. W pierwszym, spr�»ysty pr�t o dªu-go±
i L=1, module Younga E=1 i g�sto±
i masy ρ=1, uderza w sztywn¡przeszkod� z pr�dko±
i¡ v=1. Podziaªu przestrzennego dokonano na dwaelementy. W stre�e kontaktu 
zworok¡tny element 
zasoprzestrzenny zast¡-piono par¡ elementów: trapezowym i trójk¡tnym. W�zeª po±redni przypadaªna 
hwil� wej±
ia swobodnego ko«
a pr�ta w kontakt lub utraty kontaktu.



8.1 Dynami
zne warunki kontaktu 231

Rysunek 8.7: Drgania osiowe pr�ta � rozwój siatki 
zasoprzestrzennej w stre�ekontaktu.Rys. 8.8 przedstawia przemiesz
zenia obu ko«
ów pr�ta w 
zasie. Drugie za-

Rysunek 8.8: Zderzenie spr�»ystego pr�ta ze sztywn¡ przeszkod¡.danie modelowano identy
zn¡ jak poprzednio siatk¡ elementów, przy 
zymjeden z ko«
ów pr�ta zamo
owano. Drugiemu swobodnemu ko«
owi nadanopr�dko±¢ po
z¡tkow¡ v=1 i ustawiono w odlegªo±
i d=0,1 od niego sztywn¡przeszkod�. Linia pogrubiona pokazuje przemiesz
zenia w 
zasie swobod-
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Rysunek 8.9: Przemiesz
zenie punktów pr�ta bez kontaktu z przeszkod¡ (lewyrysunek) i z uwzgl�dnieniem kontaktu (prawy rysunek).nego ko«
a pr�ta, linia 
ienka za± punktu w ±rodku dªugo±
i pr�ta.Wido
zn¡ na rys. 8.6 nie
i¡gªo±¢ pr�dko±
i w stre�e kontaktu mo»na usu-n¡¢. Jedno
ze±nie konsekwentna stanie si� wów
zas zale»no±¢ przemiesz
ze«od pr�dko±
i (jak np. (8.21)). W tym 
elu zwi¡zki wynikaj¡
e z warunkówkontaktu narzu
i¢ trzeba na rozwi¡zanie w 
hwili poprzedzaj¡
ej penetra
j�
iaªa, tj. ju» w 
hwili t0, je±li penetra
ja nast�puje w 
hwili t1. Naªo»oneograni
zenia maj¡ za zadanie wyhamowa¢ punkt materialny do takiej pr�d-ko±
i v0, aby w nast�pnym kroku 
zasowym mó
 speªni¢ warunek v1 = 0i x1 = xkont (rys. 8.10). W najprostszym przypadku, ilustrowanym na rys.
Rysunek 8.10: Hamowanie punktu w stre�e kontaktu: linia 
i¡gªa � ru
h swo-bodny, linia przerywana � ru
h po uwzgl�dnieniu ograni
ze«.8.10, pr�dko±¢ w 
hwili t0 powinna mie¢ warto±¢

v0 =
xkont − x−1

h
− (1 − β) v−1 , (8.22)
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zne warunki kontaktu 233poªo»enie za±
x0 = (1 − β)x−1 + β xkont + (1 − β)2hv−1. (8.23)Wtedy w 
hwili t1 pr�dko±¢ v1 przyjmie warto±¢ 0, a x1 warto±¢ xkont.Trzeba tu zwró
i¢ uwag�, »e hamowanie przed kontaktem jest pro
e-sem odbierania energii. Mo»na tego dokona¢ dwojako: narzu
aj¡
 warunekpr�dko±
i na okre±lony w�zeª, albo przykªadaj¡
 do tego w�zªa odpowiedniodobran¡ siª� hamuj¡
¡. Oba podej±
ia s¡ równowa»ne, gdy» warto±¢ siªyrówna jest warto±
i reak
ji przy narzu
onym warunku na pr�dko±¢. Siªa ha-muj¡
a (reak
ja) dziaªa na kroku ∆t. W efek
ie w�zeª uderza w przeszkod�z pr�dko±
i¡ nie
o mniejsz¡ i sztywna przeszkoda zwra
a w zwi¡zku z tymmniej p�du po odbi
iu. Odebrany p�d trzeba zwró
i¢ w pierwszym kroku,w którym w�zeª porusza si� swobodnie po oswobodzeniu si� z kontaktu.Poni»szy przykªad ilustruje omówione podej±
ie. Pr�t spr�»ysty o dªu-go±
i L=1, dany
h materiaªowy
h E=1, ρ=1, porusza si� z pr�dko±
i¡ v=1.W odlegªo±
i d=0,5 uderza w sztywn¡ przeszkod�. Dokonano podziaªu prze-strzennego na 8 elementów. Parametr α przyj�to równy 0,8, uzyskuj¡
 bez-warunkow¡ stabilno±¢ pro
edury. Z rys. 8.11 wida¢, »e pr�dko±¢ po odbi
iu

Rysunek 8.11: S
hemat zadania oraz przemiesz
zenia i pr�dko±
i w 
zasie punktu
zoªowego A przy wybrany
h warto±
ia
h kroku 
zasowego h=0,01, 0,1 i 0,4.pr�ta pozostaje równa 1. Wida¢ to zwªasz
za, je±li obserwa
j� prowadzi si�przez dªu»szy okres 
zasu. Linia 
i¡gªa, odpowiadaj¡
a krokowi h=0,4 uwi-da
znia miejs
a hamowania i zwrotu p�du. Wida¢ to te», 
ho¢ nie
o mniejwyra¹nie, przy h=0,1. Pr�dko±¢ ko«
a pr�ta po odbi
iu zaburzona jest drga-niami paso»ytni
zymi. Wprowadzenie niewielkiego tªumienia mo»e poprawi¢obraz odpowiedzi ukªadu. Warunkiem jest jednak wzgl�dnie drobna dyskre-tyza
ja (rys. 8.12). Przy g�stym podziale drgania paso»ytni
ze maj¡ wysok¡
z�sto±¢ i daj¡ si� ªatwiej tªumi¢. Wida¢, »e dopiero podziaª na 20 lub 40elementów daje wªa±
iw¡ posta¢ wyników.



234 8 Zagadnienia kontaktowe

Rysunek 8.12: Pr�dko±¢ ko«
a pr�ta po odbi
iu przy ró»nej g�sto±
i podziaªuprzestrzennego, bez tªumienia (γ = 0) oraz z maªym tªumieniem (γ = 0, 2) (α =
0, 75, h = 0, 02).Algorytm obli
zeniowy jest prosty i mo»na go zbudowa¢ sprawdzaj¡
ka»dorazowo kilka warunków. W zale»no±
i od sytua
ji obli
zenia kontynu-uje si�, powtarza si� bie»¡
y krok lub powra
a i powtarza krok poprzedni.S
hemat obli
ze« pokazuje tabela 8.1. Metod� przedstawion¡ w tabeli 8.1wykorzystano do rozwi¡zania zadania kontaktowego odksztaª
alnego koªato
z¡
ego si� po sztywnym podªo»u.
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ie 235Tabli
a 8.1: S
hemat obli
zeniowy zadania kontaktowego z hamowaniem i zwra-
aniem p�du.1◦ po
z¡tkowo:indeks=0, krok i;2◦ moduª obli
zeniowy:
Avi−1 + BVi + si = Fi;3◦ je±li indeks=0 i nie ma penetra
ji, to
i := i+ 1, −→ 2◦;4◦ je±li indeks=0 i za
hodzi penetra
ja, tozadana pr�dko±¢ v̄ = (xkont − xi−2)/h− (1 − β) vi−2,indeks=1, i := i− 1, −→ 2◦;5◦ je±li indeks=1, toobli
zy¢ reak
j� i zapami�ta¢ R̄,
v̄=0, indeks=2, −→ 2◦;6◦ je±li indeks=2 i za
hodzi ±
iskanie w kontak
ie (odpowiedni zwrot siªkontaktu), to
v̄=0, i := i+ 1, −→ 2◦;7◦ je±li indeks=2 i za
hodzi odrywanie w kontak
ie, toindeks=0, siªa zewn�trzna F :=F+R̄, −→ 2◦.

8.2. Kontakt jednostronny i tarcieJednym ze zjawisk towarzysz¡
y
h oddziaªywaniu wal
a i pasma (koªa i szyny)jest pofalowanie powierz
hni pasma, które przy wielokrotnym wal
owaniu nazimno (jak np. wal
owanie bla
hy) mo»e mie¢ tenden
j� do wzrostu ampli-tudy nierówno±
i. Zjawisko to jest równie» obserwowane w eksploata
ji szyni kóª kolejowy
h.Drgania w transpor
ie szynowym s¡ przede wszystkim wynikiem kon-struk
ji toru i samego pojazdu szynowego. �ródªa drga« to:
• okresowa stuktora toru z podkªadami, powoduj¡
a, »e jad¡
y wagonna zmian� zapada si� mi�dzy podkªadami i wznosi na podkªada
h,
• sto»kowy ksztaªt kóª, w wyniku 
zego zestawy koªowe maj¡ tenden
j�do w�»ykowania; ró»na ±redni
a kóª przy tej samej pr�dko±
i k¡towej
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Rysunek 8.13: W�»ykowanie przy ró»nej pr�dko±
i liniowej to
zenia.powoduje, »e lewe i prawe koªo to
zy si� z ró»n¡ pr�dko±
i¡ liniow¡(rys. 8.13),
• odksztaª
alno±¢ kóª i szyn; poprze
zne siªy staty
zne oraz drgania wy-woªuj¡ bo
zne przesuni�
ia, powoduj¡
 bo
zne uderzenia i pot�guj¡
w�»ykowanie,
• faliste zu»y
ie kóª i szyn; w wyniku zjawisk dynami
zny
h, jazdy poªuka
h, tar
ia, powstaj¡ pofalowania powierz
hni to
zny
h kóª i szyn(rys. 8.14);Nierówno±
i powstaj¡ po kilku lata
h prze
i�tnej eksploata
ji i wyst�powa¢mog¡ zarówno na gªów
e szyny, jak i na powierz
hni kóª pojazdów (rys. 8.14).Obserwowana jest te» du»a szkodliwo±¢ haªasu [69℄.Zjawisko to jest od dawna obserwowane, ale doty
h
zas nie jest w peªniwyja±nione. Istniej¡
e hipotezy [119, 159℄ nie s¡ zadawalaj¡
e, gdy» nieobejmuj¡ wi�kszo±
i warunków genera
ji koruga
ji, a tylko niektóre z ni
h.Doty
h
zasowe badania numery
zne zagadnienia kontaktu to
zonego z wy-korzystaniem metody elementów sko«
zony
h ograni
zaªy si� do analizy qu-asistatysty
znego pro
esu to
zenia wal
a po spr�»ysto�plasty
znym pa±mie[126, 83, 40℄ lub symula
ji numery
znej krótkotrwaªy
h pro
esów niesta
jo-narny
h [37℄. M.E.S. wykorzystywano na ogóª do okre±lenia 
z�sto±
i wªa-sny
h podukªadów [127, 119, 38℄ poszukuj¡
 zwi¡zku pomi�dzy dªugo±
i¡fali nierówno±
i i pr�dko±
i¡ wzgl�dnego ru
hu. Poszukuje si� te» rozwi¡za«z wykorzystaniem modeli zu»y
ia, pokazuj¡
y
h pogª�bianie po
z¡tkowo ma-ªy
h nierówno±
i szyn po wielokrotny
h przejazda
h wózka [120, 79℄.
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Rysunek 8.14: Koruga
je na powierz
hni koªa i szyny.Do peªnego zbadania zjawiska wymagane jest uwzgl�dnienie m.in. teoriiplasty
zno±
i, teorii drga«, tar
ia i zu»y
ia. Ze wzgl�du na zªo»ony modeldynami
zny pojazdów 
zy urz¡dze« wal
owni
zy
h niemo»liwe jest zbadanieanality
zne zagadnienia.Rozwa»aj¡
 zagadnienie to
zenia si� odksztaª
alnego wal
a (koªa) analiz�numery
znej ograni
zono do prze±ledzenia efektów wywoªany
h zjawiskamidynami
znymi kontaktu. Do obli
ze« przyj�to koªo o promieniu R=10 
m,grubo±
i 1 
m, wykonane ze stali (E=2,05·1011 N/m2, ν=0,3, ρ=7,83 g/
m3).Koªo to
zy si� po sztywnym podªo»u z pr�dko±
i¡ k¡tow¡ ω. Rozpatrywanepr�dko±
i liniowe mie±
iªy si� w przedziale 90�180 km/h. Przyj�to materiaªspr�»ysty, w pªaskim stanie napr�»enia. Obszar podzielono na 864 elementytrójk¡tne z 469 w�zªami (rys. 8.15). Aby unikn¡¢ wielokrotny
h obrotówma
ierzy, zwi¡zany
h z obrotem struktury i tym samym akumula
ji bª�dówzaokr¡gle« przyj�to, »e koªo pozostaje nieru
home, a obra
a si� wokóª niegosztywne podªo»e. Nadano przy tym koªu wszystkie ob
i¡»enia wynikaj¡
ez ru
hu wirowego. W po
z¡tkowej fazie koªo obra
aj¡
 si� osiada ªagodnie napodªo»u. Spªasz
zenie powodowane przez podªo»e osi¡ga warto±¢ ostate
zn¡
d=0,1 
m (rys. 8.16). Aby usun¡¢ wpªyw warunków po
z¡tkowy
h orazzmniejszy¢ efekt odbi
ia fal i interferen
ji przyj�to stosunkowo du»e tªumie-nie numery
zne. Warto±¢ parametru γ (4.109) wyniosªa w obli
zenia
h 0,2
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-10 -5 0 5 10Rysunek 8.15: Siatka podziaªu przestrzennego przyj�ta do obli
ze«.

Rysunek 8.16: S
hemat zadania.i daªa w efek
ie tªumienie o dekremen
ie logarytmi
znym Λ = 0, 03. W prak-ty
e w tym przypadku drgania zgodne z pierwsz¡ form¡ wªasn¡ i okresie T ≈80 µs wytªumiªy si� w 95% ju» po 1/4 obrotu koªa.Wyniki obli
ze« wykazaªy, »e siªa w stre�e kontaktu jest zmienna, mimo
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Rysunek 8.17: Reak
ja kontaktu w 
zasie przy pr�dko±
i ω=0,3·10−3 rad/s.

Rysunek 8.18: Fragment wykresu reak
ji kontaktu w 
zasie.jednostajnego to
zenia si� koªa i zna
znego tªumienia. Przebieg pierwszy
hpi�
iu obrotów przy pr�dko±
i ω=0,3·10−3 rad/± przedstawia rys. 8.17. Wy
inekwykresu dokªadniej pokazano na rys. 8.18. Aby prze±ledzi¢ rozkªad napr�-»e« w materiale w kolejny
h faza
h obrotu zsumowano drugi niezmienniknapr�»e« J2 ze wszystki
h kroków jednego peªnego obrotu (rys. 8.19 (a)).Rysunek nie ma interpreta
ji przestrzennej. Obrazuje jednak periody
znyrozkªad ewentualnego zu»y
ia powierz
hni koªa pod
zas eksploata
ji. Li
zbaos
yla
ji reak
ji zmniejsza si� wraz ze wzrostem pr�dko±
i. Zaobserwowanoto np. w pra
a
h [135, 115℄ w przypadku koªa gumowego. Mo»na wyko-na¢ przybli»ony wykres zale»no±
i li
zby 
ykli przypadaj¡
ej na jeden peªny
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Rysunek 8.19: Drugi niezmiennik napr�»enia J2 pod
zas peªnego obrotu przypr�dko±
i ( a) ω=0,30·10−3 rad/s i (b) ω=0,52·10−3 rad/s [MPa℄.

Rysunek 8.20: Zale»no±¢ li
zby 
ykli reak
ji n i jej maksymalnej warto±
i R odpr�dko±
i k¡towej ω.obrót od pr�dko±
i k¡towej ω (rys. 8.20).Aby przedstawi¢ zmian� rozkªadu pr�dko±
i w kolejny
h etapa
h to
ze-nia, zamiesz
zono rys. 8.21. Strefa kontaktu rozpo±
iera si� w dolnej 
z�-±
i koªa i przesuwa si� prze
iwnie do ru
hu wskazówek zegara (prze
hodziz godziny 6 na 5). Materiaª obra
a si� wzgl�dem osi koªa raz w lewo, razw prawo. Wzbudzenia ru
hu za± doznaje w stre�e kontaktu. Jedno
ze±nie
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ie 241warto±
i siª kontaktu ro±n¡ wraz ze wzrostem 
z�sto±
i ω. W 
elu doko-nania porównania przedstawiono wykres J2 wykonany przy pr�dko±
i wi�k-szej, ω=0,52·10−3 rad/s (rys. 8.19 (b)). Obserwuje si� spadek li
zby karbówprzy jedno
zesnym wzro±
ie warto±
i nap�»e«. W przedstawionym rozwi¡za-niu, przy przyj�tej wielko±
i na
isku staty
znego i pr�dko±
ia
h obrotu koªa,przekro
zona zostaje grani
a plasty
zno±
i. Ukªad rze
zywisty w prakty
enale»aªoby przeprojektowa¢.Obserwa
j� prowadzono do 
zasu peªnego obrotu koªa. Je±li li
zba kar-bów przypadaj¡
a na jeden obrót nie jest li
zb¡ 
aªkowit¡ (tzn. nast�puj¡przesuni�
ia fazowe przy ka»dym kolejnym obro
ie), to zaburzony zostajewykres w okoli
y dolnego punktu obwodu koªa, od którego za
zyna si� i naktórym ko«
zy si� obserwa
j�. Rys. 8.22 przedstawia pola pr�dko±
i wybra-ny
h 
hwila
h, po dªugim okresie to
zenia. Po przeby
iu 4-5 peªny
h obrotówi ustabilizowaniu si� drga« dostrzegamy rozkªad pr�dko±
i na brzegu koªa,prowadz¡
y do powstania brzegu falistego.
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Rysunek 8.21: Rozkªad pr�dko±
i w kolejny
h etapa
h.
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Rysunek 8.22: Pola pr�dko±
i w wybrany
h 
hwila
h.
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8.3. Duże przemieszczeniaW poprzedni
h punkta
h wykazano, »e formuªy pr�dko±
iowe, mimo pew-ny
h wad, mog¡ okaza¢ si� u»yte
zne w modelowaniu zjawisk kontaktowy
h.W punk
ie 8.1.1 zwró
ono uwag�, na sformuªowanie wyra»one pr�dko±
iami,kiedy to na pr�dko±
i nakªadane s¡ warunki brzegowe. Ma ono wad� nie
i¡-gªo±
i pola pr�dko±
i w 
hwili kontaktu. Zalet¡ formuª pr�dko±
iowy
h jestfakt, »e uªatwiaj¡ one uwzgl�dnienie bardziej zªo»ony
h reologi
znie zwi¡z-ków konstytutywny
h. Nie ma wi�
 jednozna
znej o
eny przydatno±
i wy-branego sformuªowania. Tym bardziej jest ona trudna, im bardziej zªo»onyjest problem.Poni»ej przedstawimy sposób uwzgl�dnienia du»y
h obrotów materiaªuw opisie pr�dko±
iowym oraz podamy przyrostowy opis przy du»y
h od-ksztaª
enia
h. Okazuje si�, »e uwzgl�dnienie tego typu zjawisk równie» nieprzedstawia trudno±
i. Przyj�to, »e przypadaj¡
e na krok 
zasowy wielko±
iprzyrostów odksztaª
e« nie s¡ tak du»e, by zna
z¡
o pogorszy¢ zbie»no±¢i dokªadno±¢ rozwi¡zania [78, 156℄.
8.3.1. Duże obrotyOzna
zmy przez dt0x wektor wyzna
zony w 
hwili t0. Wektor dtx w 
hwili
t dany jest jako wynik transforma
ji sty
znejdtx =t

t0 F dt0x . (8.24)Ró»ni
zkowanie (8.24) wzgl�dem t prowadzi w rezulta
ie do zwi¡zkud txdt = (tW +tD)d t0x , (8.25)gdzie 
zªon tWtdx okre±la ru
h sztywny
tW =

1

2

(
gradv − (gradv)T

)
, (8.26)a 
zªon tDtdx doty
zy 
zystego odksztaª
enia

tD =
1

2

(
gradv + (gradv)T

)
. (8.27)Po rozkªadzie

t
t0F =t

t0 R t
t0Y (8.28)
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zenia 245zwi¡zek pomi�dzy t
t0R i tW mo»na okre±li¢ w nast�puj¡
y sposób:dt

t0Rdt (
t
t0R
)−1 − tW = 0 . (8.29)Po s
aªkowaniu (8.29) otrzymujemy ma
ierz obrotu w przedziale [t0, t]

t
t0R

−1 = I e−
t
W(t−t0) , (8.30)która mo»e by¢ rozwini�ta w szereg z dwoma 
zªonami

t
t0R

−1 = I− (t− t0)
tW +

(t− t0)
2

2
tW2 − . . . (8.31)Zwi¡zek konstytutywny w przypadku materiaªu hypospr�»ystego opisany jestprzez zwi¡zek dJσdt = ED . (8.32)dJσdt

jest po
hodn¡ 
zasow¡ we wspóªobrotowym ukªadzie wspóªrz�dny
h,a D jest tensorem pr�dko±
i obrotu. Tensor odksztaª
enia w 
hwili t opisujezale»no±¢
σ = σ0 +

∫ t

to

EDdt . (8.33)Po wprowadzeniu dyskretyza
ji 
zasoprzestrzennej wektora pr�dko±
i w ukªa-dzie odniesienia w kon�gura
ji ti (przy przyj�tym liniowym rozkªadzie) maon posta¢
σ =

(
t
t0R
)−1

(
σ0 + (1 − α2)

h

2
ED0

)[(
t
t0R
)−1
]T

+ α2h

2
ED , (8.34)gdzie α = (ti − t0)/h, h = t1 − t0. Odksztaª
enie okre±lone przez (8.34)mo»na wprowadzi¢ do równania pra
y wirtualnej.Dalsze przykªadowe rozwa»ania poprowadzimy rozwijaj¡
 element ra-mowni
y pªaskiej.

8.3.2. Element ramownicy płaskiejRozpatrujemy prosty element ramowni
y pªaskiej (rys. 8.23). Przyjmujemyliniow¡ interpola
j� przemiesz
ze« u, w, ϑ:
u = N1u1 +N2u2

w = N1w1 +N2w2 (8.35)
ϑ = N1ϑ1 +N2ϑ2 ,
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Rysunek 8.23: Przemiesz
zenia elementu ramowni
y pªaskiej.gdzie N1 = 1

2 (1− ξ), N1 = 1
2(1 + ξ), −1 ≤ ξ ≤ 1. Ma
ierz funk
ji interpolu-j¡
y
h ma posta¢

N =



N1

N1

N1

N2

N2

N2


 . (8.36)Wektor pr�dko±
i odksztaª
e« zawiera pr�dko±
i odksztaª
enia osiowego ε̇x,±redniego k¡ta ±
inania β̇ oraz krzywizny κ̇

ε̇ =





ε̇x
β̇
κ̇



 =




∂
∂x 0 0

0 ∂
∂x 1

0 0 ∂
∂x







u̇
ẇ

ϑ̇



 = Dx q̇ . (8.37)Odpowiedni wektor napr�»e« ma posta¢

σ =





Px

Q
M



 =



EA 0 0

0 GA
K 1

0 0 EI


ε = E ε . (8.38)Obrotu elementu o k¡t ϕ, a wraz z tym ma
ierzy funk
ji ksztaªtu dokonuje si�przez przemno»enie odpowiedni
h wyra»e« przez ma
ierze obrotu T.

N∗ = NT , (8.39)gdzie
T =




cosϕ sinϕ 0
− sinϕ cosϕ 0

0 0 1
(0)

(0)
cosϕ sinϕ 0
− sinϕ cosϕ 0

0 0 1



. (8.40)
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Rysunek 8.24: Element ramowni
y w 
hwili ti i ti+1.Poniewa» poªo»enie elementu w przestrzeni jest ró»ne w ka»dej 
hwili (rys.8.24), wobe
 tego ma
ierze funk
ji ksztaªtu elementu 
zasoprzestrzennegootrzymujemy w nast�puj¡
ej formie:
N′ = [NT(ϕa)Ha; NT(ϕp)Hp] . (8.41)

Ha i Hp s¡ funk
jami interpoluj¡
ymi, który
h najprostsza, liniowa posta¢jest nast�puj¡
a:
Ha =

1

2
(1 − τ), Hp =

1

2
(1 + τ) . (8.42)

ϕa i ϕp s¡ k¡tami na
hylenia osi pr�ta w 
hwila
h t0 i t0 + ∆t. Dystrybu
japrzemiesz
ze« wirtualny
h mo»e by¢ opisana funk
jami wy»szego rz�du, typu
H̃a =

1

2
(1 − τ) − α

(
τ3 − τ

)
, H̃p =

1

2
(1 + τ) + α

(
τ3 − τ

)
. (8.43)Itera
yjny, niejawny s
hemat obli
ze« przedstawia rysunek 8.25.Przykªadowe obli
zenia wykonano rozwa»aj¡
 okr¡g zªo»ony z 2×32 ele-mentów, spadaj¡
y pionowo z pr�dko±
i¡ v na niesko«
zenie sztywn¡, nie-ru
hom¡ powierz
hni�. Przyj�to nast�puj¡
e warto±
i li
zbowe: E = 0, 004,

A = 4, 0, I = 0, 333, ρ = 1, 0, K = 1, 2, ν = 0, 1, ∆t = 25, v = 0, 0015(w jednostka
h: 
m, g, µs). Wyniki podano na rysunku 8.26. Zdeformo-wany okr¡g pokazano w odst�pa
h 
zasu 200∆t. W drugim przykªadzie dospr�»ystego okr�gu dodano sztywny pier±
ie« wewn�trzny i szpry
hy�
i�gna,
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hwila tigeometria przybli»ona

(x, y)|ti+1
= (x, y)|ti + q̇i ∆t

iter=1 geometria dokªadna
(x, y)|ti+1

= (x, y)|ti + 1
2 (q̇i + q̇i+1) ∆t

iter>1
ma
ierze struktury Ai, Bi, Ci, Di,w funk
ji geometrii (x, y)|ti i (x, y)|ti+1siªy zewn�trzne� przy iter=1: F = −R, F∗ = F� przy iter>1: F∗ = Fwektor prawy
h stron
F := F − Ci−1q̇i−1 − (Di−1 + Ai)q̇iwarunki brzegowe:
Bi → B∗

i , F → F∗rozwi¡zanie ukªadu równa«
B∗

i q̇i+1 = Fobli
zenie reak
ji R

Rk = −Fk +B
(i)
k,j q̇

(i+1)
jtest zbie»no±
i q̇i+1

?

?

?

?

?

?

?

-

? ?
?

iter:=iter+1

Rysunek 8.25: S
hemat obli
ze« w przypadku du»y
h przemiesz
ze«.
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Rysunek 8.26: Odbi
ie spr�»ystego okr�gu.

Rysunek 8.27: Odbi
ie koªa z 
i�gnami.
o du»ej sztywno±
i, pra
uj¡
e jedynie przy roz
i¡ganiu. Kolejne fazy odbi
iapokazuje rys. 8.27 (naniesiono tylko szpry
hy, w który
h w danym momen
iewyst�puj¡ siªy roz
i¡gaj¡
e).
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8.4. Procedura przyrostowaRozpatrzmy warstw� 
zasow¡ ti ≤ t ≤ ti + ∆t. Równanie pra
y wirtualnejmo»na zapisa¢ w nast�puj¡
ej posta
i:

∫

Vti

(Sti(t) δεti + ρti üti(t) δuti)dVti = R(t) , (8.44)
Sti(t) � II tensor Pioli�Kir
hho�a w 
hwili t odniesiony do kon�gura
ji ti,
εti(t) � tensor odksztaª
e« Greena�Lagrange'a,
ρti � g�sto±¢ masy w 
hwili ti,

R(t) � pra
a wirtualna siª zewn�trzny
h
R(t) =

∫

Vt

fB
i (t)δuidVt +

∫

St

fS
i (t)δuidSt .

fB
i (t) i fS

i (t) s¡ skªadnikami zewn�trznie przyªo»ony
h siª obj�to±
iowy
hi powierz
hniowy
h, okre±lany
h w 
hwili t. Równanie (8.44) jest 
aªkowanew przedziale 
zasu [ti, ti + ∆t]. Przyjmuje si� tak»e dekompozy
j� przyro-stow¡
Sti(t) = Sti(ti) + ∆S = τ ti + ∆S

εti(t) = ∆ε (8.45)
uti(t) = uti(ti) + ∆uoraz prawo konstytu
yjne

∆S = Cti∆ε . (8.46)Po wykorzystaniu (8.45) i (8.46) równanie (8.44) przybiera posta¢
∫ ti+∆t

ti

∫

Vti

τ tiδ(∆ε)dVtidt+

∫ ti+∆t

ti

∫

Vti

∆Sδ(∆ε)dVtidt+

+

∫ ti+∆t

ti

∫

Vti

ρti üt(ti) δ(∆u)dVtidt+

∫ ti+∆t

ti

∫

Vti

ρti∆u δ(∆u)dVtidt =

=

∫ ti+∆t

ti

R(t)dt . (8.47)Caªka podwójna ∫ ti+∆t
ti

∫
Vti

mo»e by¢ zast¡piona w zapisie przez 
aªk� poobszarze 
zasoprzestrzennym Ωi = {x, t : x ∈ Vt, ti ≤ t ≤ ti + ∆t}. Przyrostodksztaª
enia ∆ε dzielony jest na 
z�±¢ liniow¡ ∆e i nieliniow¡ ∆η

∆ε = ∆e + ∆η . (8.48)
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6

x
t

ti

t

ti + ∆t

Rysunek 8.28: Nieprostok¡tny element 
zasoprzestrzenny (obiekt jednowymia-rowy).Po uwzgl�dnieniu (8.46) i (8.48) oraz po zaniedbaniu 
zªonów maªy
h wy»-szego rz�du mo»na s
aªkowa¢ (8.47) przez 
z�±
i
∫

Ωi

τ tiδ(∆ε)dΩi +

∫

Ωi

Cti∆e δ(∆e)dΩi −
∫

Ωi

ρti u̇t(t)δ(∆u̇)dΩi

−
∫

Ωi

ρti∆u̇δ(∆u̇)dΩi = Qi −
∫

Ωi

τ tiδ(∆η)dΩi . (8.49)Wektor przemiesz
ze« w�zªów 
zasoprzestrzennej warstwy i ozna
zymy przez
qi. �¡
zy on w sobie przemiesz
zenia w 
hwila
h ograni
zaj¡
y
h warstw� iz góry i z doªu (rys. 8.28):

qi =

{
qa

qp

}
=

{
qi

qi+1

}
. (8.50)Warstw� 
zasoprzestrzenn¡ dyskretyzuje si� elementami 
zasoprzestrzennymi

Ωej
tak, »e wypeªniaj¡ one 
aª¡ warstw� i

Ωi =

NE⋃

j=1

Ωej , ∀j,k∈[1,NE]Ωej
∩ Ωek

= 0 . (8.51)Przemiesz
zenia wewn¡trz elementu s¡ interpolowane z przemiesz
ze« w�-zªowy
h
u = N(x, t) q = N(x, t)

{
qa

qp

}
. (8.52)Wów
zas odksztaª
enia i napr�»enia wyra»one s¡ przez dziaªanie operatorówró»ni
zkowy
h: D(x) � liniowego i DN � nieliniowego:

ε = Du, S = Eε, e = DNu . (8.53)
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ie równanie siª dziaªaj¡
y
h na warstw� 
zasoprzestrzenn¡ i sprowa-dza si� do posta
i:
[∫

Ωi
(DN)TEDNdΩi+

∫
Ωi

(DNN)T τ DNNdΩi −
∫
Ωi

(
∂N

∂t

)T
ρ ∂N

∂t dΩi

]
∆q =

= F −
∫
Ωi

(DN)T τ̂ dΩi +
[∫

Ωi

(
∂N

∂t

)T
ρ ∂N

∂t dΩi

]
q. (8.54)Mo»na to zapisa¢ kró
ej nast�puj¡
o:

(
Ki

L + Ki
NL + Mi

)
∆qi = ∆F −

(
Fi

N + Miqi − Fi
)
, (8.55)gdzie:

Ki
L =

∫

Ωi

(DN)TCDN dΩi

Ki
NL =

∫

Ωi

(DNN)T τDNN dΩi (8.56)
Mi = −

∫

Ωi

(
∂N

∂t

)T

ρ
∂N

∂t
dΩi

FN =

∫

Ωi

(DN)T τ̂ dΩi .Nale»y podkre±li¢, »e wektor ob
i¡»e« F w (8.54) zawiera skªadowe impulsów,o wymiarze [Ns℄. St¡d ma
ierze sztywno±
i KL i KNL maj¡ wymiar [Ns/m℄,a ma
ierze mas wymiar [kg/s℄.
8.4.1. Algorytm krokowyKrokowy algorytm rozwi¡zywania równania (8.55) mo»na zapisa¢ nast�pu-j¡
o:
Ci−1∆qi−1 + (Di−1 +Ai)∆qi +Bi∆qi+1 = ∆Fi +Fi −FK

i −FM
i . (8.57)Indeks i ozna
za numer kroku 
zasowego, ∆qi jest wektorem przyrostówprzemiesz
ze« w 
hwili ti. FK

i akumuluje siªy wewn�trzne, a FM
i � przyro-sty siª w�zªowy
h spowodowany
h bezwªadno±
i¡ i tªumieniem. Wektory teopisano poni»ej:

FK
i =

i∑

n=1

[
CK

n−2∆qn−2 + (DK
n−2 + AK

n−1)∆qn−1 + BK
n−1∆qn

]
, (8.58)
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Rysunek 8.29: S
hemat warstwy 
zasowej i wyzna
zane w jej obr�bie wielko±
i.
FM

i =

i∑

n=1

[
CM

n−2∆qn−2 + (DM
n−2 + AM

n−1)∆qn−1 + BM
n−1∆qn

]
. (8.59)Ma
ierze A, B, C i D s¡ odpowiednimi ¢wiartkami ma
ierzy globalnej, od-niesionymi do odpowiedni
h warstw 
zasoprzestrzenny
h (np. rys. 5.2).Rysunek 8.29 przedstawia warstw� 
zasow¡ i ograni
zon¡ przez 
hwile ii i+ 1, oraz wielko±
i okre±lone b¡d¹ w warstwie 
zasowej, b¡d¹ w punkta
h
zasu. S
hemat rozwi¡zania zadania w jednym kroku 
zasowym odbywa si�jednoetapowo, to jest bez itera
yjnego doprowadzania do 
aªkowitej równo-wagi siª na ko«
u kroku 
zasowego (rys. 8.30). Dopusz
zono takie podej-±
ie, gdy» przedziaªy 
zasowe wynikaj¡
e z 
aªkowania równania ró»ni
zko-wego ru
hu s¡ bardzo maªe w porównaniu z krokiem 
zasowym stosowanymzwykle w rozwi¡zywaniu zada« quasi�staty
zny
h. Niezrównowa»enia siª popierwszym kroku itera
yjnym s¡ wów
zas maªe. Korekta dokonywana jestw nast�pnym kroku 
zasowym. W tabli
y 8.2 usystematyzowano etapy algo-rytmu krokowego obli
ze« zadania nieliniowego. Wyst�puj¡
e symbole maj¡nast�puj¡
¡ interpreta
j�:

• i jest numerem warstwy 
zasowej i numerem kroku obli
zeniowego.
• Fi jest wektorem aktualnego ob
i¡»enia zewn�trznego. Powstaje przezzsumowanie przyrostów ob
i¡»enia zewn�trznego ∆Fi.
• FK

i jest wektorem siª wewn�trzny
h. Tworzony jest przez sumowa-nie po ka»dym kroku siª wewn�trzny
h, wyzna
zany
h z obli
zany
hprzyrostów przemiesz
ze«.
• FM

i jest wektorem siª bezwªadno±
i. Tworzony jest podobnie jak FK
i .
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Rysunek 8.30: Przyrostowe rozwi¡zanie równania nieliniowego z poprawk¡ ob-
i¡»enia FK
i + FM

i − Fi.
• Ma
ierze Ai, Bi, Ci i Di s¡ podma
ierzami globalnej ma
ierzy wspóª-
zynników warstwy i. Powstaj¡ w wyniku zsumowania Ki

L, Ki
NL i Mi(8.55), (8.56).

• Ma
ierze AK
i , BK

i , CK
i i DK

i s¡ odpowiednimi podma
ierzami uwzgl�-dniaj¡
ymi Ki
L i Ki

NL (8.56), a ma
ierze AM
i , BM

i , CM
i i DM

i s¡podma
ierzami uwzgl�dniaj¡
ymi Mi (8.56).Algorytm obli
ze« opisany w tabli
y 8.2 wymaga innego zorganizowa-nia, kiedy 
h
e si� go zastosowa¢ w prakty
e. Pojawia si� konie
zno±¢ uj�
iaetapów uwzgl�dniaj¡
y
h nieliniowo±
i materiaªowe, geometry
zne, zmian�siatki podziaªu, a w ±lad za tym odwzorowania pól napr�»e« i przemiesz-
ze«, bardziej ekonomi
znego gospodarowania pami�
i¡ opera
yjn¡ itd. Tak¡u»ytkow¡ wersj� algorytmu przedstawia tabli
a 8.3.
Dokładność algorytmuWektor FK

i powstaje fakty
znie w wyniku akumula
ji napr�»e« i budowyna i
h podstawie wektora siª w�zªowy
h.Metod� numery
zn¡ zadania nieliniowego mo»na nazwa¢ jako przyro-stow¡ z jednokrokow¡ korekt¡ Newtona�Raphsona. Wyzna
zone rozwi¡za-
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a 8.2: Algorytm obli
ze« w jednym kroku obli
zeniowym.Dane: ∆q1Warto±
i po
z¡tkowe: i = 0, Fi = 0, FK
i = 0, FM

i = 0, qi = 01. i := i+ 1,2. Okre±li¢ ∆Fi,3. Obli
zy¢ Ai, Bi, Ci, Di, w 
hwili ti,4. Wyzna
zy¢:
FK

i := FK
i + CK

i−2∆qi−2 +
(
DK

i−2 + AK
i−1

)
∆qi−1 + BK

i−1∆qi

FM
i := FM

i + CM
i−2∆qi−2 +

(
DM

i−2 + AM
i−1

)
∆qi−1 + BM

i−1∆qi5. Rozwi¡za¢ ze wzgl�du na ∆qi:
Ci−1∆qi−1 + (Di−1 + Ai) ∆qi + Bi∆qi+1 = ∆Fi + Fi − FK

i − FM
i6. qi+1 = qi + ∆qi+1, Fi := Fi + ∆Fi.nia nie s¡ wprawdzie dokªadne, ale nie maj¡ rosn¡
ego bª�du, jak byªobyto w przypadku np. metody Eulera. Poniewa» stosowane kroki 
zasowe s¡maªe, bª�dy takiego podej±
ia s¡ równie» maªe.Badania dokªadno±
i dokonano analizuj¡
 za
howanie si� pojedyn
zego-elementu sko«
zonego pr�ta drgaj¡
ego osiowo, modelowanego dwoma trój-k¡tnymi elementami 
zasoprzestrzennymi. Przyj�to moduª spr�»ysto±
i b�-d¡
y funk
j¡ odksztaª
enia E = 1−1/8ǫ2. Porównanie przemiesz
ze« w 
za-sie przy ró»ny
h kroka
h 
zasowy
h, po
z¡wszy od najwi�kszego ze wzgl�duna stabilno±¢ hmax = 1, przedstawia rys. 8.31.W rozdziale 8.1 wyprowadzono dynami
zne warunki kontaktu 
iaª od-ksztaª
alny
h. Przyj�to warunki Signoriniego, które przeksztaª
ono do po-sta
i 
aªkowej (8.20). Okre±la ona zerowanie si� pra
y w przedziale [ti, ti +h]w przypadku kontaktu. Warunek (8.20) jest wygodny przy modelowaniukontaktu w warstwie 
zasoprzestrzennej.W zadania
h opisany
h pr�dko±
iami przemiesz
ze« trudno±
i sprawianie
i¡gªo±¢ skªadowej normalnej pr�dko±
i w 
hwili kontaktu (rys. 8.6). W ta-
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a 8.3: Algorytm pro
esu krokowego (wersja programowa).1. Obli
zenie wektora prawy
h stron, zawieraj¡
ego tym
zasowy wek-tor R oraz 
aªkowity wektor siª ∑F
F = R−∑F2. F := F −Di−1qi3. Odwzorowanie wektora siª na now¡ siatk� w�zªów:
F −→ F̂

qi −→ q̂i

G −→ Ĝ
∑
F −→ ∑̂

F4. Obli
zenie wspóª
zynników ma
ierzy elementów i utworzenie ma
ie-rzy globalny
h Ai, Bi, Ci,Di.5. Obli
zenie:
• F̂ := F̂ +Ai q̂i

• Bi prze
howane w SB

• R = −Ci q̂i

• Di prze
howane w SD.6. Rozwi¡zanie ukªadu równa«:
Bi qi+1 = F̂ .7. Obli
zenie ∆σ.8. Dodanie skªadników do wektora siª ∑F i obli
zenie tym
zasowegowektora G:
∑̂
F :=

∑̂
F +G

∑̂
F :=

∑̂
F +AM

i q̂i +BM
i qi+1 +

∫
V

(
DN i

i

)T
∆σ dV

G = CM
i q̂i +DM

i qi+1 +
∫
V

(
DN i+1

i

)T
∆σ dV .9. i := i+ 1; powrót do 1.
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Rysunek 8.31: Dokªadno±¢ algorytmu przyrostowego przy ró»nym kroku 
zaso-wym.kim przypadku, je±li przyjmiemy maªe kroki 
zasowe, mo»na przyj¡¢ przybli-»enie 
i¡gª¡ funk
j¡ pr�dko±
i. Nie b�dzie wprawdzie zgodno±
i pola pr�d-ko±
i z polem przemiesz
ze«, ale mo»na dopu±
i¢ takie rozwi¡zanie, gdy»odst�pstwo od dokªadny
h rozwi¡za«, mierzone energety
znie, jest niewiel-kie.Nowym sposobem modelowania zada« w stre�e kontaktu jest wprowadze-nie dodatkowy
h w�zªów w 
hwili po
z¡tkowej i ko«
owej kontaktu (rys. 8.7).Wów
zas 
aªe przedziaªy 
zasu [ti−1, tc], [tc, ti], [tj , tf ], [tf , tj+1] maj¡ jeden,okre±lony stan ograni
ze« kontaktowy
h: ograni
zenia aktywne lub nieak-tywne. Uprasz
za to np. uwzgl�dnienie prawa tar
ia. W literaturze mo»naspotka¢ pra
e, w który
h krok 
zasowy ulega skró
eniu w 
aªej lub wybra-nej 
z�±
i ukªadu. Odbywa si� to przez zastosowanie metody o zmiennymkroku 
aªkowania równa« ró»ni
zkowy
h. Skró
enie kroków poprawia w ta-kim przypadku dokªadno±¢ okre±lania stref kontaktu, le
z pre
yzyjne dopa-sowanie serii kroków 
zasowy
h do 
hwili rozpo
z�
ia i zako«
zenia kontaktujest trudne w prakty
znej realiza
ji. W odró»nieniu od tego, prezentowanew niniejszej pra
y podej±
ie pozwala ustali¢ poªo»enie dodatkowy
h w�zªóww 
zasie w sposób dokªadny. Nale»y podkre±li¢, »e do uzyskania rozwi¡zaniaw danej warstwie 
zasoprzestrzennej opisan¡ w pra
y metod¡ mo»na z po-wodzeniem wykorzysta¢ istniej¡
e, klasy
zne pro
edury metody elementów
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zony
h, budowania ma
ierzy struktury i rozwi¡zywania ukªadu równa«.Druga propozy
ja przedstawiona w pra
y doty
zy sposobu mody�ka
jipr�dko±
i w 
hwili poprzedzaj¡
ej kontakt, tak aby zarówno pr�dko±
i jaki przemiesz
zenia byªy opisane funk
jami 
i¡gªymi. Wymagamy przy tym,aby przemiesz
zenia konsekwentnie wynikaªy z pr�dko±
i. Wspomniana mo-dy�ka
ja polega na odpowiednim wyhamowaniu ru
hu punktu tu» przed jegozetkni�
iem si� z przeszkod¡. Wytra
ona energia oddawana jest w 
hwili od-rywania si� punktu od przeszkody.Oba zaproponowane podej±
ia uªatwiaj¡ nie tylko numery
zne realiza
j�kontaktu, ale tak»e poprawiaj¡ dokªadno±¢ dyskretny
h rozwi¡za«. Zamiesz-
zone przykªady numery
zne pozwalaj¡ prze±ledzi¢ za
howanie si� ukªaduw wybrany
h sytua
ja
h. Okazuje si�, »e w zadania
h opisuj¡
y
h zderze-nia nie jest ªatwo wyeliminowa¢ efekty paso»ytni
ze, zwi¡zane z zast¡pie-niem ukªadu 
i¡gªego dyskretnym. Naj
z�±
iej w prakty
e usuwamy drganiao wy»szej 
z�sto±
i przez dodanie tªumienia. Mo»e okaza¢ si� to niewystar-
zaj¡
e. Jak pokazuje rys. 8.12 du»e tªumienie, w przypadku podziaªu naniewielk¡ li
zb� elementów przestrzenny
h, nie wygªadza dostate
znie wyni-kowy
h wykresów przemiesz
ze«. Zaproponowana metoda hamowania ru
hupunktu przed zderzeniem ªagodzi efekt wstrz¡su w 
hwili kontaktu.Modelowanie 
zasoprzestrzenne kontaktu zastosowano do analizy przy-
zyn powstawania koruga
ji kóª kolejowy
h przy du»y
h pr�dko±
ia
h to
ze-nia. Wykazano, »e nierówno±
i powstaj¡ na skutek efektów falowy
h, kiedykontakt pomi�dzy koªem i szyn¡ nie jest punktowy, a ma miejs
e na dªu»-szym od
inku. Przedstawiony w pra
y obraz zu»y
ia kóª kolejowy
h jestjednym z nieli
zny
h wyników skute
znego modelowania zjawiska koruga
ji.Pr�dko±
iowy opis zastosowano tak»e skute
znie w symula
ji odbi
ia ela-sty
znego okr�gu, wzmo
nionego 
i�gnami. W tym, oraz w poprzednio przy-to
zony
h obli
zenia
h zada« o wielu w�zªa
h zlokalizowany
h w stre�e kon-taktu, nie zaobserwowano braku zbie»no±
i pro
esu na skutek przemiennegow
hodzenia w�zªa w kontakt i odrywania si� (tzw. migotania). W przy-padku koªa kolejowego li
zba w�zªów w stre�e kontaktu wahaªa si� od 4 do8. W przypadku elasty
znej obr�
zy do
hodziªa do 10, a w zadaniu dy-nami
znego zgniatania 
ylindra (rys. 4.36) nawet do 100. We wszystki
hprzypadka
h zbie»no±¢ osi¡gano bardzo szybko.



Rozdział 9
Zastosowania inżynierskie metody
elementów czasoprzestrzennychMetody obli
zeniowe dynamiki stosowane s¡ obe
nie do symula
ji niemalwszystki
h problemów spotykany
h w prakty
e in»ynierskiej. W kolejny
hrozdziaªa
h przedstawione zostan¡ przykªady zada« rozwi¡zany
h z wyko-rzystaniem metody 
zasoprzestrzenny
h elementów sko«
zony
h. Wiele sy-mula
ji komputerowy
h mo»na przeprowadzi¢ równie» innymi metodami ob-li
zeniowymi. Jak wykazali±my w poprzedni
h rozdziaªa
h, metoda elemen-tów 
zasoprzestrzenny
h w sz
zególny
h przypadka
h mo»e by¢ sprowadzonado metody elementów sko«
zony
h uj�tej w 
ykl bezpo±redniego 
aªkowaniaw 
zasie równania ró»ni
zkowego metod¡. W wielu jednak przypadka
h za-st¡pi¢ jednak jej nie mo»na.Jednym z problemów wymagaj¡
y
h spe
jalnego podej±
ia jest modelo-wanie przejazdu pojazdu szynowego po torze, mo±
ie, przejazdu odbierakapr¡du pod przewodem trak
ji elektry
znej lub przesuwu robota przemysªo-wego na prowadni
a
h. W przypadka
h, kiedy masa przesuwaj¡
ego si�obiektu iner
yjnego jest zna
zna, porównywalna lub przewy»szaj¡
a mas�konstruk
ji, z któr¡ si� styka i przeje»d»a z du»¡ pr�dko±
i¡, nie mo»emy jejzast¡pi¢ siª¡ równowa»n¡ 
o do warto±
i staty
znego oddziaªywania. W pa-kieta
h do symula
ji komputerowy
h nie uwzgl�dniono tej grupy problemów.Jedyn¡ metod¡, która dot¡d okazaªa si� skute
zna w rozwi¡zaniu taki
h za-da« jest metoda elementów 
zasoprzestrzenny
h.
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260 9 Zastosowania in»ynierskie metody elementów 
zasoprzestrzenny
h
9.1. Podłużnica karoserii samochodowejZbudujemy dyskretny model elementu ramy, b�d¡
ego fragmentem struktu-ralnym karoserii samo
hodowej. Dominuj¡ w nim deforma
je zlokalizowanew niewielki
h strefa
h. Przekroje poprze
zne ram to 
ienko±
ienne przekrojezamkni�te. W trak
ie zgniatania ±
ianki ulegaj¡ pofaªdowaniu harmonijko-wemu, absorbuj¡
 stosunkowo du»o energii. Charakter deforma
ji skªanianas do zaproponowania elementu sztywnego na zginanie, z mo»liwo±
i¡ jedy-nie odksztaª
e« podªu»ny
h. Zginanie b�dzie realizowane jedynie w w�zªa
hko«
owy
h dzi�ki nadaniu im mo»liwo±
i spr�»ystego obrotu. Takie zaªo»eniaumo»liwiaj¡:

• tworzenie struktur ramowy
h w trze
h wymiara
h,
• opis sko«
zony
h przemiesz
ze« i sko«
zony
h obrotów,
• przyj�
ie opisu quasi-staty
znego lub dynami
znego, opisanego w p.4.6.3,
• narzu
enie symetrii obrotów obu w�zªów elementów (z mo»liwo±
i¡wª¡
zania i wyª¡
zania tej 
e
hy) (rys. 9.1, 9.2),
• przyj�
ie ró»nej sztywno±
i w obu kierunka
h zginania (np. przyj�
ieprostok¡tnego pola przekroju poprze
znego) (rys. 9.3).Mo»liwa posta¢ przemiesz
ze« w modelu dwuwymiarowym pokazana jest narys. 9.4. Obli
zenia wykonany przy zaªo»eniu, »e pro
es przebiega: 1) quasi-staty
znie (patrz rozdziaª 4.6.3), 2) dynami
znie.

9.1.1. Opis matematycznyEnergia poten
jalna elementu o sko«
zony
h przemiesz
zenia
h ma nast�pu-j¡
¡ posta¢
P =

∫ L0

0
EAǫx dx+

1

2
kf1y (ϕ1y − θy)

2 +
1

2
kf2y (ϕ2y − θy)

2+

+
1

2
kf1z (ϕ1z − θz)

2 +
1

2
kf2z (ϕ2z − θz)

2 +
1

2

ks0 (ϕ2x − ϕ1x)2

L0
−
∑

Qi qi .(9.1)Energi� mo»na rozªo»y¢ na energi� zwi¡zan¡ z odksztaª
eniem podªu»nym
Pb, z odksztaª
eniem spr�»yn Ps oraz z pra
¡ siª zewn�trzny
h ∑Qi qi.W skró
ie mo»emy to zapisa¢ nast�puj¡
o:

P = Pb + Ps −
∑

Qi qi . (9.2)
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ba

Rysunek 9.1: Przykªady uprosz
zony
h elementów podªu»ni
y.

Rysunek 9.2: Zªo»one struktury zbudowane z elementów podªu»ni
y.
9.1.2. Duże przemieszczeniaPrzy maªy
h przemiesz
zenia
h ma
ierz sztywno±
i opisuj¡
a osiowe od-ksztaª
enia pr�ta, którego o± pokrywa si� z osi¡ OX ukªadu wspóªrz�dny
h,
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h

Rysunek 9.3: Posta¢ zdeformowany
h rze
zywisty
h elementów.

Rysunek 9.4: �a«
u
h zdeformowany
h elementów w dwó
h wymiara
h.ma posta¢:
Kb

eL =
EA

L0




1 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

−1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0




(9.3)
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hodowej 263Ka»dy z w�zªów reprezentuje 6 stopni swobody w ukªadzie x, y, z. Jedynie
ztery warto±
i s¡ niezerowe. Przy dowolnym poªo»eniu pr�ta w przestrzeniukªad wspóªrz�dny
h odpowiednio obra
amy, a wynikowa ma
ierz b�dzieilo
zynem odpowiedni
h ma
ierzy obrotów T: TT Kb
eL T.W przypadku du»y
h przemiesz
ze« rozwa»ania rozpo
zynamy od okre-±lenia energii poten
jalnej Ep. Rozpatrywa¢ b�dziemy pr�t prosty o dªugo±
ipo
z¡tkowej L0, o jednym ko«
u zamo
owanym przegubowo i drugim � do-znaj¡
ym przemiesz
ze« wymuszony
h:

Ep =
1

2
k(∆l)2, ∆l =

√
(L0 + ∆u)2 + (∆w)2 − L0 . (9.4)

∆l jest wydªu»eniem pr�ta, a ∆u, ∆v i ∆w s¡ skªadowymi przemiesz
ze«ko«
a. Ró»ni
zkowanie Ep wzgl�dem przemiesz
ze« w�zªowy
h u daje w re-zulta
ie ma
ierz sztywno±
i
Kb

eN = k




L0+∆u
∆u (1 − L0

L1
) 0 0

0 1 − l0
L1

0

0 0 1 − l0
L1

0

0 0
L0+∆u

∆u (1 − L0

L1
) 0 0

0 1 − l0
L1

0

0 0 1 − l0
L1

0

0 0

−L0+∆u
∆u (1 − L0

L1
) 0 0

0 −(1 − l0
L1

) 0

0 0 −(1 − l0
L1

)

0

0 0

−L0+∆u
∆u (1 − L0

L1
) 0 0

0 −(1 − l0
L1

) 0

0 0 −(1 − l0
L1

)

0

0 0




. (9.5)
Odpowiednie bloki ma
ierzy s¡ podma
ierzami o zerowy
h wspóª
zynnika
h.Ko«
owa dªugo±¢ pr�ta po odksztaª
eniu wynosi w kwadra
ie L2

1 = (L0 +
∆u)2 + (∆v)2 + (∆w)2. Stan zgi�
iowy w przypadku maªy
h przemiesz
ze«
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hopisany jest ma
ierz¡ sztywno±
i Ks
e:

Ks
eL =




0 0 0 0 0 0

0
kf1z+kf2z

L2
0

0 0 0
kf1z

L0

0 0 −kf1y+kf2y

L2
0

0 −kf1y

L0
0

0 0 0 ks0

L0
0 0

0 0
kf1y

L0
0 kf1y 0

0
kf1z

L0
0 0 0 kf1z

0 0 0 0 0 0

0 −kf1z+kf2z

L2
0

0 0 0 −kf1z

L0

0 0
kf1y+kf2y

L2
0

0
kf1y

L0
0

0 0 0 −ks0

L0
0 0

0 0
kf1y

L0
0 0 0

0
kf2z

L0
0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 −kf1z+kf2z

L2
0

0 0 0
kf2z

L0

0 0
kf1y+kf2y

L2
0

0 −kf2y

L0
0

0 0 0 −ks0

L0
0 0

0 0 −kf1y

L0
0 0 0

0 −kf1z

L0
0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0
kf1z+kf2z

L2
0

0 0 0 −kf2z

L0

0 0 −kf1y+kf2y

L2
0

0
kf2y

L0
0

0 0 0 ks0

L0
0 0

0 0 −kf2y

L0
0 kf2y 0

0 −kf2z

L0
0 0 0 kf2z




. (9.6)
Ma
ierze powy»sze nie zapewniaj¡ opisu obrotu pr�ta jako bryªy sztywnej.Wprawdzie przy niewielki
h, w stosunku do dªugo±
i pr�ta, warto±
ia
h prze-miesz
ze« wyniki s¡ wystar
zaj¡
o dokªadne, w zadania
h o sko«
zony
hprzemiesz
zenia
h nale»y poszuka¢ lepszego opisu ru
hu.



9.1 Podªu»ni
a karoserii samo
hodowej 265
9.1.3. Skończone przemieszczenia i obrotyRozpatrzymy oddzielnie odksztaª
enia osiowe pr�ta oraz odksztaª
enia wy-woªane obrotami w�zªów. Oba stany s¡ niezale»ne. Odksztaª
enie osiowew pr�
ie de�niujemy nast�puj¡
o:

ǫx = u,x +
1

2
(u2

,x + v2
,x + w2

,x) . (9.7)Przyjmujemy interpola
je liniow¡ przemiesz
ze« w�zªowy
h
u = (1 − x

L0
)u1 + x

L0
u2

v = (1 − x
L0

) v1 + x
L0
v2 (9.8)

w = (1 − x
L0

)w1 + x
L0
w2 .Energia poten
jalna Pb w pr�
ie o sko«
zony
h przemiesz
zenia
h wynosi

Pb =

∫ L0

0
EAǫx dx . (9.9)Naszym 
elem jest uzyskanie posta
i ma
ierzy speªniaj¡
ej zasad� minimumenergii

∂Pb

∂q e

= 0 , (9.10)gdzie q zawiera warto±
i przemiesz
ze« w�zªowy
h obu ko«
ów pr�ta
qe =





u1

v1
w1

u2

v2
w2





. (9.11)Uzyskujemy nast�puj¡
¡ posta¢ równania:
KeN qe = 0 , (9.12)gdzie ma
ierz KeN skªada si� z trze
h ma
ierzy zawieraj¡
y
h przemiesz
ze-nia w ró»ny
h pot�ga
h.

KeN = K1N + K2N + K3N . (9.13)Ma
ierz K1N jest ma
ierz¡ w 
zªona
h o wspóª
zynnika
h liniowy
h, ma
ierz
K2N opisuje 
zªony kwadratowe, a K3N � 
zªony sze±
ienne. �wiartki ma
ie-rzy sztywno±
i (9.13) wynikaj¡
e z odksztaª
e« osiowy
h pr�ta uwzgl�dnianes¡ w peªnej ma
ierzy elementu w sposób pokazany na rys. 9.5.
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h
K

K

2,
1

1,
1

K

1,
2

K

2,
2

Rysunek 9.5: Podma
ierze ma
ierzy pr�ta wpisane w ma
ierz globaln¡.
K1N =

EA

L0




1 0 0 −1 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

−1 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0




(9.14)
K2N = EA

2L2
0




3(u2 − u1) v2 − v1 w2 − w1

v2 − v1 u2 − u1 0

w2 − w1 0 u2 − u1

−3(u2 − u1) −(v2 − v1) −(w2 − w1)

−(v2 − v1) −(u2 − u1) 0

−(w2 − w1) 0 −(u2 − u1)

−3(u2 − u1) −(v2 − v1) −(w2 − w1)

−(v2 − v1) −(u2 − u1) 0

−(w2 − w1) 0 −(u2 − u1)

3(u2 − u1) v2 − v1 w2 − w1

v2 − v1 u2 − u1 0

w2 − w1 0 u2 − u1



.

(9.15)
K3N ma wymiary 6×6. W skró
ie mo»na to zapisa¢ jako ilo
zyn wektorów

K3N = EA
2L3

0





u2 − u1

v2 − v1
w2 − w1

−(u2 − u1)
−(v2 − v1)
−(w2 − w1)





· [u2 − u1; v2 − v1; w2 − w1|

| − (u2 − u1); −(v2 − v1); −(w2 − w1)]

(9.16)
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hodowej 267Powy»szy ilo
zyn w efek
ie opisuje ma
ierz 6×6. Wyrazy zawieraj¡ kwadratyprzemiesz
ze« w�zªowy
h.
Zginanie w węzłach podłużnicyPrzyjmujemy ozna
zenia przedstawione na rys. 9.6.

φ

φ

1z

2z

θz x

y’

’t i

i+1t

L 0

y

z

u

u

u 2z

1z

x

1y

u
u1x

2x

2yu

zθ

yθ

L 1xy

1xz
L

Rysunek 9.6: Ozna
zenia przyj�te w opisie kon�gura
ji pr�ta.Energia poten
jalna Ps odpowiadaj¡
a obrotom w�zªów i skr�
aniu opisujeponi»sza wielko±¢:
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h
Ps =

1

2
kf1y (ϕ1y − θy)

2 +
1

2
kf2y (ϕ2y − θy)

2 +
1

2
kf1z (ϕ1z − θz)

2

+
1

2
kf2z (ϕ2z − θz)

2 +
1

2

ks0 (ϕ2x − ϕ1x)2

L0
. (9.17)K¡ty θy i θz przedstawiaj¡ proste wielko±
i trygonometry
zne:

θy = −arctan(
u2z − u1z

L0 + u2x − u1x
), θz = arctan(

u2y − u1y

L0 + u2x − u1x
) . (9.18)Po podstawieniu warto±
i k¡tów (9.18) do wyra»enia (9.17) mo»emy wyzna-
zy¢ po
hodne Ps wzgl�dem kolejny
h przemiesz
ze« i ostate
znie wspóª-
zynniki sztywno±
i elementu. Opera
je te s¡ proste, 
ho¢ wynikowe wyra»e-nia s¡ rozbudowane. Pozostawiamy ten etap zainteresowanemu 
zytelnikowi.

9.2. Macierz funkcji karyZakªadamy dwa równania, które musz¡ by¢ dodatkowo speªnione przy obro-ta
h w�zªów
ϕ1y + ϕ2y

2
= −u2z − u1z

L0

ϕ1z + ϕ2z

2
=
u2y − u1y

L0
. (9.19)Mo»na je zapisa¢ ma
ierzowo

Ce qe = 0 , (9.20)gdzie
Ce =

[
0 2 0 0 0 L0 0 −2 0 0 0 L0

0 0 −2 0 L0 0 0 0 2 0 L0 0

]
. (9.21)Ma
ierz sztywno±
i K′

e uzupeªniona jest dodatkow¡ ma
ierz¡ kary ze wspóª-
zynnikiem γ

K′c
e = K′

e + γCT
e Ce . (9.22)
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ja wzgl�dem przemiesz
zenia.
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Rysunek 9.8: S
hemat dynami
zny zadania.
Przykłady liczboweBadano ukªad dwó
h pr�tów (rys. 9.8). Wyniki pokazano na rys. 9.7. Nieliniowymateriaª (z osªabieniem) daje wyniki pokazane na rys. 9.9. Zwi¡zek konsty-tutywny dany jest wzorem

kf =
40

9
π − 10ϕ . (9.23)Zbadano zadanie testowe pokazane na rys. 9.10 aby sprawdzi¢ skute
z-no±¢ opra
owanej metody.Rys. 9.11 pokazuje ksztaªt ramy S. Na lewym rysunku wymuszono prze-miesz
zenie poziome ko«
owego w�zªa. Na prawym rysunku dodatkowo za-mo
owano pionowe przemiesz
zenie tego w�zªa.
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Rysunek 9.9: Reak
ja wzgl�dem przemiesz
zenia w przypadku materiaªu z osªa-bieniem przy ró»nym kroku 
zasowym
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Rysunek 9.10: S
hemat ramy S.W nast�pnym przykªadzie zamo
owano obrót przesuwanego ko«
a. Za-stosowano maªe tªumienie ηz = 5 · 10−5. Wyniki porównano z przypadkiembraku tªumienia.Na rys. 9.13 wido
zna jest zbie»no±¢ pro
esu bez masy i bez tªumienia.Rys. 9.14 pokazuje fragment poprzedniego rysunku. Rys. 9.15 pokazuje,»e maªe tªumienie nie zmniejsza drga« paso»ytni
zy
h. Wzgl�dnie wysoki
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h etapa
h przy ró»nym sposobiewymuszenia ru
hu prawego w�zªa.
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a bRysunek 9.12: Rama typu S� geometria w kolejny
h faza
h z maªym tªumieniem(a) i bez tªumienia (b).wspóª
zynnik ηz jest wymagany nawet w po
z¡tkowej fazie pro
esu.
9.2.1. WnioskiOpisana metoda okazuje si� skute
zna w modelowaniu pr�towy
h ukªadów,w który
h 
aªo±¢ pro
esów me
hani
zny
h opisuj¡ parametry w w�zªa
h.Pro
esy me
hani
zne sprowadzone do w�zªów zadawane maj¡ by¢ na pod-stawie otrzymywany
h opisów eksperymentalny
h b¡d¹ wyników uzyskany
hinnymi pro
edurami obli
zeniowymi.Istotnym jest fakt, »e jeden opis matematy
zny wraz z pro
esem 
aªkowa-nia równania ró»ni
zkowego ru
hu mo»e by¢ zastosowany zarówno do zada«statyki jak i dynamiki. W tym pierwszym przypadku mamy do dyspozy
jitylko jeden punkt pra
y opisanej pro
edury α = 1.
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Rysunek 9.13: Zbie»no±¢ pro
esu bez tªumienia (rama S) � pionowe przemiesz-
zenia w�zªa nr 11 z rys. 9.10.
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Rysunek 9.14: Po
z¡tkowa faza deforma
ji (
z�±¢ rys. 9.13).
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9.3. Dynamika układu pojazd–torTory bezpodsypkowe i tory z podkªadami stalowymi klinowymi (zwanymite» podkªadami typu �Y�) s¡ przykªadem ukªadu dynami
znego tor-pojazd.Moderniza
ja, ze wzgl�du na bezpie
ze«stwo, ukªadów zawieszenia i wy-sokie wymagania przepisów kolejowy
h jest stosowana rzadko i okupionajest dªugimi i kosztownymi badaniami prototypów. Zauwa»aln¡ popraw�wspóªpra
y dynami
znej ukªadu koªo-szyna daje moderniza
ja stary
h toro-wisk przy zastosowaniu nowy
h te
hnologii. Przykªadem jest linia KrakówPªaszów-O±wi�
im, gdzie powstaª od
inek drogi kolejowej ze stalowymi pod-kªadami typu Y. Podkªady stalowe s¡ równie» eksploatowane przez kolejelinowo-terenowe na Gubaªówk� w Zakopanem i na Gór� Parkow¡ w Kryni
yGórskiej.Zaleta zastosowania podkªadów �Y� polega na zwi�kszeniu poprze
znejsztywno±
i toru i zwi�kszeniu jego bezwªadno±
i przez wª¡
zenie podsypki dowspóªpra
y z przekrojami stalowymi (rys. 9.16). Jest to sz
zególnie wa»nena ªuka
h i w obszara
h górzysty
h. Wad¡ jest wy»szy koszt wykonania. Po-miary na eksperymentalny
h od
inka
h wykazuj¡ zna
zne obni»enie poziomuhaªasu przy przeje¹dzie po
i¡gu.O ile budowa próbny
h od
inków eksploata
yjny
h jest droga, a badania
zaso
hªonne, to symula
je komputerowe mo»na wykona¢ szybko. S¡ war-
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h

Rysunek 9.16: Podkªad stalowy klinowy.to±
iowe wów
zas, gdy analizowany model odpowiada mo»liwie wiernie mo-delowi �zy
znemu [165, 168℄. Przy jego opra
owywaniu podstawow¡ spraw¡jest ustalenie, jaka 
z�±¢ masy koªa stykaj¡
ego si� z szyn¡ wspóªdziaªa z ni¡dynami
znie. Pozostaªe parametry modelu mo»na stosunkowo dobrze do-bra¢ na podstawie dokumenta
ji te
hni
znej. Pewne jest, »e przy du»y
hpr�dko±
ia
h jazdy nie nale»y ob
i¡»a¢ toru jedynie elementem spr�»ystym,nieiner
yjnym, a nale»y uwzgl�dni¢ mas�, na której mo»na nast�pnie uloko-wa¢ zªo»ony nawet model pojazdu.

Rysunek 9.17: Model toru oraz s
hemat pojazdu szynowego przyj�te w obli
ze-nia
h numery
zny
h.Zadanie przejazdu pojazdu szynowego po torze klasy
znym oraz typu



9.3 Dynamika ukªadu pojazd�tor 275�Y"podzielono na dwa podukªady. Pierwszy to tor zªo»ony z szyn, pod-kªadów, lepkospr�»ysty
h przekªadek oraz lepkospr�»ystego podªo»a grun-towego. Drugi podukªad to pojazd szynowy, zbudowany w prosty sposóbz 
ztere
h os
ylatorów, poª¡
zony
h odksztaª
aln¡ ram¡ (rys. 9.17). Przyj-mujemy, »e drgania obu szyn sprz�gane s¡ przez zestawy koªowe, a elemen-tem sprz�gaj¡
ym drgania propaguj¡
e si� wzdªu» szyny jest rama wózkapojazdu szynowego. Szyny, podkªady oraz ramy wózka przyj�to jako ele-menty rusztu, o trze
h stopnia
h swobody w w�¹le. Przekªadki przyj�to jakoelementy sko«
zone pr�ta. Podªo»e gruntowe przyj�to jako iner
yjne pod-ªo»e Winklera. Odpowiednio dobrano sztywno±
i ramy oraz bezwªadno±¢posz
zególny
h elementów. W przypadku uprosz
zonego modelu pojazdu,w którym masy kóª s¡ zgranulowane, dobrano wielko±
i masy koªa, jaka to-warzyszy przemiesz
zeniom poprze
znym szyny w przedziale 15%�50% masykoªa.Oba ukªady dynami
zne rozwi¡zywano niezale»nie, buduj¡
 i rozwi¡zu-j¡
 odpowiednie wynikowe ukªady równa« algebrai
zny
h. Siatki w�zªów obuukªadów dyskretny
h przemiesz
zaªy si� wzgl�dem siebie i w zwi¡zku z tymzastosowano prost¡ pro
edur� itera
yjn¡ równowa»enia siª w obu ukªada
h.W pierwszym etapie tor ob
i¡»ano w punkta
h kontaktu kóª z szynami siªamiodpowiadaj¡
ymi na
iskowi dynami
znemu kóª wózka. W wyniku otrzy-mano przemiesz
zenia w�zªów siatki dyskretnej szyny. To pozwalaªo wy-zna
zy¢ przemiesz
zenia pionowe szyn w miejs
a
h i
h kontaktu z koªami.Przemiesz
zenia przyjmowano jako warunki brzegowe w rozwi¡zaniu ukªaduwózka ob
i¡»onego siªami zewn�trznymi, m.in. 
i�»arem wªasnym i 
i�»arempudªa wagonu. Wynikiem rozwi¡zania tego etapu byªy reak
je w miejs
a
hkontaktu z szynami. Reak
je te, z prze
iwnymi znakami sªu»yªy ponowniedo ob
i¡»enia toru. Powtarzana itera
yjnie pro
edura prowadziªa w kilkukroka
h do zrównowa»enia ukªadu staty
znego i nast�pnie pozwalaªa przej±¢do nast�pnej 
hwili w pro
esie dynami
znym. Pro
edura dziaªa poprawniew pewny
h zakresa
h parametrów. W naszym przypadku w prakty
e niedo
hodziªo do utraty stabilno±
i rozwi¡zania, o ile krok 
zasowy nie byª zbytdu»y.Rys. 9.18 pokazuje porównanie przemiesz
ze« pionowy
h w 
zasie przyprzeje¹dzie zestawu koªowego z ró»n¡ pr�dko±
i¡. Wyniki uzyskane metod¡elementów 
zasoprzestrzenny
h porównano z wynikami programu Medyna.Mimo mo
no ró»ni¡
ego si� podej±
ia przy tworzeniu modelu numery
znegow programie Medyna oraz MECz, uzyskano podobie«stwo wyników. Jednymz odst�pstw jest zaobserwowane przy pr�dko±
i 72 km/h i wy»szej, dudnie-nie. Mo»na spodziewa¢ si� wyst¡pienia tego zjawiska w wynika
h Medynyprzy nie
o innej pr�dko±
i jazdy. Ta ró»ni
a mo»e wynika¢ z nieuwzgl�dnie-
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hnia w programie Medyna masy kóª, stowarzyszonej w ru
hu poprze
znymz szynami. Trójwymiarowy obraz odksztaª
ony
h osi szyn w kolejny
h 
hwi-la
h pokazuje rys. 9.19. Dostrzegamy wy»sze amplitudy przemiesz
ze« toruklasy
znego, wido
zne zwªasz
za w pewnej odlegªo±
i od kóª pojazdu szy-nowego. W 
elu porównania zamiesz
zono wyniki pomiarów przejazdu potorze, zarejestrowane w Niem
ze
h (rys. 9.20). Opró
z przemiesz
ze« w 
za-sie pokazano równie» warto±
i ±rednie, zbli»one do quasistaty
zny
h, orazwarto±
i pomniejszone o warto±
i ugi�¢ staty
zny
h. Opró
z lepszy
hwªasno±
i dynami
zny
h rejestrowany
h na poziomie szyn mo»na pokaza¢mniejsze amplitudy wybranego punktu na ramie pojazdu szynowego. Ró»-ni
e mi�dzy przejazdem po torze klasy
znym i typu �Y� s¡ zna
z¡
e i si�gaj¡kilkudziesi�
iu pro
ent (rys. 9.23).
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Rysunek 9.18: Przemiesz
zenia pionowe punktu kontaktu koªa z szyn¡ uzyskaneprogramem Medyna (lewa kolumna) oraz metod¡ MECz (prawa kolumna) przypr�dko±
i 36, 54, 72 i 100 km/h.
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Rysunek 9.19: Pionowe przemiesz
zenia toru klasy
znego (z lewej) oraz typu �Y�(z prawej) w 
zasoprzestrzeni, ob
i¡»onego wózkiem poruszaj¡
ym si� z pr�dko±
i¡40 m/s.
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Rysunek 9.21: Pionowe przemiesz
zenia punktów kontaktu pod
zas jazdy z pr�d-ko±
i¡ 30 m/s (górne) i 50 m/s (dolne).
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h

a bRysunek 9.22: Pionowe przemiesz
zenia zarejestrowane (a) 120 
m i (b) 180 
mprzed punktem kontaktu pierwszego zestawu koªowego wózka wagonowego z szyn¡w torze klasy
znym i torze z podkªadami typu �Y�, przy pr�dko±
i 40 m/s.

Rysunek 9.23: Pionowe przemiesz
zenia ramy pojazdu przy pr�dko±
ia
h 30, 34i 36 m/s.
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9.4. Dynamika toru metraAnaliza przejazdu kolei podziemnej ma na 
elu o
en� szkodliwego wpªywudrga« na oto
zenie. Odnosi si� to zarówno do pasa»erów jak i mieszka«-
ów okoli
zny
h budynków. Szkodliwo±¢ to z jednej strony doku
zliwe, zbytgªo±ne d¹wi�ki o niski
h 
z�stotliwo±
ia
h, z drugiej � drgania powoduj¡
enierównomierne osiadania fundamentów budynków i zarysowania tynków.Ludzkiemu u
hu bardziej doku
za d¹wi�k zªo»ony z dwó
h skªadowy
h mo-dalny
h, o bliski
h sobie 
z�stotliwo±
ia
h, ni» pojedyn
zy mod o wy»szej na-wet amplitudzie. Z kolei wzrost pr�dko±
i przejazdu wagonów metra zwi�k-sza amplitudy drga« przenoszony
h na oto
zenie. Istniej¡
ego tunelu metranie mo»na przebudowa¢. Nie mo»na te» uªo»y¢ wokóª niego wibroakusty
z-nej izola
ji gª�bokiej. Mo»na natomiast próbowa¢ wpªywa¢ na dynamik�ukªadu pojazd�tor przez mody�ka
j� 
harakterystyk dynami
zny
h pojazduszynowego lub zmienia¢ posadowienie toru w tunelu metra. Jedn¡ z taki
hprób mody�ka
ji bliskiego oto
zenia torowiska przedstawimy poni»ej. Ideapolega na przeniesieniu lokalny
h efektów dynami
zny
h w punktów kon-taktu koªa z szyn¡ na wi�kszy obszar toru. Uªo»enie belki podªu»nej podpodkªadami, odizolowanej od fundamentu mat¡ izoluj¡
¡ drgania, zwi�kszadodatkowo bezwªadno±¢ ukªadu pojazd�szyna�podkªady i stanowi swojegorodzaju dynami
zny tªumik drga«. Dobór przekroju belki podªu»nej orazgrubo±
i izola
ji pªytkiej winien uwzgl�dnia¢, opró
z wªasno±
i dynami
z-ny
h elementów ukªadu (zwªasz
za uresorowania, rozkªadu mas, sztywno-±
i przekªadek podszynowy
h 
zy konstruk
ji w�zªów utwierdzenia), równie»pr�dko±¢ przejazdu na posz
zególny
h od
inka
h.Numery
zny model budujemy w sposób pokazany na rys. 9.24. S
hematzostaª rozszerzony o belk� poªo»on¡ pod podkªadami, odizolowan¡ od pªytpodªo»a warstw¡ spr�»yst¡ (rys. 9.25). Taki s
hemat pozwoliª analizowa¢mo»liwo±¢ odizolowania podstawowego ukªadu toru od oto
zenia. Drganiawywoªane przejazdem pojazdu, a zwªasz
za sprz�gni�
ie drga« wywoªany
hkolejnymi zestawami koªowymi mog¡ by¢ w ten sposób zna
znie zreduko-wane. W sz
zególnym przypadku przyjmuj¡
 maª¡ sztywno±¢ belki wpo-dªu»nej mo»na zadanie rozszerzone sprowadzi¢ do s
hematu podstawowego.Model numery
zny opisano nast�puj¡
ymi rodzajami elementów: ruszt �zastosowany do szyn i podkªadów, belki � w zastosowaniu do belek podªu»-ny
h, pªyty � opisuj¡
e fundament oraz podªo»e spr�»ysto-lepkie typu Win-klera opisuj¡
e grunt. Przekªadki spr�»yste opisano elementami lepko spr�-»ystymi. Pªyty fundamentu toru poª¡
zono elementami spr�»ystymi z mo»-liwo±
i¡ spr�»ystego obrotu. Stosunkowo prosty model toru dobrze opisujezadanie rze
zywiste. Uwzgl�dniono mas� ru
hom¡ (jad¡
¡), stowarzyszon¡
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Rysunek 9.24: Model toru metra.
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Rysunek 9.25: S
hemat mody�ka
ji toru metra.z belk¡ (szyn¡). Jest to istotne z uwagi na poprawno±¢ sformuªowania i uzy-skiwany
h warto±
i li
zbowy
h wyników. Sz
zegóªowo problem ten opisanow rozdziale 7.Przykªadowe warto±
i reak
ji w punk
ie w�zªowym pod pªyt¡ fundamen-



9.4 Dynamika toru metra 283tow¡ przedstawia rys. 9.26. Porównano warto±
i siª w przypadku zastosowa-nia wibra
yjnej izola
ji gª�bokiej, izola
ji pªytkiej i bez izola
ji. Przy maªy
hpr�dko±
ia
h mata pªytka nie wnosi wido
zny
h zmian. Przy wy»szy
h pr�d-ko±
ia
h jej rola za
zyna si� uwida
znia¢. Mata gª�boka poprawia wynikiw 
aªym zakresie pr�dko±
i. Niestety, jej wprowadzenie nie jest mo»liwe powybudowaniu obiektu.
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Rysunek 9.26: Wielko±¢ reak
ji pod pªyt¡ fundamentow¡ przy ró»ny
h rozwi¡-zania
h podtorza, przy pr�dko±
i 10, 15 i 20 m/s.
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9.5. Drgania płyt lotniskowychPªyty pasów lotniskowy
h to konstruk
je nietypowe. Grubo±¢ i
h si�ga 2 m.Do tego jest to konstruk
ja warstwowa, zªo»ona z dwó
h pªyt oddzielony
h
ienk¡ warstw¡ izoluj¡
¡ wprowadzaj¡
¡ dylata
j�. Ob
i¡»eniem jest zestawpunktowo przyªo»ony
h siª, poruszaj¡
y
h si� z du»¡ pr�dko±
i¡. Problemstanowi¡ odksztaª
enia wywoªane zmianami temperatur (rys. 9.27). Gra-dient temperatury si�ga 0,08 ◦C/mm grubo±
i pªyty. Nagrzanie si� i sty-gni�
ie powierz
hni w sªone
zne dni powoduje zmiany wysoko±
i si�gaj¡
ekilku 
entymetrów (rys. 9.28). Pªyta ob
i¡»ona odksztaª
eniami wywoªa-nymi ogrzaniem wierz
hniej warstwy, poªo»ona na jednostronnym podªo»uspr�»ystym odksztaª
a si� wypukªo±
i¡ ku górze. Pod wpªywem 
i�»aru wªa-snego dªugie pªyty opadaj¡ i p�kaj¡ w pewnej odlegªo±
i od kra«
ów naskutek kumula
ji napr�»e« wywoªany
h odksztaª
eniami termi
znymi i ob-
i¡»eniem u»ytkowym (rys. 9.29). Pro
es powtarza si� odsz
zepiaj¡
 kolejneod
inki na ko«
za
h. W ten sposób pªyta 
i¡gªa p�ka w równy
h odst�-pa
h. Aby pro
es ten ukierunkowa¢, na
ina si� pªyty stymuluj¡
 p�kni�
iaw ustalony
h osªabiony
h przekroja
h. W efek
ie do u»ytku, a w naszymprzypadku do symula
ji tra�a pojedyn
zy od
inek pªyty.Problem obli
ze« dynami
zny
h jest wa»ny z uwagi na zna
zn¡ mas� star-tow¡ 
i�»ki
h samolotów (np. masa An 225 do
hodzi do 600 ton). �atwo wy-
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Rysunek 9.28: Odksztaª
enia segmentów pªyt pod wpªywem zmian temperatury:w no
y i we dnie.obrazi¢ sobie �zy
znie badany obiekt. Na etapie opisu numery
znego trudnojest jednak podj¡¢ de
yzj�, jak rozpo
z¡¢ konstruowanie modelu. Nale»yuwzgl�dni¢ m.in. efekt wzajemnego kontaktu obu betonowy
h pªyt. Mo»eto by¢ rozpatrywane lokalnie, w oto
zeniu punktu przyªo»enia siªy. Grubawarstwa betonowej pªyty wierz
hniej mo»e by¢ rozpatrywana np. jako trój-wymiarowy blok. Do tego do
hodzi podªo»e gruntowe, zazwy
zaj opisywanejednostronnymi wi�zami. Uªo»ona mi�dzy warstwami betonu warstwa dyla-tuj¡
a mo»e by¢ s
zepiona adhezyjnie z pªytami. Ob
i¡»eniem jest porusza-j¡
y si� ukªad siª skupiony
h. Uwzgl�dni¢ nale»y te» par
ie powietrza, którejest sz
zególnie wa»ne przy próbie odspajania usz
zelniony
h pªyt od siebiei od podªo»a. Nie b�dziemy wdawa¢ si� w sz
zegóªy studium problemu. Za-mie±
imy jedynie zakres przyj�ty
h dany
h. Zadanie opisano jako par� pªyt±redniej grubo±
i, poª¡
zony
h lepkospr�»ystymi tªumikami, spo
zywaj¡
¡na podªo»u spr�»ystym typu Winklera. Badano drgania pªyt o wymiara
h8×8 m, przy 
zym rozpatrywano symetry
zn¡ poªówk� zadania. Ob
i¡»e-niem byª os
ylator ob
i¡»ony siª¡ 1 MN, poruszaj¡
y si� z pr�dko±
i¡ 180�360 km/h (rys. 9.30). Pªyta górna miaªa grubo±¢ 40 
m, a dolna 130 
m.Podªo»e spr�»yste miaªo sztywno±¢ kz = 4 · 107 N/m2, a mata dylata
yjna
E=(0.2�2.0)·1011 N/m2. Przyj�to zast�p
z¡ grubo±¢ maty równ¡ 8 
m,uwzgl�dniaj¡
 deforma
j� bloku betonowego pªyt w kierunku pionowym.Na rys. 9.31 przedstawiono sze±¢ faz przemiesz
ze« ukªadu. Wido
zne jestodspajanie si� górnej pªyty. O obrazie przemiesz
ze« de
yduj¡ dwa ele-menty: 
harakterystyka wytrzymaªo±
iowa warstwy dylata
yjnej i warto±¢napr�»e«, przy który
h zerwane zostaj¡ wi�zy mi�dzy obydwoma pªytami,oraz sposób przedstawienia kontaktu w stre�e przyªo»enia siªy i kon
entra
ji
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Rysunek 9.29: Linia ugi�
ia w pªyty odksztaª
onej gradientem temperatur w za-le»no±
i od dªugo±
i L i stosunku dªugo±
i do grubo±
i L/h.

Rysunek 9.30: S
hemat pªyty lotniskowej.



288 9 Zastosowania in»ynierskie metody elementów 
zasoprzestrzenny
h

Rysunek 9.31: Kolejne fazy przejazdu ob
i¡»enia.napr�»e«. Te 
zynniki, odgrywaj¡
e rol� w ograni
zonej do bardzo maªejpowierz
hni stre�e ob
i¡»onej, de
yduj¡ prakty
znie o wynika
h. Z uwagina to nie mo»na analizowa¢ zadania ograni
zaj¡
 uwag� do pary pªyt. Wªa-±
iwy dobór parametrów opisuj¡
y
h wymienione de
yduj¡
e dwa 
zynnikiwinien by¢ poprzedzony analiz¡ staty
zn¡ zadania trójwymiarowego stanuodksztaª
enia.



Rozdział 10
Uwagi końcoweOstatni rozdziaª ksi¡»ki zmusza do re�eksji. Metoda elementów 
zasoprze-strzenny
h jest uogólnieniem metody elementów sko«
zony
h na obszar 
zasu.Wyprowadzenie odpowiedni
h ma
ierzy wyst�puj¡
y
h w sformuªowania
horaz pro
edura
h obli
zeniowy
h wymaga nie
o wi�
ej wyobra¹ni ni» w przy-padka
h o ustalonym 
zasie. Z jednej strony w prosty
h zadania
h wywoªujeto pewne zb�dne komplika
je, z drugiej � pozwala na poprawny opis zªo»o-ny
h problemów.Metody klasy
zne oparte na idei rozseparowania zmienny
h przestrzen-ny
h i 
zasu maj¡ swoje zalety. Mo»emy z du»¡ swobod¡ zast�powa¢ jedn¡metod� analizy w przestrzeni zast¡pi¢ inn¡. Zamiast metody elementówsko«
zony
h mo»emy wykorzysta¢ np. metody póªanality
zne, metod� ró»-ni
 sko«
zony
h 
zy elementów brzegowy
h. Ka»da z ty
h metod pokazujeswoje zalety w inny
h zadania
h i z uwagi na osobliwo±
i problemów s¡ do-bierane do obli
ze«. Z kolei 
aªkowanie równania ró»ni
zkowego w 
zasierównie» pozwala na wykorzystanie jednej z popularny
h metod, bez ogl¡-dania si� na etap analizy przestrzennej. Wi�kszo±¢ zada« rozwi¡zuje si�z powodzeniem t¡ drog¡. Zatra
a si� wprawdzie ªatwo±¢ interpreta
ji pew-ny
h wielko±
i �zy
zny
h i element dydakty
zny, le
z nie jest to konie
zniepotrzebne. Jak wskazano na s
hema
ie na rys. 1.3, metoda odniesiona do
zasu klasy�kowana jest w grupie sformuªowa« silny
h. Tu pojawia si� brakzalet zwi¡zany
h z formami sªabymi i waria
yjnymi.Metoda elementów 
zasoprzestrzenny
h z kolei mo»e by¢ postrzeganaw wieloraki sposób. Najpro±
iej spogl¡damy na ni¡ jak na klasy
zny spo-sób rozwi¡zywania równa« ró»ni
zkowy
h 
z¡stkowy
h, z nie
o bardziej tylkorozwini�t¡ interpreta
j¡ �zy
zn¡. W wielu przypadków mo»na wykaza¢ iden-289
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owety
zno±¢ obu metod, klasy
znej i 
zasoprzestrzennej. W bardziej ogólnymopisie, zwykle wykorzystywanym w zadania
h o zmienny
h wspóª
zynnika
h,nie znajdujemy drogi przej±
ia mi�dzy dwoma typami metod obli
zeniowy
h.Mo»na powiedzie¢, »e przy braku w równaniu ró»ni
zkowym ru
hu 
zªonówprzy pierwszej po
hodnej i przy sta
jonarnej dyskretyza
ji mo»emy w ka»-dym przypadku wykaza¢ identy
zno±¢ metody 
zasoprzestrzennej i metodgrupy Newmarka.Metoda 
zasoprzestrzenna klasy�kowana jest w grupie metod oparty
hna sformuªowania
h sªaby
h. St¡d te» jej zalety: ªatwo±¢ wskazania podsta-wowy
h zasad za
howaw
zy
h w me
hani
e i mo»liwo±¢ osza
owania bª�du.Wªa±nie zasady za
howaw
ze pozwalaj¡ w niektóry
h przypadka
h popraw-nie sformuªowa¢ problem przej±¢ do fazy rozwi¡zania. Przykªadem mo»eby¢ zagadnienie poruszaj¡
ej si� po elemen
ie spr�»ystym masy skupionej(rozdz. 7). Ma
ierze elementu sko«
zonego przenosz¡
ego mas� s¡ trudne dopoprawnego wyzna
zenia. Proponowane w literaturze opisy rozwi¡zywaniazada« z jad¡
¡ mas¡ opieraj¡ si� na zast¡pieniu po
hodnej okre±laj¡
¡ przy-spieszenie poprze
zne odpowiedni¡ po
hodn¡ zupeªn¡ w ru
homym ukªa-dzie odniesienia. W efek
ie opró
z przyspieszenia masy pojawiaj¡ si� 
zªonyokre±laj¡
e przyspieszenie Coriolisa i przyspieszenie od±rodkowe. Czªony teniezupeªnie odpowiadaj¡ takiej interpreta
ji, gdy» wyst�puj¡ równie» w ru-
hu podªu»nym pr�ta ob
i¡»onego efektem poruszaj¡
ej si� masy. Trudnow ru
hu podªu»nym mówi¢ np. o sile od±rodkowej. Matematy
znie taki tokpost�powania jest poprawny, le
z 
hwile warstwy 
zasowej, w który
h okre-±lane s¡ odpowiednie siªy, dobiera si� bª�dnie. W efek
ie nie sposób wpro-wadzi¢ poprawnie ty
h wielko±
i do metody Newmarka. Metoda 
zasoprze-strzenna pozwala upora¢ si� z tym zadaniem. Przyto
zone wyniki dowodz¡skute
zno±
i rozwi¡zania przy dowolny
h pr�dko±
ia
h przejazdu, równie»nadkryty
zny
h.Niezaprze
zalnie wa»n¡ 
e
h¡ metody elementów 
zasoprzestrzenny
hjest mo»liwo±¢ formowania ma
ierzy wspóª
zynników globalny
h ukªadówrówna« algebrai
zny
h w formie trójk¡tnej. Elementy 
zasoprzestrzenneo ksztaª
ie sympleksów prowadz¡ do ukªadów równa« 
z�±
iowo rozseparo-wany
h (rozdz. 5.1. Niewiadome przemiesz
zenia lub pr�dko±
i jednego lubkilku w�zªów mo»na wyzna
zy¢ w pierwszej kolejno±
i rozwi¡zuj¡
 pojedyn-
ze równania algebrai
zne lub równania ma
ierzowe o li
zbie niewiadomy
hrównej li
zbie stopni swobody w w�¹le. W drugiej kolejno±
i obli
za si� nie-wiadome zale»ne jedynie od w
ze±niej wyzna
zony
h niewiadomy
h. Kolejnoposuwamy si� dobieraj¡
 kolejno±¢ rozpatrywany
h w�zªów wedªug kolejno-±
i uzupeªniania niewiadomy
h, od który
h s¡ one zale»ne. Post�pujemyw sposób identy
zny jak przy rozwi¡zywaniu ukªadów równa« o ma
ierza
h
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h, 
ho¢ w kolejno±
i zale»nej od topologii poª¡
ze« w�zªów w siat
e
zasoprzestrzennej. Taka 
e
ha pozwala radykalnie obni»y¢ koszt obli
ze«i sprowadzi¢ pro
edur� realizowan¡ na kroku 
zasowym do pro
esury �w�-zeª po w�¹le�. Zalet� t� mo»na wykorzysta¢ do rozseparowania podobszarówdu»y
h zada«. Wystar
zy w kilku miejs
a
h wprowadzi¢ stref� elementówo ksztaª
ie sympleksów, a ukªad równa« algebrai
zny
h b�dzie mo»na rozwi¡-zywa¢ wyodr�bniaj¡
 z niego niezale»ne podukªady. W zadania
h jednowy-miarowy
h wystar
z¡ pojedyn
ze elementy separuj¡
e podukªady, w zada-nia
h dwuwymiarowy
h musi to by¢ warstwa elementów ulokowana w siat
eprzestrzennej wzdªu» linii separuj¡
ej. Zadania trójwymiarowe w tym przy-padku podzielimy powierz
hni¡ zªo»on¡ z elementów 
zworo±
ienny
h.Elementy sympleksowe wykorzystywane s¡ równie» do zag�sz
zenia po-dziaªu w 
zasie w wybrany
h podobszara
h. Czynimy to zwykle z uwagina 
harakter badanego zjawiska: bardziej sztywna konstruk
ja, wykonu-j¡
a drgania o wy»szej 
z�sto±
i 
zy zadania kontaktowe z tar
iem, w któ-ry
h istotne efekty za
hodz¡ w niewielkim obszarze. W taki
h przypadka
h,z uwagi na nieliniowy 
harakter problemu, za
hodzi konie
zno±¢ itera
yjnegopoprawiania rozwi¡zania i mody�ka
ji 
zªonów nieliniowy
h zale»ny
h odrozwi¡zania. Mo»emy ograni
zy¢ obszar itera
ji do wskazanego podobszaru,odseparowanego od reszty elementami sympleksowymi. Wykorzystuj¡
 po-kazan¡ na rys. 5.4 
e
h� jednokierunkowego przepªywu informa
ji mi�dzyw�zªami siatki przestrzennej mo»emy potraktowa¢ podobszar wymagaj¡
yitera
ji jako podobszar zale»ny od pozostaªej 
z�±
i. Wów
zas w kroku 
za-sowym rozpo
zynamy od jednokrotnego obli
zenia niewiadomy
h obszaruniezale»nego, po 
zym itera
yjnie powtarzamy ju» faz� rozwi¡zania 
z�±
izale»nej. W przypadku du»y
h konstruk
ji, w który
h nieli
zne w�zªy znaj-duj¡
e si� np. w stre�e kontaktu mo»emy potraktowa¢ jako fragment zale»ny,obni»enie kosztu obli
zeniowego mo»e si�ga¢ kilku rz�dów warto±
i.Te dodatkowe 
e
hy wynikaj¡
e z 
zasoprzestrzennej aproksyma
ji nies¡ obe
nie w peªni wykorzystywane. Przeszkod¡ jest brak uniwersalnegooprogramowania, które u»ytkownik mógªby adaptowa¢ do wªasny
h progra-mów obli
zeniowy
h. To samo doty
zy komer
yjny
h pakietów do symula
jinumery
zny
h. Tam raz wªo»ony wysiªek mógªby pro
entowa¢ wielokrot-nie. Niestety, nie do±¢ 
hyba rozpropagowane mo»liwo±
i metod oparty
hna 
aªkowy
h droga
h formuªowania zada« nie stymuluj¡ pra
 rozwojowy
hw pakieta
h komer
yjny
h.S¡ te» i powa»ne braki, wymagaj¡
e dalszy
h intensywny
h pra
 mate-maty
zny
h. Doty
zy to przede wszystkim niesta
jonarnego podziaªu prze-strzennego konstruk
ji. O ile w zadania
h typu paraboli
znego zmiana poªo-»enia w�zªów w kolejny
h kroka
h nie stanowi istotny
h problemów zwi¡-
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owezany
h ze stabilno±
i¡ i zbie»no±
i¡ rozwi¡zania, to w przypadku zada«typu hiperboli
znego ograni
zeniem jest pr�dko±¢ propaga
ji fali w o±rodku.Niestety, brak jest dot¡d zamkni�ty
h kryteriów matematy
zny
h, nadaj¡-
y
h si� do stosowania w przypadku ogólnym.Mo»na z 
aªym spokojem stwierdzi¢ na zako«
zenie, »e przedstawionametoda jest atrak
yjnym narz�dziem w wybrany
h problema
h naukowy
hi in»ynierski
h. Nie jest z pewno±
i¡ metod¡ uniwersaln¡ i nie zast¡pi kla-sy
zny
h narz�dzi obli
zeniowy
h. Mo»e jednak by¢ postrzegana jako dobreuzupeªnienie w grupie metod obli
zeniowy
h dynamiki konstruk
ji.



Dodatek A
Macierze w elemencie belkiW dodatku prezentujemy ma
ierze M, C, K oraz E, wyst�puj¡
e w opi-sie elementu 
zasoprzestrzennego belki Bernoulliego-Eulera nios¡
ego mas�.Przyj�to ozna
zenia: κ = (x0 + vh)/b, ξ = vh/b.

293
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AMa
ierzew

elemen
iebel
ki Tabli
a A.1: Matrix M (lewa poªówka)




−4κ6 + 12κ5−
κ4(5ξ2 + 9)+
2κ3(5ξ2 − 2)−
3κ2(ξ4 + 6ξ2 − 8)/4+
κξ2(3ξ2 − 4)/4−
(5ξ6 + 63ξ4 − 280ξ2 + 560)/560

−2hvκ6/ξ + 7hvκ5/ξ−
hvκ4(5ξ2 + 16)/(2ξ)+
hvκ3(35ξ2 + 12)/(6ξ)−
hvκ2(3ξ4 + 32ξ2 − 16)/(8ξ)+
hvκ(7ξ4 + 8ξ2 − 16)/(16ξ)−
hvξ(15ξ4 + 336ξ2 − 560)/3360

4κ6 − 12κ5+
κ4(5ξ2 + 9)+
2κ3(1 − 5ξ2)+
3κ2(ξ4 + 6ξ2 − 4)/4+
κξ2(2 − 3ξ2)/4+
ξ2(5ξ4 + 63ξ2 − 140)/560

−2hvκ6/ξ + 5hvκ5/ξ−
hvκ4(5ξ2 + 6)/(2ξ)+
hvκ3(25ξ2 − 6)/(6ξ)−
hvκ2(3ξ4 + 12ξ2 − 8)/(8ξ)+
hvκξ(5ξ2 − 4)/16−
hvξ(15ξ4 + 126ξ2 − 280)/3360

−2hvκ6/ξ + 7hvκ5/ξ−
hvκ4(5ξ2 + 16)/(2ξ)+
hvκ3(35ξ2 + 12)/(6ξ)−
hvκ2(3ξ4 + 32ξ2 − 16)/(8ξ)+
hvκ(7ξ4 + 8ξ2 − 16)/(16ξ)−
hvξ(15ξ4 + 336ξ2 − 560)/3360

−h2v2κ6/ξ2 + 4h2v2κ5/ξ2−
h2v2κ4(5ξ2 + 24)/(4ξ2)+
2h2v2κ3(5ξ2 + 6)/(3ξ2)−
h2v2κ2(3ξ4 + 48ξ2 + 16)/(16ξ2)+
h2v2κ(ξ2 + 4)/4−
h2v2(15ξ4 + 504ξ2 + 560)/6720

2hvκ6/ξ − 7hvκ5/ξ+
hvκ4(5ξ2 + 16)/(2ξ)−
hvκ3(35ξ2 + 18)/(6ξ)+
hvκ2ξ(3ξ2 + 32)/8−
hvκξ(7ξ2 + 12)/16+
hvξ3(5ξ2 + 112)/1120

−h2v2κ6/ξ2 + 3h2v2κ5/ξ2−
h2v2κ4(5ξ2 + 12)/(4ξ2)+
h2v2κ3(5ξ2 + 2)/(2ξ2)−
3h2v2κ2(ξ2 + 8)/16+
h2v2κ(3ξ2 + 4)/16−
h2v2ξ2(5ξ2 + 84)/2240

4κ6 − 12κ5+
κ4(5ξ2 + 9)+
2κ3(1 − 5ξ2)+
3κ2(ξ4 + 6ξ2 − 4)/4+
κξ2(2 − 3ξ2)/4+
ξ2(5ξ4 + 63ξ2 − 140)/560

2hvκ6/ξ − 7hvκ5/ξ+
hvκ4(5ξ2 + 16)/(2ξ)−
hvκ3(35ξ2 + 18)/(6ξ)+
hvκ2ξ(3ξ2 + 32)/8−
hvκξ(7ξ2 + 12)/16+
hvξ3(5ξ2 + 112)/1120

−4κ6 + 12κ5−
κ4(5ξ2 + 9)+
10κ3ξ2−
3κ2ξ2(ξ2 + 6)/4+
3κξ4/4−
ξ4(5ξ2 + 63)/560

2hvκ6/ξ − 5hvκ5/ξ+
hvκ4(5ξ2 + 6)/(2ξ)−
25hvκ3ξ/6+
3hvκ2ξ(ξ2 + 4)/8−
5hvκξ3/16+
hvξ3(5ξ2 + 42)/1120

−2hvκ6/ξ + 5hvκ5/ξ−
hvκ4(5ξ2 + 6)/(2ξ)+
hvκ3(25ξ2 − 6)/(6ξ)−
hvκ2(3ξ4 + 12ξ2 − 8)/(8ξ)+
hvκξ(5ξ2 − 4)/16−
hvξ(15ξ4 + 126ξ2 − 280)/3360

−h2v2κ6/ξ2 + 3h2v2κ5/ξ2−
h2v2κ4(5ξ2 + 12)/(4ξ2)+
h2v2κ3(5ξ2 + 2)/(2ξ2)−
3h2v2κ2(ξ2 + 8)/16+
h2v2κ(3ξ2 + 4)/16−
h2v2ξ2(5ξ2 + 84)/2240

2hvκ6/ξ − 5hvκ5/ξ+
hvκ4(5ξ2 + 6)/(2ξ)−
25hvκ3ξ/6+
3hvκ2ξ(ξ2 + 4)/8−
5hvκξ3/16+
hvξ3(5ξ2 + 42)/1120

−h2v2κ6/ξ2 + 2h2v2κ5/ξ2−
h2v2κ4(5ξ2 + 4)/(4ξ2)+
5h2v2κ3/3−
h2v2κ2(3ξ2 + 8)/16+
h2v2κξ2/8−
h2v2ξ2(5ξ2 + 28)/2240
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Tabli
a A.2: Ma
ierz M (prawa poªówka)
4κ6 − 12κ5+
κ4(5ξ2 + 9)+
2κ3(2 − 5ξ2)+
3κ2(ξ4 + 6ξ2 − 8)/4+
κξ2(4 − 3ξ2)/4+
(5ξ6 + 63ξ4 − 280ξ2 + 560)/560

2hvκ6/ξ − 7hvκ5/ξ+
hvκ4(5ξ2 + 16)/(2ξ)−
hvκ3(35ξ2 + 12)/(6ξ)+
hvκ2(3ξ4 + 32ξ2 − 16)/(8ξ)−
hvκ(7ξ4 + 8ξ2 − 16)/(16ξ)+
hvξ(15ξ4 + 336ξ2 − 560)/3360

−4κ6 + 12κ5−
κ4(5ξ2 + 9)+
2κ3(5ξ2 − 1)−
3κ2(ξ4 + 6ξ2 − 4)/4+
κξ2(3ξ2 − 2)/4−
ξ2(5ξ4 + 63ξ2 − 140)/560

2hvκ6/ξ − 5hvκ5/ξ+
hvκ4(5ξ2 + 6)/(2ξ)+
hvκ3(6 − 25ξ2)/(6ξ)+
hvκ2(3ξ4 + 12ξ2 − 8)/(8ξ)+
hvκξ(4 − 5ξ2)/16+
hvξ(15ξ4 + 126ξ2 − 280)/3360

2hvκ6/ξ − 7hvκ5/ξ+
hvκ4(5ξ2 + 16)/(2ξ)−
hvκ3(35ξ2 + 12)/(6ξ)+
hvκ2(3ξ4 + 32ξ2 − 16)/(8ξ)−
hvκ(7ξ4 + 8ξ2 − 16)/(16ξ)+
hvξ(15ξ4 + 336ξ2 − 560)/3360

h2v2κ6/ξ2 − 4h2v2κ5/ξ2+
h2v2κ4(5ξ2 + 24)/(4ξ2)−
2h2v2κ3(5ξ2 + 6)/(3ξ2)+
h2v2κ2(3ξ4 + 48ξ2 + 16)/(16ξ2)−
h2v2κ(ξ2 + 4)/4+
h2v2(15ξ4 + 504ξ2 + 560)/6720

−2hvκ6/ξ + 7hvκ5/ξ−
hvκ4(5ξ2 + 16)/(2ξ)+
hvκ3(35ξ2 + 18)/(6ξ)−
hvκ2ξ(3ξ2 + 32)/8+
hvκξ(7ξ2 + 12)/16−
hvξ3(5ξ2 + 112)/1120

h2v2κ6/ξ2 − 3h2v2κ5/ξ2+
h2v2κ4(5ξ2 + 12)/(4ξ2)−
h2v2κ3(5ξ2 + 2)/(2ξ2)+
3h2v2κ2(ξ2 + 8)/16−
h2v2κ(3ξ2 + 4)/16+
h2v2ξ2(5ξ2 + 84)/2240

−4κ6 + 12κ5−
κ4(5ξ2 + 9)+
2κ3(5ξ2 − 1)−
3κ2(ξ4 + 6ξ2 − 4)/4+
κξ2(3ξ2 − 2)/4−
ξ2(5ξ4 + 63ξ2 − 140)/560

−2hvκ6/ξ + 7hvκ5/ξ−
hvκ4(5ξ2 + 16)/(2ξ)+
hvκ3(35ξ2 + 18)/(6ξ)−
hvκ2ξ(3ξ2 + 32)/8+
hvκξ(7ξ2 + 12)/16−
hvξ3(5ξ2 + 112)/1120

4κ6 − 12κ5+
κ4(5ξ2 + 9)−
10κ3ξ2+
3κ2ξ2(ξ2 + 6)/4−
3κξ4/4+
ξ4(5ξ2 + 63)/560

−2hvκ6/ξ + 5hvκ5/ξ−
hvκ4(5ξ2 + 6)/(2ξ)+
25hvκ3ξ/6−
3hvκ2ξ(ξ2 + 4)/8+
5hvκξ3/16−
hvξ3(5ξ2 + 42)/1120

2hvκ6/ξ − 5hvκ5/ξ+
hvκ4(5ξ2 + 6)/(2ξ)+
hvκ3(6 − 25ξ2)/(6ξ)+
hvκ2(3ξ4 + 12ξ2 − 8)/(8ξ)+
hvκξ(4 − 5ξ2)/16+
hvξ(15ξ4 + 126ξ2 − 280)/3360

h2v2κ6/ξ2 − 3h2v2κ5/ξ2+
h2v2κ4(5ξ2 + 12)/(4ξ2)−
h2v2κ3(5ξ2 + 2)/(2ξ2)+
3h2v2κ2(ξ2 + 8)/16−
h2v2κ(3ξ2 + 4)/16+
h2v2ξ2(5ξ2 + 84)/2240

−2hvκ6/ξ + 5hvκ5/ξ−
hvκ4(5ξ2 + 6)/(2ξ)+
25hvκ3ξ/6−
3hvκ2ξ(ξ2 + 4)/8+
5hvκξ3/16−
hvξ3(5ξ2 + 42)/1120

h2v2κ6/ξ2 − 2h2v2κ5/ξ2+
h2v2κ4(5ξ2 + 4)/(4ξ2)−
5h2v2κ3/3+
h2v2κ2(3ξ2 + 8)/16−
h2v2κξ2/8+
h2v2ξ2(5ξ2 + 28)/2240



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AMa
ierzew

elemen
iebel
ki Tabli
a A.3: Ma
ierz C (lewa poªówka)




12ξκ5 − 10ξκ4(ξ + 3)+
2ξκ3(5ξ2 + 10ξ + 9)−
3ξκ2(ξ3 + 5ξ2 + 3ξ − 2)+
ξκ(3ξ4 + 12ξ3+
18ξ2 − 8ξ − 24)/4−
ξ2(15ξ4 + 105ξ3 + 126ξ2−
−140ξ − 280)/280

6hvκ5 − hvκ4(5ξ + 17)+
hvκ3(15ξ2 + 34ξ + 42)/3−
hξvκ2(3ξ2 + 17ξ + 14)/2+
hvκ(15ξ4 + 68ξ3 + 140ξ2 − 160)/40−
hv(45ξ5 + 357ξ4 + 588ξ3−
−1120ξ − 1680)/1680

−12ξκ5 + 10ξκ4(ξ + 3)−
2ξκ3(5ξ2 + 10ξ + 9)+
3ξκ2(ξ3 + 5ξ2 + 3ξ − 2)−
ξκ(3ξ4 + 12ξ3 + 18ξ2 − 8ξ−
24)/4 + ξ2(15ξ4 + 105ξ3+
+126ξ2 − 140ξ − 280)/280

6hvκ5 − hvκ4(5ξ + 13)+
hvκ3(15ξ2 + 26ξ + 18)/3−
hvκ2(3ξ3 + 13ξ2 + 6ξ − 6)/2+
hvκ(15ξ4 + 52ξ3 + 60ξ2 − 40ξ−
−80)/40 − hξv(45ξ4 + 273ξ3+
+252ξ2 − 420ξ − 560)/1680

6hvκ5 − hvκ4(5ξ + 18)+
hvκ3(5ξ2 + 12ξ + 18)−
3hvκ2(ξ3 + 6ξ2 + 6ξ + 4)/2+
hξvκ(15ξ3 + 72ξ2 + 180ξ+
+80)/40 − hξ2v(15ξ3 + 126ξ2+
+252ξ + 280)/560

3h2v2κ5/ξ − 5h2v2κ4(ξ + 4)/(2ξ)+
h2v2κ3(15ξ2 + 40ξ + 72)/(6ξ)−
h2v2κ2(3ξ3 + 20ξ2 + 24ξ + 24)/(4ξ)+
h2v2κ(3ξ4 + 16ξ3 + 48ξ2+
+32ξ + 16)/(16ξ)−
h2v2(45ξ4 + 420ξ3 + 1008ξ2+
+1680ξ + 560)/3360

−6hvκ5 + hvκ4(5ξ + 18)−
hvκ3(5ξ2 + 12ξ + 18)+
3hvκ2(ξ3 + 6ξ2 + 6ξ + 4)/2−
hξvκ(15ξ3 + 72ξ2 + 180ξ+
+80)/40 + hξ2v(15ξ3 + 126ξ2+
+252ξ + 280)/560

3h2v2κ5/ξ − h2v2κ4(5ξ + 16)/(2ξ)+
h2v2κ3(15ξ2 + 32ξ + 42)/(6ξ)−
h2v2κ2(3ξ3 + 16ξ2 + 14ξ + 8)/(4ξ)+
h2v2κ(45ξ3 + 192ξ2 + 420ξ+
+160)/240 − h2ξv2(45ξ3 + 336ξ2+
+588ξ + 560)/3360

−12ξκ5 + 10ξκ4(ξ + 3)−
2ξκ3(5ξ2 + 10ξ + 9)+
3ξ2κ2(ξ2 + 5ξ + 3)−
3ξ3κ(ξ2 + 4ξ + 6)/4+
3ξ4(5ξ2 + 35ξ + 42)/280

−6hvκ5 + hvκ4(5ξ + 17)−
hvκ3(15ξ2 + 34ξ + 42)/3+
hvκ2(3ξ3 + 17ξ2 + 14ξ + 6)/2−
hξvκ(15ξ3 + 68ξ2 + 140ξ + 40)/40+
hξ2v(15ξ3 + 119ξ2 + 196ξ + 140)/560

12ξκ5 − 10ξκ4(ξ + 3)+
2ξκ3(5ξ2 + 10ξ + 9)−
3ξ2κ2(ξ2 + 5ξ + 3)+
3ξ3κ(ξ2 + 4ξ + 6)/4−
3ξ4(5ξ2 + 35ξ + 42)/280

−6hvκ5 + hvκ4(5ξ + 13)−
hvκ3(15ξ2 + 26ξ + 18)/3+
hξvκ2(3ξ2 + 13ξ + 6)/2−
hξ2vκ(15ξ2 + 52ξ + 60)/40+
hξ3v(15ξ2 + 91ξ + 84)/560

6hvκ5 − hvκ4(5ξ + 12)+
hvκ3(5ξ2 + 8ξ + 6)−
3hξvκ2(ξ2 + 4ξ + 2)/2+
3hξ2vκ(5ξ2 + 16ξ + 20)/40−
3hξ3v(5ξ2 + 28ξ + 28)/560

3h2v2κ5/ξ − h2v2κ4(5ξ + 14)/(2ξ)+
h2v2κ3(15ξ2 + 28ξ + 30)/(6ξ)−
h2v2κ2(3ξ3 + 14ξ2 + 10ξ + 4)/(4ξ)+
h2v2κ(45ξ3 + 168ξ2 + 300ξ + 80)/240−
h2ξv2(45ξ3 + 294ξ2 + 420ξ + 280)/3360

−6hvκ5 + hvκ4(5ξ + 12)−
hvκ3(5ξ2 + 8ξ + 6)+
3hξvκ2(ξ2 + 4ξ + 2)/2−
3hξ2vκ(5ξ2 + 16ξ + 20)/40+
3hξ3v(5ξ2 + 28ξ + 28)/560

3h2v2κ5/ξ − 5h2v2κ4(ξ + 2)/(2ξ)+
h2v2κ3(15ξ2 + 20ξ + 12)/(6ξ)−
h2v2κ2(3ξ2 + 10ξ + 4)/4+
+h2ξv2κ(3ξ2 + 8ξ + 8)/16−
h2ξ2v2(15ξ2 + 70ξ + 56)/1120
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Tabli
a A.4: Ma
ierz C (prawa poªówka)
12ξκ5 + 10ξκ4(ξ − 3)+
2ξκ3(5ξ2 − 10ξ + 9)+
3ξκ2(ξ3 − 5ξ2 + 3ξ + 2)+
ξκ(3ξ4 − 12ξ3+
18ξ2 + 8ξ − 24)/4+
ξ2(15ξ4 − 105ξ3 + 126ξ2+
+140ξ − 280)/280

6hvκ5 + hvκ4(5ξ − 17)+
hvκ3(15ξ2 − 34ξ + 42)/3+
hξvκ2(3ξ2 − 17ξ + 14)/2+
hvκ(15ξ4 − 68ξ3 + 140ξ2 − 160)/40+
hv(45ξ5 − 357ξ4 + 588ξ3 − 1120ξ+
+1680)/1680

−12ξκ5 + 10ξκ4(3 − ξ)−
2ξκ3(5ξ2 − 10ξ + 9)−
3ξκ2(ξ3 − 5ξ2 + 3ξ + 2)−
ξκ(3ξ4 − 12ξ3 + 18ξ2+
8ξ − 24)/4 − ξ2(15ξ4 − 105ξ3+
126ξ2 + 140ξ − 280)/280

6hvκ5 + hvκ4(5ξ − 13)+
hvκ3(15ξ2 − 26ξ + 18)/3+
hvκ2(3ξ3 − 13ξ2 + 6ξ + 6)/2+
hvκ(15ξ4 − 52ξ3 + 60ξ2+
40ξ − 80)/40 + hξv(45ξ4 − 273ξ3+
252ξ2 + 420ξ − 560)/1680

6hvκ5 + hvκ4(5ξ − 18)+
hvκ3(5ξ2 − 12ξ + 18)+
3hvκ2(ξ3 − 6ξ2 + 6ξ − 4)/2+
hξvκ(15ξ3 − 72ξ2 + 180ξ−
80)/40 + hξ2v(15ξ3 − 126ξ2+
+252ξ − 280)/560

3h2v2κ5/ξ + 5h2v2κ4(ξ − 4)/(2ξ)+
h2v2κ3(15ξ2 − 40ξ + 72)/(6ξ)+
h2v2κ2(3ξ3 − 20ξ2 + 24ξ − 24)/(4ξ)+
h2v2κ(3ξ4 − 16ξ3 + 48ξ2 − 32ξ+
+16)/(16ξ) + h2v2(45ξ4 − 420ξ3+
+1008ξ2 − 1680ξ + 560)/3360

−6hvκ5 + hvκ4(18 − 5ξ)−
hvκ3(5ξ2 − 12ξ + 18)−
3hvκ2(ξ3 − 6ξ2 + 6ξ − 4)/2−
hξvκ(15ξ3 − 72ξ2+
180ξ − 80)/40 − hξ2v(15ξ3−
−126ξ2 + 252ξ − 280)/560

3h2v2κ5/ξ + h2v2κ4(5ξ − 16)/
/(2ξ) + h2v2κ3(15ξ2 − 32ξ+
+42)/(6ξ) + h2v2κ2·
·(3ξ3 − 16ξ2 + 14ξ − 8)/(4ξ)+
h2v2κ(45ξ3 − 192ξ2 + 420ξ−
−160)/240 + h2ξv2(45ξ3−
−336ξ2 + 588ξ − 560)/3360

−12ξκ5 + 10ξκ4(3 − ξ)−
2ξκ3(5ξ2 − 10ξ + 9)−
3ξ2κ2(ξ2 − 5ξ + 3)−
3ξ3κ(ξ2 − 4ξ + 6)/4−
3ξ4(5ξ2 − 35ξ + 42)/280

−6hvκ5 + hvκ4(17 − 5ξ)−
hvκ3(15ξ2 − 34ξ + 42)/3−
hvκ2(3ξ3 − 17ξ2 + 14ξ − 6)/2−
hξvκ(15ξ3 − 68ξ2 + 140ξ − 40)/40−
hξ2v(15ξ3 − 119ξ2 + 196ξ − 140)/560

12ξκ5 + 10ξκ4(ξ − 3)+
2ξκ3(5ξ2 − 10ξ + 9)+
3ξ2κ2(ξ2 − 5ξ + 3)+
3ξ3κ(ξ2 − 4ξ + 6)/4+
3ξ4(5ξ2 − 35ξ + 42)/280

−6hvκ5 + hvκ4(13 − 5ξ)−
hvκ3(15ξ2 − 26ξ + 18)/3−
hξvκ2(3ξ2 − 13ξ + 6)/2−
hξ2vκ(15ξ2 − 52ξ + 60)/40−
hξ3v(15ξ2 − 91ξ + 84)/560

6hvκ5 + hvκ4(5ξ − 12)+
hvκ3(5ξ2 − 8ξ + 6)+
3hξvκ2(ξ2 − 4ξ + 2)/2+
3hξ2vκ(5ξ2 − 16ξ + 20)/40+
3hξ3v(5ξ2 − 28ξ + 28)/560

3h2v2κ5/ξ + h2v2κ4(5ξ − 14)/(2ξ)+
h2v2κ3(15ξ2 − 28ξ + 30)/(6ξ)+
h2v2κ2(3ξ3 − 14ξ2 + 10ξ − 4)/(4ξ)+
h2v2κ(45ξ3 − 168ξ2 + 300ξ − 80)/240+
h2ξv2(45ξ3 − 294ξ2 + 420ξ − 280)/3360

−6hvκ5 + hvκ4(12 − 5ξ)−
hvκ3(5ξ2 − 8ξ + 6)−
3hξvκ2(ξ2 − 4ξ + 2)/2−
3hξ2vκ(5ξ2 − 16ξ + 20)/40−
3hξ3v(5ξ2 − 28ξ + 28)/560

3h2v2κ5/ξ + 5h2v2κ4(ξ − 2)/(2ξ)+
h2v2κ3(15ξ2 − 20ξ + 12)/(6ξ)+
h2v2κ2(3ξ2 − 10ξ + 4)/4+
h2ξv2κ(3ξ2 − 8ξ + 8)/16+
h2ξ2v2(15ξ2 − 70ξ + 56)/1120



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AMa
ierzew

elemen
iebel
ki Tabli
a A.5: Ma
ierz K (lewa poªówka)




8ξ2κ4 + 4ξ2κ3(ξ − 4)+
6ξ2κ2(3ξ2 − 5ξ + 5)/5+
ξ2κ(6ξ3 − 36ξ2 + 15ξ + 40)/10+
ξ2(12ξ4 − 42ξ3 + 63ξ2+
+70ξ − 280)/140

4hξvκ4+
2hξvκ3(3ξ − 13)/3+
hξvκ2(36ξ2 − 65ξ + 80)/20+
hξvκ(6ξ3 − 39ξ2 + 20ξ + 40)/20+
hξv(72ξ4 − 273ξ3 + 504ξ2+
420ξ − 2240)/1680

−8ξ2κ4+
4ξ2κ3(4 − ξ)−
6ξ2κ2(3ξ2 − 5ξ + 5)/5−
ξ2κ(6ξ3 − 36ξ2 + 15ξ + 40)/10−
ξ2(12ξ4 − 42ξ3 + 63ξ2+
+70ξ − 280)/140

4hξvκ4+
2hξvκ3(3ξ − 11)/3+
hξvκ2(36ξ2 − 55ξ + 40)/20+
hξvκ(6ξ3 − 33ξ2 + 10ξ + 40)/20+
hξv(72ξ4 − 231ξ3+
252ξ2 + 420ξ − 1120)/1680

4hξvκ4+
2hξvκ3(ξ − 5)+
hξvκ2(36ξ2 − 75ξ + 160)/20+
hξvκ(6ξ3 − 45ξ2 + 40ξ − 40)/20+
hξ2v(24ξ3 − 105ξ2 + 336ξ−
−140)/560

2h2v2κ4 + h2v2κ3(3ξ − 16)/3+
h2v2κ2(27ξ2 − 60ξ + 140)/30+
h2v2κ(9ξ3 − 72ξ2 + 70ξ − 80)/60+
h2ξv2(9ξ3 − 42ξ2 + 147ξ − 70)/420

−4hξvκ4+
2hξvκ3(5 − ξ)−
hξvκ2(36ξ2 − 75ξ + 160)/20−
hξvκ(6ξ3 − 45ξ2 + 40ξ − 40)/20−
hξ2v(24ξ3 − 105ξ2 + 336ξ − 140)/560

2h2v2κ4+
h2v2κ3(3ξ − 14)/3+
h2v2κ2(54ξ2 − 105ξ + 200)/60+
h2v2κ(9ξ3 − 63ξ2 + 50ξ − 40)/60+
h2ξv2(36ξ3 − 147ξ2 + 420ξ−
−140)/1680

−8ξ2κ4+
4ξ2κ3(4 − ξ)−
6ξ2κ2(3ξ2 − 5ξ + 5)/5−
3ξ3κ(2ξ2 − 12ξ + 5)/10−
3ξ4(4ξ2 − 14ξ + 21)/140

−4hξvκ4+
2hξvκ3(13 − 3ξ)/3−
hξvκ2(36ξ2 − 65ξ + 80)/20−
hξ2vκ(6ξ2 − 39ξ + 20)/20−
hξ3v(24ξ2 − 91ξ + 168)/560

8ξ2κ4+
4ξ2κ3(ξ − 4)+
6ξ2κ2(3ξ2 − 5ξ + 5)/5+
3ξ3κ(2ξ2 − 12ξ + 5)/10+
3ξ4(4ξ2 − 14ξ + 21)/140

−4hξvκ4+
2hξvκ3(11 − 3ξ)/3−
hξvκ2(36ξ2 − 55ξ + 40)/20−
hξ2vκ(6ξ2 − 33ξ + 10)/20−
hξ3v(24ξ2 − 77ξ + 84)/560

4hξvκ4+
2hξvκ3(ξ − 3)+
hξvκ2(36ξ2 − 45ξ + 40)/20+
hξ2vκ(6ξ2 − 27ξ + 10)/20+
3hξ3v(8ξ2 − 21ξ + 28)/560

2h2v2κ4+
h2v2κ3(3ξ − 10)/3+
h2v2κ2(54ξ2 − 75ξ + 80)/60+
h2ξv2κ(9ξ2 − 45ξ + 20)/60+
h2ξ2v2(12ξ2 − 35ξ + 56)/560

−4hξvκ4+
2hξvκ3(3 − ξ)−
hξvκ2(36ξ2 − 45ξ + 40)/20−
hξ2vκ(6ξ2 − 27ξ + 10)/20−
3hξ3v(8ξ2 − 21ξ + 28)/560

2h2v2κ4+
h2v2κ3(3ξ − 8)/3+
h2v2κ2(27ξ2 − 30ξ + 20)/30+
h2ξv2κ(9ξ2 − 36ξ + 10)/60+
h2ξ2v2(3ξ2 − 7ξ + 7)/140
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Tabli
a A.6: Ma
ierz K (prawa poªówka)
4ξ2κ4 + 4ξ2κ3(ξ − 2)+
3ξ2κ2(4ξ2 − 10ξ + 5)/5+
ξ2κ(6ξ3 − 24ξ2 + 15ξ + 20)/10+
ξ2(9ξ4 − 42ξ3 + 42ξ2 + 70ξ−
−140)/140

2hξvκ4 + hξvκ3(6ξ − 13)/3+
hξvκ2(24ξ2 − 65ξ + 40)/20+
hξvκ(3ξ3 − 13ξ2 + 10ξ + 10)/10+
hξv(54ξ4 − 273ξ3 + 336ξ2+
+420ξ − 1120)/1680

−4ξ2κ4 + 4ξ2κ3(2 − ξ)−
3ξ2κ2(4ξ2 − 10ξ + 5)/5−
ξ2κ(6ξ3 − 24ξ2 + 15ξ + 20)/10−
ξ2(9ξ4 − 42ξ3+
42ξ2 + 70ξ − 140)/140

2hξvκ4 + hξvκ3(6ξ − 11)/3+
hξvκ2(24ξ2 − 55ξ + 20)/20+
hξvκ(3ξ3 − 11ξ2 + 5ξ + 10)/10+
hξv(54ξ4 − 231ξ3+
168ξ2 + 420ξ − 560)/1680

2hξvκ4 + hξvκ3(2ξ − 5)+
hξvκ2(24ξ2 − 75ξ + 80)/20+
hξvκ(3ξ3 − 15ξ2 + 20ξ − 10)/10+
hξ2v(18ξ3 − 105ξ2 + 224ξ−
−140)/560

h2v2κ4 + h2v2κ3(3ξ − 8)/3+
h2v2κ2(9ξ2 − 30ξ + 35)/15+
h2v2κ(9ξ3 − 48ξ2 + 70ξ − 40)/60+
h2ξv2(27ξ3 − 168ξ2 + 392ξ−
−280)/1680

−2hξvκ4 + hξvκ3(5 − 2ξ)−
hξvκ2(24ξ2 − 75ξ + 80)/20−
hξvκ(3ξ3 − 15ξ2 + 20ξ − 10)/10−
hξ2v(18ξ3 − 105ξ2 + 224ξ−
−140)/560

h2v2κ4 + h2v2κ3(3ξ − 7)/3+
h2v2κ2(36ξ2 − 105ξ + 100)/60+
h2v2κ(9ξ3 − 42ξ2+
50ξ − 20)/60+
h2ξv2(27ξ3 − 147ξ2 + 280ξ−
−140)/1680

−4ξ2κ4 + 4ξ2κ3(2 − ξ)−
3ξ2κ2(4ξ2 − 10ξ + 5)/5−
3ξ3κ(2ξ2 − 8ξ + 5)/10−
3ξ4(3ξ2 − 14ξ + 14)/140

−2hξvκ4 + hξvκ3(13 − 6ξ)/3−
hξvκ2(24ξ2 − 65ξ + 40)/20−
hξ2vκ(3ξ2 − 13ξ + 10)/10−
hξ3v(18ξ2 − 91ξ + 112)/560

4ξ2κ4 + 4ξ2κ3(ξ − 2)+
3ξ2κ2(4ξ2 − 10ξ + 5)/5+
3ξ3κ(2ξ2 − 8ξ + 5)/10+
3ξ4(3ξ2 − 14ξ + 14)/140

−2hξvκ4 + hξvκ3(11 − 6ξ)/3−
hξvκ2(24ξ2 − 55ξ + 20)/20−
hξ2vκ(3ξ2 − 11ξ + 5)/10−
hξ3v(18ξ2 − 77ξ + 56)/560

2hξvκ4 + hξvκ3(2ξ − 3)+
hξvκ2(24ξ2 − 45ξ + 20)/20+
hξ2vκ(3ξ2 − 9ξ + 5)/10+
hξ3v(18ξ2 − 63ξ + 56)/560

h2v2κ4 + h2v2κ3(3ξ − 5)/3+
h2v2κ2(36ξ2 − 75ξ + 40)/60+
h2ξv2κ(9ξ2 − 30ξ + 20)/60+
h2ξ2v2(27ξ2 − 105ξ + 112)/1680

−2hξvκ4 + hξvκ3(3 − 2ξ)−
hξvκ2(24ξ2 − 45ξ + 20)/20−
hξ2vκ(3ξ2 − 9ξ + 5)/10−
hξ3v(18ξ2 − 63ξ + 56)/560

h2v2κ4 + h2v2κ3(3ξ − 4)/3+
h2v2κ2(9ξ2 − 15ξ + 5)/15+
h2ξv2κ(9ξ2 − 24ξ + 10)/60+
h2ξ2v2(27ξ2 − 84ξ + 56)/1680



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ierz E




24ξ2κ4/h−
48ξ2κ3/h+
6ξ2κ2(2ξ2 + 3)/h+
12ξ2κ(1 − ξ2)/h+
3ξ2(ξ4 + 5ξ2 − 20)/(10h)

12ξvκ4−
26ξvκ3+
6ξvκ2(ξ2 + 2)+
ξvκ(12 − 13ξ2)/2+
ξv(3ξ4 + 20ξ2 − 80)/20

−24ξ2κ4/h+
48ξ2κ3/h−
6ξ2κ2(2ξ2 + 3)/h+
12ξ2κ(ξ2 − 1)/h−
3ξ2(ξ4 + 5ξ2 − 20)/(10h)

12ξvκ4−
22ξvκ3+
6ξvκ2(ξ2 + 1)+
ξvκ(12 − 11ξ2)/2+
ξv(3ξ4 + 10ξ2 − 40)/20

12ξvκ4−
30ξvκ3+
6ξvκ2(ξ2 + 4)−
3ξvκ(5ξ2 + 4)/2+
ξ3v(3ξ2 + 40)/20

6hv2κ4−
16hv2κ3+
hv2κ2(3ξ2 + 14)−
4hv2κ(ξ2 + 1)+
hξ2v2(9ξ2 + 140)/120

−12ξvκ4+
30ξvκ3−
6ξvκ2(ξ2 + 4)+
3ξvκ(5ξ2 + 4)/2−
ξ3v(3ξ2 + 40)/20

6hv2κ4−
14hv2κ3+
hv2κ2(3ξ2 + 10)−
hv2κ(7ξ2 + 4)/2+
hξ2v2(9ξ2 + 100)/120

−24ξ2κ4/h+
48ξ2κ3/h−
6ξ2κ2(2ξ2 + 3)/h+
12ξ4κ/h−
3ξ4(ξ2 + 5)/(10h)

−12ξvκ4+
26ξvκ3−
6ξvκ2(ξ2 + 2)+
13ξ3vκ/2−
ξ3v(3ξ2 + 20)/20

24ξ2κ4/h−
48ξ2κ3/h+
6ξ2κ2(2ξ2 + 3)/h−
12ξ4κ/h+
3ξ4(ξ2 + 5)/(10h)

−12ξvκ4+
22ξvκ3−
6ξvκ2(ξ2 + 1)+
11ξ3vκ/2−
ξ3v(3ξ2 + 10)/20

12ξvκ4−
18ξvκ3+
6ξvκ2(ξ2 + 1)−
9ξ3vκ/2+
ξ3v(3ξ2 + 10)/20

6hv2κ4−
10hv2κ3+
hv2κ2(3ξ2 + 4)−
5hξ2v2κ/2+
hξ2v2(9ξ2 + 40)/120

−12ξvκ4+
18ξvκ3−
6ξvκ2(ξ2 + 1)+
9ξ3vκ/2−
ξ3v(3ξ2 + 10)/20

6hv2κ4−
8hv2κ3+
hv2κ2(3ξ2 + 2)−
2hξ2v2κ+
hξ2v2(9ξ2 + 20)/120



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