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Rozdziat

Wstep

We wczesnym okresie burzliwego rozwoju metod komputerowych, przypada-
dajacym na lata osiemdziesiate ubieglego stulecia, badacze analizowali i opi-
sywali podstawowe wtasnosci dyskretnych metod obliczeri. Byly to m.in.:

e wplyw zageszczenia siatki elementéw skonczonych na wyniki, oszaco-
wanie btedu aproksymacji,

e zmniejszanie rozmiaru zadania przez stosowanie technik kondensacji
statycznej i dynamicznej, podziatu na poduktady itp.,

e tworzenie i badanie wtasnosci nowych, doktadniejszych modeli elemen-
tow skoriczonych, gtéwnie elementéw zginanych, analiza zjawiska blo-
kowania stopni swobody (ang. locking), przesztywnienia, uwzglednie-
nie ztozonych zwigzkéw konstytutywnych,

e opracowanie metod catkowania réwnan rézniczkowych ruchu, charak-
teryzujacych sie bezwarunkowsa stabilnoscig, niskim kosztem oblicze-
niowym i odpowiednio dobranymi charakterystykami ttumienia drgan
pasozytniczych.

Laczono mozliwosci znanych technik (metody roznic skonczonych i elemen-
tow skoriczonych), zaczely powstawaé nowe metody (metoda elementow brze-
gowych, elementy ruchome, metody bezsiatkowe). Ograniczone mozliwosci
obliczeniowe komputeréw nadal zmuszalty do prac nad poprawa wydajnosci
obliczeniowej algorytmow. Wraz ze wzrostem mocy procesordéw i obnizeniem
kosztu pamieci operacyjnej wysitek tworcow oprogramowanie przesunal sie
ku poprawie wykorzystania istniejacych programoéw obliczeniowych: udo-
skonalono sposéb wprowadzania danych oraz opracowano atrakcyjne formy
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wizualizacji wynikéow. Programy komputerowe zaczeto powszechnie wyko-
rzystywa¢ w praktyce inzynierskiej.

Dzisiaj modelowanie komputerowe powszechnie obejmuje zjawiska zmien-
ne w czasie. Zardéwno wiedza, jak i narzedzia komputerowe pozwalaja na
uwzglednienie wielu czynnikéw wplywajacych na procesy w konstrukcjach
o skomplikowanym ksztalcie. Jednoczesnie coraz mniej wagi przywiazuje sie
do oceny poprawno$ci otrzymanych wynikéw, a uwage skupia sie na mozli-
wie wiernym odwzorowaniu geometrii. Modelowanie geometryczne, odpo-
wiedni dobér typu elementéw skoriczonych, a nastepnie obrazowanie pol
naprezen — to czynnosci, do ktorych zwykle ogranicza swoje dziatania in-
zynier, uzytkownik pakietu obliczeniowego. Coraz rzadziej poswieca sie czas
na poznanie wtasciwosci numerycznych i mechanicznych tworzonych modeli.
Stad tez w wielu przypadkach otrzymuje sie wyniki trudne do interpreta-
cji. Uwidaczniaja sie efekty wynikajace z wlasnosci modelu numerycznego.
Niekiedy moga by¢ one mylnie uznane za cechy badanego zjawiska. Roznice
w wynikach uzyskiwanych dwoma pakietami komercyjnymi przestaja budzié
niepoko6j. Wiedza i doswiadczenie naukowe powoli zastepowane sg wiedza
o stabych punktach pakietéw obliczeniowych i sposobach pokonywania na-
potykanych trudnosci technicznych. Przyktadem moga by¢ pakiety stuzace
do symulacji zderzen pojazdéw. Wykorzystywana w obliczeniach jawna me-
toda catkowania rownan rézniczkowych okazuje sie niestabilna w przypadku
elementéw dyskretnych o drobnych wymiarach, lekkich i stosunkowo sztyw-
nych. W takim przypadku upowszechnit sie sposéb zapobiegania niestabilno-
Sci przez sztuczne powiekszenie masy w wybranych punktach. Uzyskuje sie
rozwigzanie stabilne, a nastepnie skaluje otrzymane wynikowe wykresy, by
czesciowo zniwelowaé wplyw takiej operacji i dopasowac je do wynikéw eks-
perymentalnych. Dziatania staja sie coraz bardziej przypadkowe, a wyniki
coraz mniej wiarygodne. O uznaniu rozwiazan zadan zaczyna decydowaé
wielka liczba stopni swobody w modelu numerycznym, idaca w miliony, oraz
atrakcyjna wizualizacja wynikow. Nie przywigzuje sie nalezytej wagi do me-
rytorycznej strony zadania, pozostawiajac te sprawe tworcom oprogramowa-
nia.

Wglad w raporty prac zwiazanych z modelowaniem komputerowym po-
kazuje, ze zwykle dazy sie do zobrazowania obliczenn oraz opisowego pod-
sumowania spostrzezen ilosciowych. Bardzo rzadko uzytkownicy potrafia
merytorycznie odnie$¢ wyniki do zjawisk mechaniki konstrukcji i sprowa-
dzi¢ myslowo problem do prostych, znanych zjawisk, jak np. propagacja fali,
odbicie, stabilno$¢ ruchu, odpowiednie sprzezenia itp. Jedynie rozumienie
zjawisk i umiejetnosé¢ ich wyodrebnienia moze prowadzi¢ do udoskonalenia
badan, przez cho¢by metodyczne wprowadzanie zmian w zadaniu. W prze-



ciwnym wypadku jest sie skazanym na droge kolejnych préb i btedéw. Po-
prawa zadania odbywa sie w duzym stopniu przypadkowo. Nie mozna w ta-
kim przypadku liczy¢ na dobre efekty inzynierskie.

W kolejnych rozdziatach zajmiemy sie wybrang grupa zadan zwiazanych
z dynamika i drganiami wywolanymi ruchomym obciazeniem. W szczegdlno-
$ci pokazemy mozliwosci zastosowania metody czasoprzestrzennych elemen-
tow skonczonych w zadaniach dynamiki. Wskazemy atrakcyjne, z punkty
widzenia badacza i inzyniera, cechy i wlasnosci metody. Skrétowo omdwimy
tez wybrane klasyczne metody obliczeniowe. Pokazemy réznice i podobien-
stwa z metode elementéw czasoprzestrzennych. Podane informacje pomoga
czytelnikowi zdoby¢ czes¢ doswiadczen przydatnych w obliczeniach kompute-
rowych zadan dynamiki konstrukeji i w interpretacji uzyskiwanych wynikow.

Obecny poziom rozwoju technik obliczeniowych i symulacyjnych zdecy-
dowanie zmienil proporcje miedzy wlasnym tworczym wktadem w proces
obliczeniowy, prowadzony wedtug przemyslanego planu, opracowanego algo-
rytmu, napisanego wedtug wtasnej wiedzy matematycznej programu kompu-
terowego, a wykorzystaniem skatalogowanych w pakietach komputerowych,
zalgorytmizowanych rozwiazan, o ktérych zwykle niewiele wiemy. W pierw-
szym przypadku musimy dysponowa¢ odpowiednia wiedza specjalistyczna,
zwlaszcza matematyczna, umiejetnodcia stosowania metod komputerowych,
programowania i interpretacji wynikow. W drugim — musimy zdaé¢ sie na
dostepne, zwykle nie w petni odpowiadajace naszym potrzebom komercyjne
pakiety obliczeniowe. W obu przypadkach potrzebujemy wiedzy o metodach
obliczeniowych, o najlepszych w danym przypadku modelach matematycz-
nych i numerycznych, ich wtasnosciach i osobliwo$ciach.

Najczesciej spotykanym problemem, jaki napotykamy przy budowie wta-
snych programoéw obliczeniowych lub wykorzystaniu gotowych narzedzi kom-
puterowych jest dobor danych materiatowych. Przyktadowo tatwo jest przy-
ja¢ modut sprezystosci podtuznej stali lub betonu, ale prawdziwym wyzwa-
niem jest juz warto$é¢ wspotczynnikéw ttumienia tych materialow w konkret-
nej konstrukcji. Bez badan eksperymentalnych nie sposéb ustali¢ sztywno-
sci weztow przytwierdzenia, sztywnosci gumowych przektadek sprezystych
w przyjetym zakresie pracy, sztywnosci potaczen szyn. Co gorsze, uzyskane
w konkretnym przypadku dane w ograniczonym zakresie nadaja sie do za-
stosowania w innych przypadkach.

Szeroki zakres tematyki zostal w niniejszej ksigzce ograniczony do grupy
tematow zwigzanych ze zjawiskami dynamicznymi w transporcie szynowym.
W tej dziedzinie w ostatnim okresie zaszto wiele zmian.
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Obserwowany w transporcie szynowym wzrost predkosci pojazdoéw w prze-
wozach pasazerskich i wzrost tadownosci w ruchu towarowym pociaga za soba
zwiekszenie dynamicznego obciazenia uktadu koto-szyna. Jednoczesnie ce-
lem jest obnizenie poziomu halasu i podniesienie bezpieczenstwa przejazdu.
Poszukiwane sa nowe rozwiazania zaréwno konstrukcji toru jak i pojazdu
szynowego. Mozna zaobserwowaé przy tym tendencje do wykorzystania
optymalnych parametréw tego uktadu. Stany rezonansowe i dynamiczne
stany krytyczne powoduja przeciazenia. Jednym ze zjawisk tego typu jest
samowzbudne narastanie drgan. Bezposrednio wiaze sie to z problemem sta-
tecznosci oddziatywania i ruchu tocznego zestawoéw kotowych. Zjawiska te
w ruchu pojazdéw szynowych powinny byé bezwzglednie eliminowane.

1.1. Metody przyblizone

Metody obliczeniowe stosowane w praktyce nie pozwalaja na wierne odwzo-
rowanie zjawisk zachodzacych w opisywanych procesach. Mimo wysitku i za-

metody
dyskretne
mechaniki -

metody metody
numeryczne komputerowe

NEEENRILE)
teoretyczna
i stosowana

Rysunek 1.1: Dyscypliny wiedzy wykorzystywane w modelowaniu zjawisk.



1.1 Metody przyblizone )

angazowania wiedzy z wielu dyscyplin (rys. 1.1) nie potrafimy opisa¢ wszyst-
kich wystepujacych zjawisk. Z tego wzgledu staramy sie oddzieli¢ je od sie-
bie i skupiamy uwage na pojedynczym zjawisku. Ale i w tym przypadku
zmuszeni jestesmy cofnaé sie jeszcze bardziej i pogodzié¢ sie z rozwigzaniem
prostszych probleméw, znacznie odbiegajacych od naszych poczatkowych
oczekiwari. Uproszczen dokonujemy na kazdym etapie procesu obliczenio-
wego. Mozna zwroci¢ uwage na niektore 7 nich.

Statyka czy dynamika? Wybor wymaga podjecia decyzji, wystepujace zjawi-
ska zmienne w czasie, zwlaszcza efekty dynamiczne wynikajace z ruchu kon-
strukcji i dziatajacych sit bezwtadnosci sa na tyle duze, ze decydujemy sie
na analize dynamiczng. W prostej analizie przyjmujemy, ze procesy zmienne
w czasie sie powolne i traktujemy zadanie jako quasi-statyczne. Tak jest
w przypadku osiadania gruntu, plyniecia materiatu plastycznosci zaleznej
od predkosci odksztatceri czy zjawisk zmeczenia materiatu obciazanego cy-
klicznie.

Opis liniowy czy nieliniowy? W zjawiskach liniowych odpowiedz uktadu jest
liniowo zalezna od przyczyny ja wywolujacej. Pojawia sie pytanie, do ja-
kiego stopnia zaleznos$¢ miedzy przyczyng i skutkiem moze by¢ traktowana
jako liniowa. Czy charakterystyki nieliniowe mozemy zastapi¢ zaleznosciami
odcinkami liniowymi? Jesli tak, to jak oszacowaé btad takiej operacji?
Jaka metoda obliczeniowa? 7. reguty upraszczamy opis matematyczny zja-
wiska i dostosowujemy go do dostepnych narzedzi obliczeniowych. Godzimy
sie, by réwnania rozniczkowe speliane byty nie w calym badanym obsza-
rze, a w jego wybranych punktach. Zakladamy przy tym, ze poza tymi
punktami rozwiazanie jest wystarczajaco gltadkie. Stosujemy metody zaste-
pujace rozwiazania o cigglych funkcjach przedstawiajacych rozwiazanie i ich
pochodnych funkcjami wraz z pochodnymi ciagglymi przedziatami. Dyskre-
tyzujemy badany obszar. Inne drogi postepowania wymagaja zastapienia
nieskonczonych szeregéw opisujacych rozwigzanie suma jedynie kilku pierw-
szych wyrazow. Dyskretyzujemy zakladang postaé¢ rozwigzania. Na rys. 1.2
pokazano kolejne fazy przejscia od zadania do rozwigzania. Efekt koncowy
rézni sie od doskonatego, tj. od wyniku w pelni zgodnego z pierwotnie po-
stawionym zadaniem.

O ile wiele etapéw uproszczen przebywa sie intuicyjnie, a stopienn przy-
blizeni ocenia sie w sposéb do$¢ dowolny, to przyblizenia metod matematycz-
nych zwykle mozna dobrze oszacowac. Stad tez duza réznorodnosé narzedzi
obliczeniowych. Metody matematyczne prowadzace do schematéow nume-
rycznych mozna uja¢ w trzech grupach, pokazanych na rys. 1.3.
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mode
matematyczny

poprawa napodstawie
bied6éw rozwijzania

elementéw skoriczonych
model fizyczny a staba, forma wariacyjna)

({forma silna)

rozwigzanie
dyskretne

dyskrétyzacja

Rysunek 1.2: Zaleznosci w procesie obliczeniowym.

Silna forma — opis réwnan ruchu przedstawiany jest przez uktad réownan
rozniczkowych w przestrzeni i w czasie, uzupelniony o warunki brze-

gowe i poczatkowe. Niektére metody obliczeniowe sprowadzaja forme
silng do uktadu réownan algebraicznych.

Staba forma — przedstawia problem w postaci réwnania catkowego wazo-
nego. Prowadzi do opisu usrednionego w rozpatrywanym obszarze.

Forma wariacyjna — przedstawia problem w postaci funkcjonatu, ktérego
warunki stacjonarnosci prowadzg do formy stabej lub silnej. Przejscie

z jednej formy do drugiej odbywa sie z wykorzystaniem regut rachunku
wariacyjnego.

Silne formy opisu zjawisk stosowane byty od dawna. Przyktadem moze
by¢ drugie prawo dynamiki Newtona. Rozwiazania zadan opisanych silnymi
formami polega na bezposredniej dyskretyzacji rownania rézniczkowego, np.
metoda réznic skoriczonych. Odpowiednie pochodne zastepujemy ilorazami
roznicowymi. Podstawowe wady to trudnos$¢ w stosowaniu do obszaréw nie-

prostokatnych i niekotowych oraz klopoty z uwzglednianiem warunkéw brze-
gowych.
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przejscie mozliwe

N

forma silna forma staba
\\
Y
1
zwykl# niemozliwe

\ przejscie mozfiwe ’
A}

y o
zwykleniemozliwe
\

1

1
1
1

przej$cie myzliwe

v

A/
forma wariacyjna

Rysunek 1.3: Przejscie miedzy réznymi sformutowaniami matematycznymi.

7 tego wzgledu wieksza popularnosé zdobyly sformutowania oparte na
stabych formach i na formach wariacyjnych. Zalety takiej drogi postepowania
sa nastepujace:

e ujednolicenie drbog postepowania w réznorodnych problemach teore-
tycznych i inzynierskich; funkcjonaly sa skalarami i jako takie nie zaleza
od uktadu odniesienia; to z kolei utatwia odpowiednie transformacje,

e formy stabe i formy wariacyjne sa podstawa skutecznych metod kom-
puterowych,

e przez formy wariacyjne i formy stabe tatwo wyrazi¢ podstawowe zasady
mechaniki, np. zasada zachowania energii, zachowania masy, zachowa-
nia pedu i momentu pedu,

e utatwione jest szacowanie bledu, okreslanie stabilnosci i zbieznosci
schematéw numerycznych.

Wariacyjne drogi rozwigzywania zdominowaly drogi oparte na formach sil-
nych. Te ostatnie powoli zaczynaja zajmowac miejsce historyczne.
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Rozdziat

Putapki symulacji komputerowych

Zadania dynamiki konstrukcji réznia sie od zadan statyki tym, ze stanowia
ciag powtarzajacych sie w kazdym kroku czasowym obliczen. Pojedynczy
etap takiego ciaggu zadan polega w istocie na rozwiazaniu ukladu réownan
algebraicznych i stanowi rozwiazanie zadania statyki. Wektor prawych stron
uktadu rownan, bedacy wektorem obcigzeni, jest uzupetniony o wplyw sit
bezwtadnodci i thumienia. W dynamice mamy wiec do czynienia z ciagiem
zadan statyki. Zadanie dynamiki sprowadzamy w praktyce do ciagu za-

Rysunek 2.1: Ciag zadan statyki sktadajacy sie na zadanie dynamiki.
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dan statyki w procesie catkowania réwnania rézniczkowego ruchu. Liczba
tych zadan, a wiec i liczba krokéw procedury catkowania réwnania réznicz-
kowego ruchu, zalezy od wymaganego czasu obserwacji oraz od przyjetego
kroku czasowego At. Zwykle liczba ta wynosi od kilkuset do kilkuset ty-
siecy, a moze by¢ tez znacznie wieksza. W numerycznym rozwigzaniu réw-
nan opisujacych zadania dynamiki zjawiska ujawniajace sie w poprzednich
krokach obliczeniowych (np. uplastycznienie, kontakt z ciatem sztywnym
lub odksztatcalnym, pekniecie, czy choéby zmiana podstawowych parame-
trow materialowych) wpltywaja na przebieg rozwigzania w krokach kolejnych.
Zmiana jednej z wielkosci, np. sity weztowej w wybranym punkcie, wywotane
w sposo6b sztuczny przemieszczenia jednego 7z weztow siatki dyskretyzacji, czy
chocéby btedne obliczenie takiej wielkosci wplywa w istotny sposoéb na wynik
rozwigzania w nastepnych krokach, a wiec i na wynik konicowy. W efekcie
otrzymujemy bledny wykres przemieszczen lub naprezen znacznego obszaru
konstrukeji w funkcji czasu. Jesli takie zaburzenie jest jednorazowe i doty-
czy jednego lub kilku stopni swobody, najczesciej nie jestedmy w stanie zi-
dentyfikowaé czy zlokalizowaé takie zdarzenie, majac do dyspozycji jedynie
koricowe wyniki w formie wykreséw czy rozkladéw przestrzennych wybra-
nych wielkosci fizycznych. Lokalne zaburzenia w przestrzeni lub czasie sa
rozmywane w obszarze konstrukcji na skutek propagacji fal i ich odbi¢, dys-
persji, ttumienia, nalozenia sie wptywu wielu czynnikéw fizycznych, ktorych
nie potrafimy w trakcie obliczen obserwowa¢ oddzielnie. Taka sytuacja ma
miejsce juz w zadaniach o matych rozmiarach, o nieregularnych ksztattach
i dostatecznie ztozonej topologii siatki dyskretnej. O ile w zadaniu statyki
bledy zlokalizowaé¢ mozna stosunkowo tatwo, to w zadaniach dynamiki jest
to trudne. Przecietny uzytkownik gotowego programu do obliczert dynamicz-
nych nie jest w stanie wychwyci¢ narastajacej w trakcie obliczen rozbieznosci
Z rozwigzaniem poprawnym.

Przyjrzyjmy sie, z jakimi rodzajami bledéw mamy do czynienia w analizie
numerycznej. Sa to:

e blad modelowania — réznica miedzy modelem fizycznym a jego odpo-
wiednikiem matematycznym,

e btad dyskretyzacji — btad wywotany przez reprezentacje ciagltego mo-
delu matematycznego o nieskoriczonej liczbie stopni swobody przez
skoriczong, zwykle niewielka liczbe stopni swobody,

e blad zaokraglenn — wywotany przez ograniczong liczbe cyfr w reprezen-
tacji komputerowej liczb rzeczywistych,
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e btad algorytmu — blad wywolany zastosowanym konkretnego algo-
rytmu obliczeniowego.

Wprawdzie kazde z powyzszych zjawisk jest odpowiedzialne za réznice mie-
dzy odpowiedzia konstrukeji rzeczywistej, a odpowiedzig uzyskana przy po-
mocy symulacji komputerowych, to tylko btedy zaokraglen i btedy algorytmu
wplywaja na wynik bezposrednio. Pozostale, jak np. blad modelowania
i dyskretyzacji wpltywaja posrednio na rezultat koricowy.

Przyktadem majacym rowniez miejsce jest chwilowa utrata stabilno$ci
rozwigzania prowadzonego metoda warunkowo stabilng, np. metoda réznic
centralnych, na skutek przekroczenia kryterium stabilnosci w jednym lub
kilku elementach skoniczonych. Metoda réznic centralnych jest bardzo po-
pularna w pakietach do modelowania duzych deformacji konstrukcji. Dzieki
pewnym uproszczeniom podnosi sie mocno jej wydajnosé i ulatwia oblicze-
nia zadan wielkiej skali. Uzytkownik z malym doswiadczeniem stara sie
mozliwie wiernie odwzorowaé ksztatt obiektu rzeczywistego i przetozyé go
na siatke podziatu dyskretnego. Wychodzi intuicyjnie z zatozenia, ze drob-
niejsza siatka, o mniejszych rozmiarach oczek lepiej odda skomplikowane
krzywizny i nieregularnosci ksztaltéow. Nadmiar gorliwoéci obraca sie prze-
ciw niemu. Proces obliczeniowy przebiega prawidtowo do czasu gdy chwilowa
deformacja zmniejszy rozmiar jednego z elementéw, badz zwieksza sie na sku-
tek wzmocnienia charakterystyk materialowych przyjete wstepnie moduty
sprezystosci materiatu. Od tej chwili zaczynaja gwaltownie narastaé prze-
mieszczenia weztow w otaczajacej strefie. Wizualny sygnal o rozbieganiu sie
procesu obliczeniowego moze pojawié¢ sie w miejscu pozbawionym jakich-
kolwiek charakterystycznych cech: brak obciazenia czy punktéow podparcia.
Jesli to niekorzystne zjawisko trwa, proces obliczeniowy szczesliwie zostanie
przerwany przed czasem, dajac szanse na jego poprawienie i powtorzenie. Je-
sli natomiast po kilku krokach, na skutek rosnacych przemieszczen rozmiar
elementu powiekszy sie, uktad powroci do stabilnosci. Niestety, powstate
bledy, mimo ze rozmyja sie w nastepnych krokach, pozostawiaja swodj slad
w wynikach koricowych w postaci btednych wartosci §ledzonych zmiennych
lub nieoczekiwanych zjawisk, ktére niedoswiadczony uzytkownik stara sie
7 trudem zinterpretowad.

Innym przyktadem, ktoéry zostanie omoéwiony w dalszej czesci jest zte
uwarunkowanie wynikowego uktadu réownan na skutek sztywnych inkluzji.
Wtracenie, zamierzone lub przypadkowe, fragmentow uktadu o duzej sztyw-
nosci powoduje, ze niektére réwnania moga by¢ liniowo od siebie zalezne.
W zwiazku z tym macierz wspotczynnikow uktadu réownan staje sie niemal
osobliwa i rozwiazanie obarczone jest znacznym btedem.
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Mozemy podaé niektére przyczyny powstawania btedéw w ostatecznym
wyniku

e sztywne inkluzje, elementy o znacznej F
roznicy sztywnosci osiowej i gietnej, Y
A —N

e ukosne podpory modelowane jako li-
niowo zalezne stopnie swobody, N
e

e przylozenie obciazenia do weztow,
ktorych réownania eliminowane sa na BE
konicu etapu eliminacji Gaussa (zwy-
kle o wysokich numerach weztow), E, A

h/2

e siatka podziatu o roéznej wielkodci
oczek lub w przypadku dwu i troj- v
wymiarowych obiektéw — elementy
mocno wydtuzone,

Rysunek 2.2: Schemat przykta-
dowego zadania.
e clementy skonczone podlegajace znacz-

nym dystorsjom w trakcie ewolucji

procesu.

Przyktad 1

Obliczmy przemieszczenia wybranych punktéow stalowego stupa o przekroju
poprzecznym A—0,01m? obcigzonego sitg F— 100 kN. Przyjmujemy dane:
E—=2,10-10"'N/m?, L=2x1 m (rys. 2.2). Rozwigzujemy zadanie zastepujac
stup dwoma elementami skoniczonymi, o trzech stopniach swobody. Z uwagi
na zamocowanie dolnego wezta mamy w praktyce w obliczeniach dwa stopnie
swobody: punkt A i B. Rozwiazanie sprowadza sie do nastepujacego uktadu
rownan algebraicznych

2EA/h —2FEA/h ya | _ | F (2.1)
—2FEA/h  4EA/h yg || 0 ' '
Podstawienie wartosci liczbowych daje nastepujacy uktad réwnan
4,2-10° —4,2-10° ya | _ [ 10° (2.9)
—4,2-10°  8,4-10° yp [ 1 O ' '

Do rozwiazania ukladu réwnan otrzymanego metoda sztywnosci zastosu-
jemy procedure Gaussa, napisang w najprostszej postaci w jezyku fortran,
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zaczerpnieta z ksiazki [169].

do 1 i=1,n
c=a(i,i)
a(i,i)=c-1.0
do 1 k=i +1,n+l1
d=a(i,k)/c
do 1l j=1,n
1 a(j,k)=a(j,k)-d~a(j,i)

Otrzymujemy rozwigzania mocno odbiegajace od oczekiwanych. Bezpogre-
dnie (nieiteracyjne) rozwiazanie uktadu rownan prowadzone w pojedynczej
precyzji jest btedne, gdyz niewystarczajaca jest doktadnosé operacji arytme-
tycznych. Zwrdéémy uwage na trzeci wiersz procedury Gaussa. Wykonywana
jest operacja odejmowania ¢ — 1. Jesli rzad wielkodci liczby ¢ przekracza
liczbe cyfr utrzymywang w arytmometrze w sposob doktadny (w pojedynczej
precyzji wynosi ona 7), to operacja arytmetyczna nie zostaje wykonana (np.
przy czterocyfrowym wyswietlaczu kalkulatora nie mozna obliczy¢ 3456-+0,3,
poniewaz wynik doktadny wymaga pieciu cyfr). W tablicy 2.1 przedstawiono
wyniki rozwigzania uktadu réwnan w pojedynczej precyzji, z zastosowaniem
skalujacych mnoznikéw. Obliczenia w pojedynczej precyzji sa catkowicie nie-
przydatne. Zastosowanie podwdjnej precyzji, mimo ze daje wyniki znacznie
doktadniejsze, wymaga ostroznosci w uktadach o duzej liczbie stopni swo-
body.

Tablica 2.1: Wyniki rozwiazan zadania przyktadowego 7 zastosowaniem mnozni-
kow skalujacych.

mnoznik wezet 1 wezet 2
pojedyncza precyzja

1 0.0025262125 0.0025262124

0,1 -0.0047497451 0.0030627549

0,01 0.0022351742 0.0022351742

0,001 0.0985098854 0.0485098846

0,0001 1. 0.5
podwdjna precyzja

1 9.99999952E-05  4.99999952E-05

0,1 0.000999999998  0.000499999998

0,01 0.01 0.005
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Rysunek 2.3: Ukosna podpora oraz uktad zastepczy.

Rysunek 2.4: Prosty uklad kratowy o uko$nym precie.

Przyktad 2

Kolejnym przyktadem jest zastosowanie uko$nych podpoér, o mozliwosci prze-
suwu w kierunku uko$nym w przyjetym uktadzie odniesienia. Kiedy pakiet
obliczeniowy nie pozwala na wprowadzenie podpor z mozliwoscia ukosnego
przesuwu lub mozliwosé ta jest ukryta, uzytkownik zwykle positkuje sie ukta-
dem zastepczym. W punkcie podparcie wprowadza sztywny pret przenoszacy
jedynie sity osiowe, o kierunku prostopadtym do kierunku przesuwu (jak na
rys. 2.3). Jesli dlugosé takiego preta przewyzsza o kilka rzedow wielkosc
spodziewanego przemieszczenia, mozna przyjac, ze doktadnosé wynikow be-
dzie wystarczajaca. Teoretycznie sztywnosé osiowa tej sztucznej podpory
powinna by¢ nieskoriczenie duza. Do tego tez daza uzytkownicy i nadaja
pretowi sztywnos¢ przewyzszajaca o wiele rzeddéw wartosci sztywnosé uktadu
podstawowego. W celu unaocznienia wpltywu sztywnosci na rozwigzanie po-
stuzmy sie przyktadem zamieszczonym w ksiazce [49]. Przemieszczenia wezta
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A opisuje uktad réwnan

k(14 acos?B) kacosBsinf ua | | P 99
ko cos Bsin 3 k(1+asin2ﬁ) va [ 1 0 . (2.3)

Latwo mozna zauwazy¢, ze przy a >> 1 macierz wspolczynnikéow uktadu
rownan (2.3) staje sie osobliwa.

2.1. Spektralna liczba uwarunkowania

Wielu informacji o jakosci modelu numerycznego i doktadnosci koricowego
rozwigzania moze nam dostarczy¢ prosta ocena liczby uwarunkowania ma-
cierzy wspoOtczynnikow ukladu réwnan algebraicznych. Spektralna liczba
uwarunkowania macierzy K okreslana jest ilorazem skrajnych wartosci wta-
snych

df )\max

)\min

C(K) (2.4)
Oszacowano, ze wzrost liczby uwarunkowania o jeden rzad pociaga za soba
utrate jednej cyfry dokladnosci obliczenia przemieszczeri odpowiadajacych
modowi Ap,in. Podczas rozwiazywania zadan matoda Gaussa btedy rozwia-
zania pojawiaja sie na koricu etapu eliminacji rownan, kiedy dochodzi do
obliczania réznicy niemal réwnych liczb. Powstaly btad propaguje sie w fa-
zie powrotnych podstawien i jest szacowany nastepujaco:

liczba utraconych cyfr doktadnych = logio(Amaz/Amin) = log1oC(K) . (2.5)

Powyzsze oszacowanie nie jest doskonale. Mowi jedynie, ze nalezy unikaé
zadan o podobszarach rézniacych sie sztywnosdciami.
Miare btedu rozwigzania uktadu réwnan Kq = F mozna opisa¢ ilorazem
ql' AF

c="gF  AF=F-Ka. (2.6)

Okresla on btad rozwiazania statycznego, odniesiony do wielkosci obciagzenia,
mierzony wielkoscig energii. W zadaniach dynamicznych definiowanych jako
problem wtasny, btad rozwiazania szacujemy zaleznoécia

q" (Kq — w’Mgq)

e= 'Kq . (2.7)

Wielkosé q jest wektorem wtasnym przemieszczen. W przypadku gdy jest on
pozbawiony btedéw, a w jest doktadna czestoscia wtasna, czton w nawiasie
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rowna sie zeru. Podobnie i w tym przypadku wielko$¢ btedu skalowana
jest energia potencjalng uktadu, odpowiadajaca realizowanej postaci wtasnej
przemieszczen.

Btedy popelniamy na kazdym etapie modelowania, poczawszy od spo-
sobu dyskretyzacji konstrukcji. Metoda narzucania warunkéw brzegowych
takze istotnie wplywa na wynik koricowy. Mozna uwzglednia¢ zamocowanie
na wiele sposobow. Kazdy z nich ma odpowiednia interpretacje fizyczna.
Drogi te nie sa jednak réwnoznaczne.

Popularno$é metody réznic centralnych przektada sie na zastosowanie
w wielu pakietach symulacyjnych. Uwzglednienie warunkéw brzegowych
w klasyczny sposob polega na narzuceniu ograniczen na przemieszczenia wy-
branych stopni swobody. Drog postepowania jest kilka. Jednym ze sposobéw
jest odpowiednia modyfikacja wektora prawych stron. Uwzgledniamy w ten
spos6éb wplyw zamocowania. Po bezposrednim rozwigzaniu uktadu réwnan
uzyskujemy wynik doktadny. Drugim sposobem jest wprowadzenie w odpo-
wiednim miejscu sztucznej sztywnosci. Dokonujemy tego w prosty sposéb
mnozac odpowiednia warto$¢ diagonalng macierzy sztywnosci przez liczbe
o duzej wartosci.

k?n X 106 k‘12 N kln ul F1 X 106 X«
ko1 koo kon uz | _ 2 . (2.8)
knl kn? o knn Un, Fn

Odpowiedni element wektora prawych stron podlega podobnej modyfikacji
i jest dodatkowo mnozony przez wartos¢ wymagana warunkiem brzegowym,
np. u; = «. Po rozwigzaniu (2.8) otrzymujemy w; bliskie zadanej wartosci
«. Opisane postepowanie mozna zinterpretowaé jako wprowadzenie domina-
cji warunku brzegowego nad rozwiazaniem swobodnym. Sztuczne powiek-
szenie sztywnosci jest niekorzystne ze wzgledéw obliczeniowych. Pogarsza
uwarunkowanie macierzy wspotczynnikow uktadu rownan (patrz rozdz. 2.1)
oraz powoduje utrate stabilnosci rozwiazania w czasie. Zdecydowanie bar-
dziej korzystnym krokiem jest powiekszenie bezwladnosci wybranego stopnia
swobody. Ruch w zadanym kierunku jest uniemozliwiony przez sztucznie do-
dana mase. W takim przypadku zyskujemy poprawe uwarunkowania uktadu
rownan oraz poprawe warunku stabilnosci catkowania macierzowego réwna-
nia rézniczkowego ruchu. Rys. 2.5 pokazuje przemieszczenia w czasie uktadu
o dwoch stopniach swobody. Pierwszy z nich jest zamocowany. Widzimy
roznice wynikéw uzyskanych przy wprowadzeniu warunku brzegowego przez
powiekszenie sztywnosci oraz bezwtadnosci zamocowanego stopnia swobody.
Pierwszy wariant polegajacy na sztucznym powiekszeniu sztywnosci ukazuje
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Rysunek 2.5: Przemieszczenia uzyskane przy réznym sposobie zadawania wa-
runkéw brzegowych: (a) powiekszenie sztywnosci (mnoznik 102), (b) powiekszenie
sztywnoéci (mnoznik 10%), (c¢) powiekszenie bezwladnosci (mnoznik 102), (d) po-
wiekszenie bezwladnosci (mnoznik 10%).

niewielkie oscylacje zamocowanego wezta. Zanikaja one wraz ze zwieksze-
niem wartosci mnoznika. Niestety, dalszemu powiekszaniu sztucznej sztyw-
nosci musi towarzyszy¢, z uwagi na kryterium stabilnogci, zmniejszenie kroku
calkowania w czasie At. Tym samym wzrasta liczba krokoéw obliczeniowych
i koszt obliczen.

W drugim wariancie dostrzegamy poruszanie sie calego obiektu w kie-
runku dziatania sity nadajacej ruch poczatkowy przy wzbudzaniu drgan.
Zwickszenie sztucznego mnoznika do wartosci 10* w tym prostym zadaniu
wystarczajaco poprawia doktadnosé.
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Rysunek 2.6: Schemat zadania przyktadowego.

Przyktad 3

Spojrzmy na dwuelementowy uktad pretowy. Rozpatrzmy trzy przypadki:
jednakowej sztywnosci obu elementow (Eq = Es), wiekszej sztywnosci ele-
mentu z weztem obcigzonym (FE; > Fs) oraz wiekszej sztywnosci elementu
przypodporowego (E; < Esg) (rys. 2.6). W przypadku jednakowej sztywnosci
obu elementoéw liczba uwarunkowania wynosi Ajmaz/Amin = 6,85. W przy-
padku Ey/Es = 0,1 otrzymujemy Apaz/Amin = 12,32, Kiedy zamienimy
sztywnosci 1 przyjmiemy FEj/FEs = 10, wowczas element sztywniejszy bedzie
elementem niepodpartym. W takim przypadku Apaz/Amin = 42,08. Wi-
dzimy, ze ta sama konstrukcja, lecz podparta w innym punkcie, cechuje sie
wyzsza liczba uwarunkowania. Przy Fi/F; = 0,01 liczba uwarunkowania
wynosi 102,03, a przy E1/FEs = 100 mamy 402,01.

Oszacowanie jakosci rozwigzania uktadu réwnan jedynie na podstawie
ilorazu skrajnych wartosci wtasnych jest niedoskonale i nadmiernie pesy-
mistyczne. Przyktadem moze by¢ macierz diagonalna dodatnio okreslona
uktadu rownari. Réwnania sg rozseparowane, a rozwiagzania doktadne, mimo
znacznie rézniagcych sie wyrazéw. Liczba uwarunkowania z kolei moze przy-
ja¢ duza wartosc.

W nastepnym rozdziale pokazemy, jak tatwo oszacowaé¢ doktadnosé roz-
wigzania, unikajac przy tym przeszacowania.

2.2. Skalowanie

Oszacowanie (2.4) zwykle przeszacowuje btad. C(K) jest zbyt duze. Mozna
spowodowa¢, by C(K) przyjmowato duza wartosci jedynie w przypadkach
faktycznie ztego uwarunkowania K. Przed wyznaczeniem C(K) przeska-
lujmy macierz K w nastepujacy sposob. Utworzmy diagonalna macierz ska-
lujaca S, zbudowang z diagonalnych wspétczynnikéw macierzy K

(2.9)
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Nastepnie przeksztalcimy K do postaci przeskalowanej Kg
K =SKS. (2.10)

Diagonalne wspo6tczynniki macierzy K, sa wiec rowne 1. Do oszacowania
C(K) bierzemy teraz wartosci wlasne Ajap 1 Amin macierzy Kg. Problem
wartosci wlasnych macierzy skalowanej Kg wyglada nastepujaco:

(K, —A)q=0. (2.11)

Dostrzec mozna podobieristwo z problemem wlasnym uktadu dyskretnego.
Macierz jednostkowa odpowiada macierzy bezwtadnosci. Otrzymujemy cze-
stodci w? = \; zadania zastepczego.

Podobne uproszczenie oszacowania wartosci wtasnych uzyskujemy inna
droga. Podstawiamy q = S™'q; oraz mnozymy (2.9) lewostronnie przez S~
Woéwczas otrzymamy

(ST!K,S7!—AS7IS Hg =0. (2.12)
Poniewaz S™!S~! = diag[k11k22...knn], Wiec ostatecznie mamy
(K — )\diag[kn, /{722, veey knn]) q1 = 0. (2.13)

W tym przypadku tatwiej jest znalez¢ analogie miedzy oszacowaniem war-
tosci wlasnych macierzy wspoétczynnikéw uktadu réwnan a problemem wta-
snym. Skrajne wartosci wlasne macierzy skalowanej Ky moga byé¢ wyzna-
czone na podstawie pierwotnej macierzy sztywnosci K oraz macierzy odpo-
wiadajacej macierzy bezwtadnosci w postaci diagonali macierzy K. Powyz-
sze rownanie pokazuje, ze odizolowany obszar sztywny, w postaci sztywnej,
nie umocowanej podporami inkluzji, obniza najnizsza czestos¢ wtasna. Nie
wplywa natomiast mocno na najwyzsza czestos¢ wlasng. W efekcie wzra-
sta C(K). Skalowanie pozwala uniknaé¢ zbyt pesymistycznych oszacowan
wynikajacych bezposrednio z (2.5).

Zaznaczy¢ nalezy, ze przeskalowanie macierzy uktadu réwnan nie po-
prawia dokladnosci rozwiazania uktadu réwnan metoda bezposrednia, np.
metoda Gaussa. Pozwala natomiast dokona¢ poprawnych oszacowan.
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2 Putapki symulacji komputerowych




Rozdziat

Metody numeryczne catkowania
rownan rozniczkowych ruchu

Rozwdj elektroniki i upowszechnianie sie technik komputerowych pociagnat
za soba rozwdj metod obliczeniowych mechaniki. Najpierw wykorzystano
wczesniej opracowane i opublikowane metody. Nastepnie zaczeto poszukiwaé
nowe, jeszcze bardziej efektywne rozwigzania. Nowe metody powstawaly bez
poréwnania szybciej. Wraz ze zwiekszaniem sie mocy obliczeniowej kompu-
teréw zaczeto stosowaé obliczenia i symulacje numeryczne w coraz szerszym
zakresie zagadnieri: w problemach geometrycznie i materialowo nieliniowych,
dynamice konstrukcji, zadaniach o ztozonej geometrii.

Sprobujmy w zarysie przyjrzec sie grupie metod stosowanych w dynamice
konstrukeji. Nieuniknione jest przy tej okazji spojrzenie na metody oblicze-
niowe zadan statyki konstrukcji, gdyz w wiekszosci metod obliczeniowych
dynamiki zadania moga by¢ sprowadzone do ciggu zadani statyki. Dobra
znajomos¢ tych ostatnich pozwala zdecydowanie lepiej zrozumieé wyniki sy-
mulacji komputerowych w dynamice konstrukcji.

Tradycyjne metody obliczeniowe dynamiki opisano w wielu podreczni-
kach akademickich. Podstawowe, takie jak metoda réznic centralnych lub
metoda Newmarka, sa stosowane powszechnie. Inne, mimo niezaprzeczal-
nej przewagi nad tradycyjnie stosowanymi metodami, nie zdobyty nalesnej
popularnosci. W niniejszym rozdziale, obok krotkich opiséw metody réznic
centralnych i metody Newmarka przedstawimy zalety metody Newmarka-
Bossaka, metody Parka-Hausnera oraz metod Adamsa. W nastepnym roz-
dziale skupimy sie juz tylko na metodzie elementéw czasoprzestrzennych.

W celu usystematyzowania poje¢ zwigzanych m.in. z wtasciwo$ciami me-
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metody obliczeniowe

AN

doktadne przyblizone
analityczne numeryczne
mieszane

Rysunek 3.1: Schematyczny podzial metod obliczeniowych mechaniki.

tod, pogrupujemy je wedlug odpowiednich kryteriéw. Systematyke metod
obliczeniowych przedstawia schemat na rys. 3.1. Obszarem naszego zaintere-
sowania beda metody przyblizone, numeryczne. Sa one wygodne w praktyce
inzynierskiej. Kosztem doktadnosci pozwalaja rozwigzaé¢ skomplikowane za-
dania. Mimo tego nie kazdy problem opisany analitycznie moze by¢ roz-
wigzany numerycznie. Starania badaczy oraz uzytkownikéw ida w kierunku
poznania wlasnosci metod komputerowych, by méc je zastosowaé do nowych
kategorii zadan.

Metody obliczeniowe dynamiki dziela sie na dwie podstawowe grupy: me-
tody jawne i niejawne. Cechy metod jawnych i niejawnych pokazuje rys. 3.4.
Dostrzegamy, ze w metodach jawnych rozwiagzanie w danym kroku oblicze-
niowym zalezy jedynie od wielkogci fizycznych opisanych w chwilach poprzed-
nich. Rozwiazania uzyskuje sie stosunkowo niewielkim kosztem, gdyz wy-
starcza do tego zwykte rozwiazanie uktadu réwnan algebraicznych. W przy-
padku metod niejawnych rozwiazanie w danej chwili zalezy od pewnych wiel-
kosci fizycznych odniesionych do tejze chwili, np. predkosci lub przyspieszeni.
W zwiazku z tym wykonuje sie pewne dodatkowe operacje pomocnicze w celu
ich wyznaczenia. Charakteryzuja sie one wyzsza doktadnoscia w stosunku
do $cistego rozwiazania réwnania § + g = 0, oraz sa pozbawione ograniczen
wynikajacych z kryteriéw stabilnosci.

Wspomnieé nalezy tu o metodach catkowania réwnan rézniczkowych pier-
wszego rzedu. Rownie rézniczkowe rzedu drugiego, przez odpowiednie pod-
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stawienie zmiennych za pochodne pierwszego rzedu mozna sprowadzi¢ do
rownenia rzedu pierwszego, o podwojnej liczbie zmiennych. Ten sposob po-
stepowania jest stosowany przy obnizaniu stopnia réwnania rézniczkowego
wyzszych rzedow. Metody opracowane do rozwigzywania zadan parabolicz-
nych, z pochodnymi niewiadomych rzedu pierwszego, bywaja stosowane do
rozwigzywania zadan typu hiperbolicznego. Powodem jest badz ztozona
posta¢ réwnania wynikowego, badz po prostu dostepno$é procedur nume-
rycznych i ich obszerny opis. Nalezy tu przede wszystkim wymieni¢ me-
tode Rungego-Kutty drugiego rzedu. Wystepuje ona tez pod nazwa metody
punktu srodkowego lub zmodyfikowanej metody trapezow. Analiza stabilno-
sci pokazuje, ze schematy te, zastosowane do réwnania ruchu, sa rozbiezne
przy At > 0. Wprawdzie przy malym kroku caltkowania rozbieznosé¢ jest
niewielka, to do zagadnienn analizy drgan metody tej grupy nie nadaja sie.
Metoda Rungego-Kutty czwartego rzedu jest tu zdecydowanie lepsza, choé
analiza zbieznosci w zadaniu drgan jest trudna do przeprowadzenia.

Aby nie by¢ gotostownym i jednoczesnie definitywnie odrzuci¢ metode
Rungego-Kutty drugiego rzedu jako nieprzydatna w naszych zadaniach, w skro-
cie przedstawimy analize jej stabilnoici. Metoda zwykle zapisywana jest
w postaci nastepujacego algorytmu:

Yirr = Yi + hf Giv1y2, tiv1y2)s Yiv12 = vi +h/2 f(yists), tivryo =ti+h/2
(3.1)
Schemat (3.1) uzyskujemy przez rozwiniecie pochodnej y w otoczeniu punktu
t; w szereg Taylora i obcieciu go po pierwszym wyrazie. Funkcje y rozwi-
jamy w szereg Taylora do wyrazu drugiego wtacznie. Z obu rozwinie¢ po-
zbywamy sie cztonu y i korzystajac z definicji zadania otrzymujemy

h
Yi+l = Vit 5 [f(yi, ti) + £(yir1, tiv1)] (3.2)

W przypadu uktadu rownan rézniczkowych zwyczajnych mozemy prawa stro-
ne rownania y(t) = f(y,t), y(0) = yo zapisa¢ jako

f(y,t) = Ay(t), (3.3)

gdzie A jest niezalezne od czasu. Wowczas metode Rungego-Kutty zapisu-
jemy w postaci

h h
Yiy1 = yi +hf <yi + §f(yz‘,ti),tz‘+1/2> =yi+hA <Yz‘ + §Ayz‘> . (34)
Ostatecznie mamy

h2
Vie1 = (1 + hA + 5A2> Vi . (3.5)
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W og6lnym przypadku zamiast y(¢;) = (yi+1 —y:)/h stosujemy przyblizenie

(i + ah) = W . (3.6)

Wowczas rownanie wyjsciowe sprowadza sie do postaci

Vit1 = Yi + b (Yita, tiva) - (3.7)

Wartosé funkceji f w punkcie posrednim interpolujemy

f(Vitartita) = (1=a)f(yi, ti) +af(yit1, tiv1) = yith(1—a)Ayi+hayiir -

(3.8)
Przy a = 1/2 otrzymujemy schemat (3.1). Po uporzadkowaniu (3.8) otrzy-
mujemy

(I—haA)yiv1 = I+ k(1 —-a)A)y; (3.9)

Macierz wspoélczynnikow powyzszego uktadu rownan przy o > 0 musi by¢
nieosobliwa. Woéwczas otrzymujemy rozwigzanie z odpowiednia macierza
przejscia
yir1 = (I —haA) I+ h(1 — a)A)y; . (3.10)

Analiza modalna pozwala rozseparowaé zmienne. Roéwnania rézniczkowe
staja sie rozprzezone. Wprawdzie zmienne uogolnione w wektorze y(t) zaste-
powane sg przez odpowiednie w zmienionej bazie, to zagadnienie stabilno$ci
uktadu réownan rézniczkowych sprowadza sie do problemu stabilnosci n po-
jedynczych réwnan rézniczkowych.

Macierz dodatnio okreslong A diagonalizujemy stosujac podstawienie
y = ®z. Macierz ® zbudowana jest z wektoréw wlasnych macierzy A.
Woéwezas mamy

z=® APz, A=3 AP . (3.11)

Podstawiamy (3.11) do (3.9) i otrzymujemy
(I—haA)zit1 =T+ h(1—a)A)z; . (3.12)

Uktad rownan (3.12) jest rozseparowany. Mozna go zapisa¢ jako n pojedyn-
czych rownan

(1 —hadg)zigr = L+ h(A(1 —a)p) zi, E=1,2,..,n . (3.13)

Pozbywajac sie indeksu k pojedyncze réwnanie zapisujemy ze wspotczynni-
kiem przejscia
1+h(1—a)X

. 14
1— hax (3.14)

Zit+l =
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Modutl wspoétczynnika przejscia powinien byé¢ nie wiekszy od jednosci

‘1+h(1—a))\‘ < (3.15)

1 — haX

Przy h — oo warunek (3.15) jest spetniony przy « > 1/2. Przypadek a = 0
jest wiec rozbiezny.

Metody jednokrokowe, dobrze opisane w literaturze w przypadku réwnan
pierwszego rzedu, sa rowniez stosowane do réwnan drugiego rzedu. Réwna-
nie drugiego rzedu przeksztalca sie do uktadu dwéch rownan drugiego rzedu.
W przypadku réwnan macierzowych o wielu stopniach swobody gwalttownie
rosnie rozmiar zadania. Metody jednokrokowe pozwalaja stosowaé¢ zmienny
krok catkowania. Nie wymagaja tez procedur startujacych do wygenerowa-
nia odpowiedniego zestawu rozwiazan w chwilach poczatkowych. Obliczenia
polegaja na wykonaniu kilku operacji posrednich, a nastepnie obliczeniu kon-
cowego wyniku pojedynczego kroku czasowego. Rzad dokladno$ci metody
mozna zmienia¢, zmieniajac liczbe etapow posrednich. W wielu przypadkach
stosuje sie w obliczeniach metode Rungego-Kutty 4 rzedu. Wykorzystujac ja
mozna w zadaniach nieliniowych uniknaé¢ procedury iteracyjnego rozwiazy-
wania rownania nieliniowego. Metody Rungego-Kutty stosuje sie do rozwia-
zywania sztywnych réwnan. W statyce odpowiada to zle uwarunkowanym
macierzom uktadu réwnan.

Metoda Eulera jest niedoktadna, gdyz do nastepnej chwili ¢;,1 przecho-
dzimy po stycznej wystawionej w punkcie (y;,t;). Powstal pomysl, by do
rozwigzania wykorzystac¢ nie styczna f(y;,t;), a sieczna wyznaczona przez
punkty (yi,t;) 1 (¥it1,ti+1). Drugi z punktéw jest wyznaczony w sposob
przyblizony z wykorzystaniem metody Eulera i oznaczony przez ygﬂ. Na-
zywany jest predyktorem. Wtasciwe obliczenia przeprowadza sie z wykorzy-
staniem siecznej 1/2 [(f(ys,t;) + £(y2, 1, tit1)]. Ostatecznie wiec korektor ma
posta¢ nastepujaca (rys. 3.2)

yirt = yit g (it + (5%, tiv)] (3.16)
Zauwazmy, ze metoda Rungego-Kutty 2 rzedu jest metoda typu predyktor—
korektor. Predykcji dokonuje sie w potowie kroku h, a nastepnie te wartosé
wykorzystuje sie w etapie korekcji.

Przedstawimy teraz prosty algorytm rozwiazywania zadania metoda Run-
gego-Kutty 4 rzedu (algorytm 1). Krok catkowania jest tu ograniczony przez
kryteria stabilnosci i doktadnosci. W przypadku sztywnych réownan krok
catkowania musi by¢ szczegdlnie krotki. Koszt krokéw pomocniczych oraz
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(Vs i) iy, t) + Aoy tis)

|

Rysunek 3.2: Predyktor i korektor w metodzie dwuetapowej.

A
y y

f(yi+1/2 ’t i+1/2 )

VY ~
Y ~

t; ti+1/2t i+1 t; t;
Rysunek 3.3: Etap predykcji i korekty w metodzie Rungego-Kutty 2 rzedu.

krotki krok catkowania czynia metode mato atrakcyjna w poréwnaniu z me-
todami wielokrokowymi. Metody jednokrokowe stosuje sie zwykle do etapow
poczatkowych niesamostartujacych procedur wielokrokowych.

W tablicy 3.1 przedstawiono wyniki obliczeri réwnania przykladowego
¥+ 3% = 0, z warunkiem poczatkowym y(0) = 1. Rozwigzanie uzyskano
przy kroku h = 0,1. Rozwigzanie §ciste ma postac¢: y = 1/(1 +t).

Poza wymienionymi wczesniej metodami w literaturze spotka¢ mozna
mnoéstwo sformutowani, sposrod ktorych przytaczamy nieliczne:
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Algorytm 1 Metoda Rungego-Kutty 4 rzedu.

e wykonujemy obliczenia pomocnicze:
jo = J(ti vi),
i = ij(tirry2, vi + 2 ),
o = ij(tivrjo, yi + 20 + %2?)_'0),
s = §(tiv1, v +hyi + 22 i)
e wykonujemy obliczenia:

Yip1 = Yi + hy; + %2@0 + 41+ 12) + O(h°)

® Jiv1 = i + %(ijo + 1 + G2 + ijs) + O(h®)

metody catkowania réwnan
rozniczkowych ruchu

l '

jawne niejawne

qn+1:f(qn' dn’ .dn’ qn-l"") qn+l:f(dn+1’ an+1’ qn' qn-l"")

potniejawne

Rysunek 3.4: Metody obliczeniowe dynamiki.

Metoda trapezéw Znana tez jest jako metoda $redniego przyspieszenia.
W zadaniach parabolicznych znana jest jako metoda Crancka-Nicolsona.
Jest metoda bezwarunkowo stabilna. Wykorzystuje sie zwiazki: u, 1 =
u, + h/2(vy + Vit1) 1 Vi1 = v + h/2(a, + ap41).

Metoda 0-Wilsona Zakladamy tutaj liniowa zmienno$¢ przyspieszenia w prze-
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Tablica 3.1: Wyniki rozwigzan réwnania ¢ + y? = 0 wybranymi metodami.

krok m. Eulera m. RK 2 rzegdu m. RK 4 rzegdu doktadnie
0 1,000000 1,000000 1,000000 1,000000
1 0,900000 0,909750 0,909091 0,909091
2 0,819000 0,834344 0,833334 0,833333
3 0,751924 0,770418 0,769231 0,769231
4 0,695385 0,715548 0,714286 0,714286
5| 0,647029 0,667945 0,666667 0,666667
6 0,605164 0,626261 0,625000 0,625000
7 0,568542 0,589458 0,588236 0,588235
8 0,536218 0,556730 0,555556 0,555556
9| 0507465 0,527437 0,526316 0,526316
10 0,481713 0,501066 0,500000 0,500000

dziale czasu [tp; toat]: antr = an+7/(0h)(asroar —ar). Jest to metoda
niejawna, bezwarunkowo stabilna przy 6 > 1,37. Zwykle stosuje sie
wartosé 0 = 1, 40.

Metoda Houbolta Przyspieszenie a,; i predkosé¢ v, .1 zastepowane sa
wyrazeniami: a,;1 = (2U,411 — duy, + 4u, 1 — Uy_2)/h? i Vi1 =
(11,41 — 18w, 4+ 9u,_1 — 2u,,_2)/6h2. Sa to w istocie réznice wstecz,
z bledem rzedu (At)2. Idea metody zblizona jest do metody réznic
centralnych. Zastosowanie z kolei upodabnia ja do metod Adamsa.
Rownowaga sit w rownaniu ruchu ustalana jest w chwili ¢;41 (w meto-
dzie réznic centralnych w chwili ¢;) i stad w koricowym schemacie obli-
czeniowym otrzymuje sie uktad réwnan algebraicznych ze wspotczyn-
nikami wynikajacymi z macierzy sztywnodci K. Metoda Houbolta jest
metoda niejawng. Nie ma tez krytycznej wartosci kroku catkowania
At. Ciekawostka jest fakt, ze przy zerowych macierzach bezwtadnosci
i tlumienia schemat obliczeniowy sprowadza sie do rozwigzania zada-
nia statyki. Podobna cecha zostanie pokazana w metodzie elementow
czasoprzestrzennych w rozdziale 4.6.3.

Dodatkowo mozna siegna¢ do prac przegladowych [56, 57, 138, 158].
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3.1. Metoda pojedynczego kroku SSpj

Metoda zostata opisana w pracach [177, 187] oraz w [155]. W szczegdlnych
przypadkach mozna przeksztalci¢ ja w znane klasyczne metody catkowania
rownania rézniczkowego ruchu.

Przedstawmy przemieszczenia na koncu kroku w formie szeregu Taylora
. N L
Vit1 :yi+Atyi+§At yz++aaz AtP . (317)

Znanymi wielko$ciami sa wartosci y; oraz kolejne pochodne y;, ¥; itd. al(.p )

zawiera nieznane wspotczynniki w wyrazach reszty rozwiniecia. Rozwiniecie
(3.17) oraz pochodna zapisujemy w skrocie nastepujaco:

p—1
At NG
yier= Y~y + =—al (3.18)

| v | v
= ¢ p!

p—1 -1
: At g Atlp—1) )
1= P+ =————a" .
yent G- T T p-1)

Metoda SSpj (ang. single step) charakteryzuje sie dwoma parametrami: p —
liczba wyrazéw w szeregu Taylora oraz j — rzedem réwnania rézniczkowego.
Nieznane parametry az(p ) wyznaczymy na podstawie postulatu spelnienia

rownan ruchu globalnie w sposéb wazony

At
W(M5§ + cy + Ky)dt =0 . (3.19)
0

Definiujemy iloraz

S wiadt

=0,At? ¢q=1,2,...p, 0<6,<1. (3.20)
Mwar !
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Korzystajac z definicji (3.20) mozemy okresli¢ nastepujace catki:

1

W dt AtP
Z ' yl 6? + —a(p)é?
Awar = d
-1
At wyde * N
A war Z ,YEQ) - +Wa§p)9p—1 , (3.21)
q= 1 '
At .. -1 _ _
Jo Widt _p Aa~? @g AtP? (P)g
At - — 9 'yi q72‘|’ —9 'ai p—2
Joiwar - = (g 2)! (» —2)!
Ji WEdt
S wat '

Dzielimy réwnanie (3.19) przez fOAt i wykorzystujemy (3.21). Otrzymujemy

p—1
A2 ( At(p —2)
M V0, + 1oy _ 3.22
2 (g et o ) B
p—1 -1
At (q) At(p— 1) ®)
+C y; " 0g—1 + ——0;" 0, 3.23
2 ety ) B
p—1
At? AtP _
+K =y, + =-a9, | ~-F=0 (3.24)
pr L p!
Stad wyznaczymy wspolczynniki a,(lp ).
AtP—2 AN AtP
P = (=, M+ ———0, — 9K
a = (oMt o C
: (F ~ M¥is1 — Cyisr — Kym) . (3.25)

~~~~~~



3.2 Metoda Parka 31

i definiowane sa nastepujaco:

p—1

~ Atd

Vit1 = § o N
q=0 =’

p—1 -1

. NE

Vigr = R 1),y§q)0q_1 : (3.26)
=14 '

. LN
Yit1 = Z (At_ 9 ,y§q)9q72 .
= (¢ —2)!

Do rozpoczecia obliczenn potrzebne sa wartosci yg oraz pochodne yéq) do
rzedu p — 1 wiacznie. Uproszczony schemat obliczen przedstawia algorytm
2. Istotng sprawg jest doboér wspoétczynnikéw 6, oraz przyjecie odpowied-
niego kroku At. Mozna konstruowaé mniej lub bardziej rozbudowane sche-
maty catkowania, dobierajac odpowiednie rozwiniecia (3.17). W pracy [187]
pokazano, w jakich przypadkach metoda SSpj staje sie metoda Newmarka,
Newmarka-Bossaka, Wilsona, Houbolta i in.

Algorytm 2 Schemat obliczen metoda SSpj.
o Wyznaczy¢ §is1, ¥is1 1 Yis1 z (3.26).

e Obliczy¢ az(p) z (3.25).

e Obliczy¢ yii1, Yit1, -.- z rOwnania (3.18).

e Powtdrzy¢ obliczenia w nastepnym kroku.

3.2. Metoda Parka

Metoda opisana przez Parka w pracy [137] przeznaczona jest do zadar opi-
sanych rownaniami sztywnymi. Sztywne réwnania to rownania rézniczkowe,
ktore, mimo zastosowania bardzo matego kroku catkowania w obliczeniowych
metodach numerycznych, daja rozwigzania niestabilne. Zadaniem podstawo-
wym metody obliczeniowej jest w tym przypadku odpowiednio doktadne cal-
kowanie zmiennych odpowiadajacych za zachowanie sztywne, czyli charakte-
ryzujacych sie wysokimi czestodciami drgan, bez utraty wydajnosci procesu
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obliczeniowego. Konstruowanie metod rozwigzywania tego typu zagadnieni
zapoczatkowal Gear [73].

3.3. Metoda réznic centralnych

Jest to najczedciej stosowana w praktyce metoda catkowania réwnan réz-
niczkowych ruchu. Co wiecej, stosowana jest do niemal wszystkich zagadnien
numerycznego rozwiazywania probleméw poczatkowych. Jej podstawows ce-
cha jest prostota sformutowania.

Rozpatrzmy réwnanie rézniczkowe opisujace ruch prostego oscylatora:
mq(t) + c4(t) + kq(t) = f(t) - (3.27)

Pochodne zastepujemy ilorazami réznicowymi:

qi+1 — qi—1
= - 3.28
‘ 2AL ’ (3.28)
. Giv12 —dic12 Qi1 — 2Gi + gim
e = 3.29
% At AL (3.29)

Okreslamy rownanie (3.27) w chwili ¢ = ¢;, a nastepnie wykorzystujemy
zdefiniowane wyzej ilorazy roznicowe (3.28) i (3.29). Po uporzadkowaniu
wyrazow otrzymujemy nastepujaca formule krokowa:

-1
Giv1 = <m + g c> [(2m - kAtQ) q; + <gc — m) Gio1 + At? fi]
(3.30)

Dysponujac rozwiazaniami w dwoch kolejnych chwilach ¢ — 1 1 ¢ mozemy
wyznaczy¢ rozwigzanie w chwili nastepnej ¢ + 1. Trudnosé moze wystapi¢ w
pierwszym kroku obliczen, na etapie uwzgledniania warunkéw poczatkowych.
Przyjmijmy, ze rownanie (3.27) rozwiazujemy przy nastepujacych warunkach
poczatkowych: ¢(0) = qo, ¢(0) = go. W takim przypadku pierwszy warunek
wprowadzamy bezposrednio do (3.30), a w drugim pochodng zastepujemy
ilorazem roznicowym wstecz ¢o = (¢o — ¢—1)/At. Mamy wiec brakujaca
warto$é¢ q_1 = qo — goh. Ta wielko$¢ pomocnicza jest formalnie potrzebna
do uruchomienia procedury obliczeniowej. Algorytm 3 przedstawia proces
obliczeniowy w przypadku zadania poczatkowych wartodci przemieszczenia
qo 1 predkosci ¢p.

PrzejdZzmy teraz do macierzowej postaci réwnania 3.30. W przypadku
pelnej macierzy bezwladnosci otrzymujemy nastepujace réwnanie macie-
rzZOwe:
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Algorytm 3 Metoda réznic centralnych

1. Wykorzystujac warunek poczatkowy ¢(0) = go wyznaczamy brakujaca
wartos¢ ¢_1 = qo — Goh.

2. Znajac wartosci q_1 i qo wyznaczamy qp (tj. ¢;+1 przy i = 0):
2
Giv1=(2-E£0) g — g + 2 fi.

3. Przechodzimy do nastepnego kroku obliczeniowego i powtarzamy p. 2,
przy i =1,2,3.....n

Maqi 1 = (2M — h’K) q; — Mq;_1 + h°F; . (3.31)

Jezeli bezwladnosé konstrukeji potrafimy przedstawi¢ jako diagonalng ma-
cierz bezwladnosci, wowczas odwrdcenie M jest natychmiastowe i schemat
obliczeniowy upraszcza sie do postaci nastepujacej:

Qi1 = (20 -M 'Kh?) q; —qi_1 - (3.32)

Otrzymujemy uktad réwnan algebraicznych o réwnaniach rozseparowanych.
Rozwiazujemy go réwnanie po réwnaniu, przy minimalnym koszcie nume-
rycznym. Widzimy, ze w przypadku pelnej macierzy bezwladnosci M mu-
simy rozwiazaé uktad réwnan o pelnej lub pasmowej macierzy wspotczynni-
kow. 7 tego wzgledu metoda réznic centralnych stosowana jest zazwyczaj
z wykorzystaniem diagonalnej macierzy bezwtadnosci. Metoda konstruowa-
nia diagonalnej macierzy bezwltadnosci jest stosunkowo prosta. W najprost-
szy sposob uzyskujemy macierz diagonalna umieszczajac czastki materialne
o odpowiednich masach m;, tak aby ich suma réwnala sie catkowitej ma-
sie obiektu m. Czastki materialne nie maja bezwladnosci obrotowej. Ob-
rotowa bezwladno$é¢ mozna uwzgledni¢ w macierzach bezwtadnosci belek
lub ptyt, dodajac do$¢ dowolnie odpowiednie wyrazy diagonalne, obrazujace
bezwtadno$¢ obrotowa czesci rozpatrywanego zdyskretyzowanego fragmentu
konstrukcji. W przypadku belki bedzie to moment bezwtadnosci obrotowej
wzgledem punktu weztowego potowy elementu o masie m/2 i dtugosci 1/2,
a wiec I = (m/2)-(1/2)?/3.

Taki sposéb granulowania masy jest wystarczajacy w wiekszosci zadari.
W sytuacji, kiedy mamy do czynienia zaréwno z posuwistymi jak i obro-
towymi stopniami swobody, o przemieszczeniach i naprezeniach elementéw
konstrukcji decyduja te pierwsze. Nieprecyzyjny opis bezwtadnosci obroto-
wej wplywa minimalnie na wyniki. Czestosci drgan wlasnych mozna wyzna-
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czaé¢ z bledem nie przekraczajacym kilku procent. Wyzsze czestosci, z du-
zym udzialem zginania w odpowiadajacych im formach wtasnych, charak-
teryzuja sie juz bledem kilkudziesiecioprocentowym. 7 tego wzgledu po-
szukiwano doktadniejszych sposobéw zastepowania konsystentnej macierzy
bezwtadnosci macierza diagonalna. Metoda zaproponowana w pracy [82]
(metoda HRZ) jest rownie prosta. Zasada jest uwzglednianie jedynie diago-
nalne wyrazy macierzy pelnej. Sa one odpowiednio skalowane. Postepowanie
mozna ujaé¢ w nastepujacych krokach:

1. Obliczamy jedynie diagonalne wyrazy konsystentnej macierzy bezwtad-
nosci.

2. Obliczamy mase catkowita m elementu dyskretnego.

3. Obliczamy liczbe s réwna sumie diagonalnych wyrazéw m;;, odpowia-

dajacych jedynie stopniom swobody ruchu postepowego w danym kie-
runku ruchu. Pomijamy tu obrotowe stopnie swobody.

4. Skalujemy wszystkie wspolczynniki diagonalne mnozac je przez liczbe
m/s. Dzieki temu zachowujemy caltkowita mase elementu.

Przyktad 4

Konsystentna macierz bezwtadnosci elementu belki Bernoulliego-Eulera ma
posta¢ nastepujaca:

156 221 54 —131
_om 220 47 131 312
T 420 54 131 156 —22I
—131 =312 —221 417

m jest masa catkowita elementu m = pAl. Macierz diagonalizowana bezpo-
srednio ma postac

M = % diag[l, 12/12, 1, 12/12] |
a diagonalizowana metoda HRZ

M = % diag[l, 12/78, 1, 12/78] .

Meroda HRZ pozwala uzyskac¢ doktadniejsze wyniki odpowiadajace wyzszym
czestodciom wlasnym i zwiazanymi z nimi zjawiskami. Zauwazamy, ze wspot-
czynniki odpowiadajace obrotowym stopniom swobody w obu sposobach gra-
nulacji masy znacznie si¢ réznia.
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3.3.1. Stabilnos¢ metody

Problem stabilnosci byt juz omawiany w rozdz. 3 w odniesieniu do metody
Rungego-Kutty 2 rzedu i ogolnie — metod trapezowych. Teraz rozpatrzymy
problem stabilnogci metody roznic centralnych. Zapiszmy (3.30) jako sche-
mat jednowarstwowy o podwdjonej liczbie stopni swobody:

{amd_[Cmmi®) St L 5.39

Wykorzystujac powyzszy zapis tworzymy rozwiazanie po n krokach oblicze-

lub inaczej

niowych
q =Tqp
@=Tq =T -Tqy=T?q (3.35)
qn = T" q0

Stabilnos¢ uktadu (3.34) wymaga, by energia catkowita ukladu nie rosta
7 kroku na krok, a w zwiazku z tym by amplituda drgan zadania przy n — oo
byta ograniczona. To z kolei prowadzi do warunku koniecznego stabilnogci
uktadu

Nl <1, i=1,2, (3.36)

gdzie, przy oznaczeniu w? = k/m mamy

h 2p?
Al/QZ% w2h2—4:|:w

+1 (3.37)

sa warto$ciami wlasnymi macierzy T. Warunek (3.36) pozwala okresli¢ mak-

symalny krok catkowania
2

Pomaz = o (3.38)
Powyzsze kryterium dotyczy pojedynczego stopnia swobody. W uktadzie
o wielu stopniach swobody decydujaca czestoscia jest najwyzsza czestosé
wmae Uktadu, gdyz ta czestosé powoduje, ze wartos¢ wtasna macierzy przej-
scia T wydluza promien spektralny T. Warto$¢ wlasna pojawia sie na
zewnatrz kota jednostkowego na ptaszczyznie zespolonej. Widzimy, ze ze
wzrostem czestodci wlasnej w, zwiazanej ze stopniem swobody, maleje do-
puszczalny krok czasowy h. W praktyce ma to miejsce przy wzroscie sztyw-
noéci lub zmniejszaniu sie bezwladnosci elementéw skonczonych. Waznej
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wskazowki dostarcza nam prosta analiza sztywnosci i bezwladnosci elementu
skoriczonego preta o dtugosci [ drgajacego osiowo. Czestosé¢ drgan wlasnych
w jest proporcjonalna do wyrazenia /E/p/l. Widzimy, 7e przy zageszcza-
niu siatki podziatu dyskretnego dlugos$¢ elementu zmniejsza sie, a czestosé
w rosnie. W tym samym stopniu zmniejsza sie krytyczna wartos¢ kroku
czasowego hpmaz-

Zastosujmy kryterium stabilnosci w przypadku elementu skoriczonego
preta drgajacego osiowo. Niezerows wartogcia wlasna jest liczba w? = 4E/pl?.
c? = E/p jest predkoécia rozchodzenia sie fali w precie. Wowezas w = 2¢/I.
Uwzglednijmy teraz warunek (3.38) w formie nieréwnosci h < 2/w. Otrzy-
mamy kryterium stabilnosci, okreslajace stosunek dtugodci oczka przestrzen-
nej siatki dyskretyzacji [ do dtugosci kroku czasowego h

I/h>c. (3.39)

Kryterium to znane jest pod nazwa warunku Couranta [50].

3.3.2. Doktadnos¢ metody

Rozpatrzmy dwa elementarne zadania drgan oscylatora o wartosciach pa-
rametrow k£ = 11 m = 1, przy réznych warunkach poczatkowych: ¢y = 0
igo=1oraz qo = 11i ¢y = 0. Rozwiazaniem pierwszego z tych przypad-
kow jest funkcja sin(t), drugiego zas funkcja cos(t). Kazdy inny przypadek
zadania jest kombinacja tych dwoch rozwigzan.

Warunki gp = 0, §o = 1 sprowadzamy, przy kroku At = h, do warunkow
przemieszczeniowych: ¢_1 = —h, g9 = 0. Rozwiazanie y(h) = ¢1 = h.
Rozwinmy rozwiazanie §ciste w szereg Taylora

1
sin(h) = h — gh?’ + ... . (3.40)

Btad maksymalny w tym przypadku wynosi

e1(h) = [sin(z) — y(h)] = %h?’ o (3.41)
W drugim przypadku, go = 1, go = 0, warunki poczatkowe sprowadzamy do
nastepujacych warunkéw przemieszczeniowych: g_1 = q1, qo = 1. Uwzgled-
nienie ich w réwnaniu (3.30) daje rozwigzanie y(h) = 1 — h?/2. Wiedzac, 7e
cos(h) =1—1/2'h? +1/4'h* — ..., mozemy okresli¢ w tym przypadku btad
maksymalny

e(h) = | cos(x) — y(h)] = %h“ . (3.42)
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Whiosek koricowy jest nastepujacy: maksymalny btad metody réznic cen-
tralnych, zalezny od kroku catkowania h, wynosi

e(h) = =h? . (3.43)

Blad jednego kroku wynosi 1/6w3h3. Liczba krokéw jest proporcjonalna do
1/h (np.n = T/h). Stad btad wyniku po czasie T wynosi e = 1/6 w3h3-T/h.
Jest zatem proporcjonalny do h%. Metoda jest rzedu drugiego.

3.4. Metody Adamsa

Grupa metod Adamsa, dobrze znana i wykorzystywana w minionych latach,
jest coraz rzadziej stosowana. Mimo ze charakteryzuje sie atrakcyjnymi
wlasnodciami, powoli znika z podrecznikéw akademickich. Przedstawimy
w skrocie podstawowe algorytmy metod Adamsa oraz ich zalety. Zasadnicza
zaleta jest mozliwosé stosowania metody wysokiego rzedu (k) bez wzrostu
kosztéw obliczeniowych. Obliczenia wymagaja przechowywania w pamieci
odpowiedniej liczby rozwiazan ustalonych w poprzednich krokach oblicze-
niowych, a doktadnie funkcji f(y;,¢;). Aktualny krok obliczeniowy wymaga
jedynie jednokrotnego wyznaczenia wartosci takiej funkcji oraz zsumowania
jej, z odpowiednimi wspoélczynnikami, z warto$ciami funkcji wyznaczonymi
w poprzednich krokach i przechowywanymi w pamieci operacyjnej w liczbie
k—1. Dysponujac odpowiednia liczba zmagazynowanych wartodci f liczonych
wstecz, mozemy z pelna swoboda dokonywaé wyboru rzedu metody. Co wie-
cej, mozemy stosowaé rézny rzad doktadnosci do wybranych stopni swobody
lub calego podobszaru konstrukcji. Te zalety wykorzystywano w badaniu
probleméw dynamiki maszyn.

Rozpatrzmy réwnanie rézniczkowe

dy
ay t
y(0) = yo
Po rozwinieciu y(t) w szereg Taylora otrzymujemy
At? At?
y(t+ At) =y(t) + Aty'(t) + Wy"(t) + ?y”’(t) ... (3.45)

Z rownania (3.44) uzyskujemy

y/(t) - f(yat)a y”(t) - f,(y7t)7 s (346)
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Rozwiniecie (3.45) w chwili ¢; mozemy zapisa¢ w postaci nastepujacej

(At) Atg "

[ ——fl+... . (3.47)

Yir1 = ¥i + At fi +

W zaleznoéci od liczby wyrazéw rozwiniecia Taylora otrzymujemy kolejne
formuty odpowiednio wyzszego rzedu.

3.4.1. Formuty Adamsa jawne (otwarte)

Formuly jawne metody Adamsa zwane sg tez formutami Adamsa-Bashorda.
Nizej pokazemy Idee otrzymywania formul do trzeciego rzedu oraz podamy
formute ogdlng wraz ze stabilizowanymi wspoétczynnikami.

Formuta pierwszego rzedu Pozostawiajac dwa wyrazy w szeregu (3.47) otrzy-
mujemy formute Adamsa pierwszego rzedu, identyczng z formuty Eulera:

Yiv1 = Yi + At fi . (3.48)

Mozemy w rozwinieciu (3.47) zastapi¢ pochodne lewostronnymi ilorazami

réznicowymi
/ fz fz 1
/ ) 3.49
f= et (3.49)
Formuta drugiego rzedu Uwzgledniamy trzy czlony rozwiniecia (3.47)
(At)2 / 3
Yir1 = Yi + At fi + Tfi + O(At)° . (3.50)
Zastepujemy pochodng f] ilorazem réznicowym okreslonym wstecz
/ fl - fz 1
; . 3.01
j= e (351)
Ostateczni otrzymujemy formute drugiego rzedu
At 3
Yir1 = Yi+ - (3fi — fi-1) + O(AY)”, (3.52)

7 btedem pojedynczego kroku rzedu (At)3.
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Tablica 3.2: Wspolczynniki jawnych metod Adamsa.

k
n rzad metod
0 1] 2 3| 4 5| ¥ Y
0 1 1
3 1
1 3 -1 9
23 16 5
2| | | 1@ 3
55 59 37 9
31 %] —3| ™ 51 4
4| 1901 | _2774 | 2616 | _1274 | 251 5
720 720 720 720 720
5 4277 _ 7923 9982 _ 7298 2877 _ 475 6
1440 1440 1440 1440 1440 1440

Formuta trzeciego rzedu Postepujemy podobnie jak w przypadku formut niz-
szego rzedu. Uwzgledniamy cztery wyrazy rozwiniecia (3.47)
At? At?
Yig1 = yi + At fi + Tfi/ +5r L o(A)?t. (3.53)

Po zastapieniu pochodnych odpowiednimi réznicami i po uporzadkowaniu
czynnikéw otrzymujemy formute jawnag Adamsa trzeciego rzedu

At
Yitl = Yi + T (23f; — 16f; 1 + 5f;_2) + O(At)* . (3.54)

Metoda Adamsa jawna dowolnego rzedu Jawna metode Adamsa rzedu n + 1
opisuje schemat

Yir1 = Yi + AtEE_ofiok o - (3.55)

Wspo6tezynniki formul umieszczono w tab. 3.2.

Rozpoczecie obliczen z wykorzystaniem formut Adamsa rzedu wyzszego
niz pierwszy wymaga w pierwszych krokach wykorzystania innych metod
obliczeniowych. 7 powodzeniem mozna wykorzysta¢ metode Adamsa pierw-
szego rzadu, lub kolejno pierwszego, drugiego itd, az do uzyskania wszystkich
wartosci f;, fi—1, ... wymaganych do kontynuowania obliczeri. W tablicy 3.3
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Tablica 3.3: Przyktadowe wyniki obliczenn metodami Adamsa.

=
]
o
=~

rzad metody

1 [ 2 | 3 | 4 | 5 6
0.900000
0.819000 | 0.835124
0.751924 | 0.771831 | 0.768758
0.695385 | 0.717345 | 0.713642 | 0.714436
0.647029 | 0.669943 | 0.665892 | 0.666860 | 0.666612
0.605164 | 0.628349 | 0.624185 | 0.625246 | 0.624933 | 0.625022
0.568542 | 0.591567 | 0.587412 | 0.588480 | 0.588143 | 0.588261
0.536218 | 0.558815 | 0.554749 | 0.555804 | 0.555474 | 0.555595
0.507465 | 0.529472 | 0.525538 | 0.526552 | 0.526227 | 0.526344
0.481713 | 0.503034 | 0.499257 | 0.500227 | 0.499923 | 0.500038

O © 00~ O UL W N

—_

przedstawiono wyniki obliczeri metodami Adamsa elementarnego réwnania
rézniczkowego 9 + y? = 0, przy warunku poczatkowym y(0) = 1. Pierw-
sze kroki obliczen wykonano pomocniczo metodami Adamsa nizszego rzedu.
Stad tez koricowa doktadnos¢ nie w pelni zalezy od doktadnosci formut wyz-
szego rzedu, a jest obarczona wyzszym bledem poczatkowych krokow.

Jako przyktad wynikéw na rys. 3.5 pokazano przemieszczenia w czasie
oscylatora, uzyskane metoda Adamsa pierwszego i drugiego rzedu. Widzimy,
ze metoda rzedu pierwszego jest rozbiezna, cho¢ stopieni narastania btedu jest
umiarkowany. Kroétszy krok czasowy poprawia wynik. Przypomnimy w tym
miejscu, ze popularna metoda Rungego-Kutty drugiego rzedu réwniez nie
jest stabilna. Metoda Adamsa drugiego rzedu przy odpowiednio dobranym
kroku pozwala uzyskaé¢ rozwiazanie stabilne.

3.42. Metody Adamsa niejawne (zamkniete)

Funkcje y(t) mozemy tez rozwinaé w szereg Taylora w punkcie t + At wstecz

y(t) = y(t + At — At) =y(t + At) + (—Ay) ¥/ (t + At) + (A;!)2y”(t + At)+
_(At)g "
+ gyt A+

(3.56)
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rln. Adalmsa 1Irz_ ................
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Rysunek 3.5: Przemieszczenia oscylatora uzyskane jawng metoda Adamsa pierw-
szego i drugiego rzedu.

Przyjmujac zapis ¢y = f, y"” = f" itd. w chwili ¢; mozemy napisa¢
(At)? (At
ik L ATE (3.57)

Po uporzadkowaniu wyrazenn otrzymujemy koricowa posta¢ formut niejaw-
nych Adamsa

Yi = Yiy1 — At fip1 +

(At)?
2!

At)3
fa+ C o e

Yit1 = Vi + At fig1 —

Formuta pierwszegorzedu Juz w najprostszej postaci formuta niejawna Adamsa
rozni sie od formuty jawnej (3.48)

Yir1 = Yy + At fir1 . (3.59)

Formute nazywamy zamknieta, poniewaz do uzyskania nieznanej wartosci
yi+1 nalezy obliczy¢ fir1 = f(Yit1,tiv1), zalezne od y;11. Stosujemy do tego
procedure iteracyjna:

e okredlamy pierwsza wartos¢ przyblizona yz@l wartosci ¥i41,

(1)

e uwzgledniamy ja w rownaniu i wyznaczamy nowa wartosc y;

1 0
y = g+ AL i)
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Tablica 3.4: Wspotczynniki niejawnych metod Adamsa.

k
n rzad metod
0o 1 2] 3 N Y
0 1 1
1 1
1 1 1 9
5 8 1
2| 5| 13| “12 3
9 19 5 1
31 93| % | —wu| m 4
A | 250 | 646 | _204 | 106 | _ 19 5
720 720 720 720 720
5 475 1427 _ 798 482 _ 173 27 6
1440 1440 1440 1440 1440 1440

e powtarzamy iteracje.

Metoda Adamsa niejawna dowolnego rzedu Niejawna metode Adamsa rzedu
n + 1, podobnie jak w przypadku metod jawnych, opisuje schemat

Yir1 = Yi + AL _ofit1—k Bnk + O(At)n+2 . (3.60)
Wspotezynniki formut umieszczono w tab. 3.4.

Metody Adamsa cechuje tatwosé stosowania. W pamieci operacyjnej two-
rzy sie miejsce na wektory f; utworzone z rozwiazan w k kolejnych chwilach.
Nastepnie, w zaleznosci od przyjetego rzedu metody k, oblicza sie rozwia-
zanie w chwili ¢, w ktorej wyznaczono wektor y;. Kazdy krok czasowy to
sumowanie wektorow f; z odpowiednimi wspotczynnikami, a nastepnie ob-
liczenie wektora f;;1. Na kazdym etapie obliczen mozemy zmieniaé rzad
stosowanej metody. Zastosowanie metody wyzszego rzedu na dowolnym eta-
pie nie wigze sie ze wzrostem kosztu obliczeniowego, o ile odpowiednia liczba
kolejnych wektorow f; jest utrzymywana w pamieci. Jest to wazne zwtlaszcza
na etapie poczatkowym, kiedy obliczenia rozpoczynamy metoda pierwszego
rzedu i kontynuujemy podnoszac z kroku na krok rzad metody, az do uzy-
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skania wymaganej doktadnosci.

3.5. Metoda Newmarka

Metoda zostata opublikowana w 1959 roku [132]. Opis jej mozna obecnie
znalez¢ w kazdej ksigzce poswieconej drganiom konstrukeji w ujeciu dyskret-
nym. Jest to tez metoda najczesciej stosowana w komercyjnych pakietach
obliczeniowych. Zaleta jej jest niewatpliwie bezwarunkowa stabilnos¢ przy
odpowiednio dobranych parametrach. Metoda Newmarka doczekata sie mo-
dyfikacji [81, 178], poprawiajacych niektore wtasnosci pierwowzoru. Mimo
tego pierwotna wersja metody jest najczesciej wybierana do catkowania row-
nan rozniczkowych ruchu. O wyborze decyduje, oprocz dobrych wtasnosci
numerycznych, bez watpienia zwykta popularnosé i dostepnosé procedur.

Wyprowadzenie rownan metody jest nieskomplikowane. Rozwijamy w sze-
reg Taylora funkcje przemieszczen wu(t) oraz predkosci v(t). Reszta, jako
ostatni sktadnik rozwiniecia przemieszczenia u okreslany jest w punkcie po-
srednim tg = (1 — 208)t, + 26tn41, 0 < B < 1/2. Z kolei reszta rozwiniecia
predkosci v okreslana jest w chwili ¢, = (1 — ¥)t, + Ytp41. Algorytm 4 for-
mutuje metode Newmarka. Odpowiednie proste przeksztatcenia prowadza
do krokowego schematu obliczeniowego. Parametr v wplywa na wlasnosci
ttumienia numerycznego, a parametr 3 z kolei na stabilno$¢ metody. Oba
parametry sa sprzezone ze soba i nalezy dobiera¢ je ostroznie, jesli decydu-
jemy sie na waro$ci inne niz powszechnie stosowane i opisane w literaturze.
v = 1/2 zapewnia nam brak tlumienia numerycznego. W tym przypadku
przy [ > 1/4 otrzymujemy schemat bezwarunkowo stabilny. Maksymalne
thumienie wysokich czestosci otrzymujemy przy 8 = 1/4(y+1/2)2 i~ > 1/2.
Wplyw obu parametréw na warto$¢ promienia spektralnego (a wiec na sta-
bilnosé lub rozbieznosé metody) przedstawia rys. 3.6.

W grupie metod Newmarka umiesci¢ mozna szereg metod pochodnych,
wyprowadzanych przy szczegblnych warosciach parametrow f3.

Metoda stalego przyspieszenia Zwana jest tez metoda sredniego przy-
spieszenia. Jest to przypadek 5 = 1/4. Metoda jest niejawna, bez-
warunkowo stabilna, o doktadnosci drugiego rzedu. Jest to najpopu-
larniejszy wariant metody Newmarka, chetnie stosowany w praktyce.
Figuruje tez pod nazwa metody trapezow.

Metoda liniowego przyspieszenia Jest to przypadek § = 1/6. Metoda
jest niejawna, o doktadnodci drugiego rzedu oraz warunkowo stabilna.
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Algorytm 4 Metoda Newmarka

Sformultowanie
o U, 1 =u, + hv, +h%1/2 - Ba, + h%Ba,;1
e Vi1 =V, + h(l—7v)a, + hya,i

e Ma, ;1 +Cvyp1 + Kuyyr =Fppg

Rozwiazanie
e Zbudowadé ukltad réwnan
(K + #M + %C) w1 =Fip 1 +M (#uz + gpvi + (35 — 1)61@') +
+C (%ui + (3 - Dvi+ B3 - 2)al-)
e Rozwiazaé uktad rownan obliczajac w11
e Obliczy¢ brakujace przyspieszenia i predkosci
a1 = #(uiﬂ —w) — gpvi — (53 — Da

Vitl = Vi + h(l — fy)ai + ’yhai+1

Metoda Foxa-Goldwina Tutaj przy 5 = 1/12 uzyskuje sie metode nie-
jawna, drugiego rzedu, warunkowo stabilng. W przypadku braku ttu-
mienia, tj. przy C = 0, otrzymujemy metode rzedu czwartego.

Metoda réznic centralnych Jest to najprostszy przypadek 8 = 0. Me-
toda jest jawna.
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Rysunek 3.6: Wartosci wtasne zalezne od parametréow (1 .

3.6. Metoda Bossaka

Wiekszos$¢ schematéw catkowania réwnania rézniczkowego ruchu badz wy-
wodzi sie z rozwiniecia funkcji przemieszczen i predkosci w szereg Taylora,
badz daje sie w postaci takiego rozwiniecia przedstawi¢. Kilka metod po-
wstato w wyniku modyfikacji samego réwnania ruchu. przyktadem moze by¢
np. modyfikacja wprowadzona przez Bossaka [178]. Modyfikacji podlegaja
sity bezwtadnosci. Metoda Newmarka-Bossaka jest rozszerzeniem metody
Newmarka. W réownaniu ruchu uwzglednia si¢ przyspieszenie a przed t;1;.
Sity bezwtadnosci sa interpolowane w przedziale [t;,t;+1]. Sformutowanie
metody przedstawiono ponizej (algorytm 5). W przypadku ap = 0 otrzy-
mujemy metode Newmarka.

Warunki stabilnosci spetnione sa przy
ap<1/2, PBp>vp/2>21/4, ap+yp>1/4

Metoda Bossaka charakteryzuje sie bardzo waznymi wtasnosciami thu-
migcymi wyzsze czestosci drgan. Teraz przyjrzymy sie przykladowym za-
stosowaniom metody i wykresowi promienia spektralnego w zaleznogci od
wielkosci kroku czasowego.

Inng modyfikacje, oparta na podobnej prostej koncepcji, wprowadzili au-
torzy pracy [81]. W tym przypadku wprowadzono zmiane sil potencjalnych,
przesuwajac chwile, w ktorej sa one okreélane w réwnaniu ruchu. Réwnanie
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Algorytm 5 Metoda Bossaka.

Sformultowanie
o U, 1 =u, + hv, +h%1/2 - Ba, + h%Ba,;1
e Vi1 =V, + h(l—7v)a, + hya,i

e M(1— ap)ay+1 + Maga, + Cv,y1 + Kuy g =F, g

Rozwiazanie

e Zbudowaé¢ uklad rownan

(K + 5 M+ 3.C) w1 = Fiyy +

+M <15%ul + 158V + (55— 55 - 1)a,~> +
+C (%ui +(G-Dvi+ 5% - 2)a,~)

e Rozwiazaé uktad rownan obliczajac w11

e Obliczy¢ brakujace przyspieszenia i predkosci
a1 = ﬁ(uiﬂ — ;) — ﬁVz‘ - (% —1a;

Vit1 = v; + h(1 —v)a; + vha;

ruchu ma postaé¢ ujetg w algorytmie 6. Algorytmy oparte na tej modyfikacji
sa bardzo wrazliwe na parametry metody. Mimo teoretycznych mozliwosci
wplywania na wtasnosci metody poprzez dobo6r parametrow, stabilne roz-
wiazania uzyskuje sie w bardzo waskim zakresie podanych przez autoréw
wartosci. 7 tego wzgledu stosowanie jej nie rozpowszechnito sie.
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Algorytm 6 Metoda Hilbera, Hughesa i Taylora, wg pracy [81].

Sformulowanie
o U, 1 =u, +hv, +h%(1/2 - Ba, + h?Ba,, 1
e Vi1 =V, +h(1—7)a, + hya,i1

e Ma, | +Cvip1 + (1 +apg)Ku,1; —agKu, =F,

Rozwiazanie

e Zbudowa¢ uktad réwnan
((1 +ag)K + #M + B%C) w1 =Fi +
+M <#ul + grvi + (35 — 1)a,~) +
+C (%ul +(F-Dvi+ %(% — 2)a,~) +agK;u;

e Rozwiazaé uktad rownan obliczajac w11

e Obliczy¢ brakujace przyspieszenia i predkosci
a1 = ﬁ(uiﬂ — ;) — 5—1th‘ - (% —1a;

Viy1 = Vi + h(1 —y)a; + vhait1

3.7. Metoda Parka-Housnera

Metoda Parka-Housnera [139] jest przykladem metod poiniejawnych. La-
czy w sobie zalety zaréwno metod jawnych (niski koszt numeryczny, mate
zapotrzebowanie na pamiec), jak i niejawnych (bezwarunkowa stabilnosc).
W metodzie przyjmuje sie diagonalng posta¢ macierzy M. To zatozenie tu-
taj podkreslamy, gdyz pozwala znacznie uprosci¢ procedure i podniesé jej
efektywnos¢. Metoda w ogolnym przypadku moze byé stosowana réwniez
przy pelnej macierzy M. W takim przypadku jednak wymagane jest jed-
nak kosztowne jej odwrocenie. Macierz K rozktadamy na sume macierzy
trojkatnych. W efekcie otrzymujemy do rozwigzanie dwa uktady rownan
algebraicznych. W wyniku otrzymujemy wektory przemieszczen i predkosci
(algorytm 7).
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Algorytm 7 Metoda Parka-Housnera

e Budowa macierzy K i diagonalnej macierzy M
e Rozkltad Kna Ky i Ky (K=K + Ky, K = Kp)
e Budowa macierzy uktadéw réwnan:
L =M+ aBh*M~K}),
U= (I+aph®M'Ky),
gn+1 = aBh?[Bfr1 + (1 — B)fa] + M(uy, + Shvy,)
e Rozwigzanie uktadéw rownan (o macierzach trojkatnych):
Ly, 11 = 8n+1, Ullny1 = Yns1
e Rozwiazanie koricowe:
Upp1 = 1/8 [Up41 — (1 = B)uy],

Vni1 = 1/(ah) (Uny1 —up) = (1 = @) /a vy

3.7.1. Stabilnos¢ metody Parka-Housnera

Analiza wartodci wlasnych macierzy przejscia daje wynik graficzny przed-
stawiony na rys. 3.7. Wartosci pokazane na obu wykresach maja warto$é
rowna 1 jedynie w punkcie a=F=1/2. Co wiecej, przy «, ($>1/2 metoda
wykazuje ttumienie. W pozostatej czesci obszaru parametréow jest rozbiezna
(rys. 3.8). Rys. 3.9 przedstawia wykres w funkcji czasu przemieszczen osio-
wych swobodnego korica preta, obcigzonego impulsem w chwili poczatkowe;j.
Warunki poczatkowe zadano jako zerowe przemieszczenia oraz zerowe pred-
kosci, za wyjatkiem wezta swobodnego, w ktérym zadano predkosé poczat-
kowa vg. Wykres przemieszczeni obarczony jest duzym udziatem drgan pa-
sozytniczych. Ich amplitudy siegaja wartosci 100% amplitudy wyniku teore-
tycznego. Chociaz u$redniony, wygladzony wykres dos¢ dobrze pokrywa sie
z linia teoretyczna, to jednak przyktad analizy numerycznej drgan niettu-
mionych pokazuje putapke w sytuacji kiedy moze dochodzi¢ do lokalnego
zniszczenia materiatu.



3.7 Metoda Parka-Housnera 49

lambda_1 lambda_2

Rysunek 3.7: Wartosci wlasne w metodzie Parka-Housnera, zalezne od parame-
trow a i 3.
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Rysunek 3.8: Obszar stabilno$ci w metodzie Parka-Housnera.
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Rysunek 3.9: Przemieszczenia swobodnego konca preta, uzyskane metoda Parka-
Housnera.
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3.8. Metoda Truijillo

Metoda opracowana przez Trujillo [171] opiera sie rowniez na koncepcji roz-
ktadu macierzy ttumienia C i sztywnosci K na sume macierzy tréjkatnych:
goérnej i dolnej. Macierz bezwltadnosci M moze by¢ macierza pelng, choé
w przypadku postaci diagonalnej wynikowe uklady réwnan algebraicznych
upraszczaja sie, a ich macierze wspoltczynnikéw przyjmuja formy trojkatne.
Wowcezas naprzemiennie rozwiazuje sie uktad rownan z macierza trojkatna
dolng (algorytm 8, p. 1) i z macierza trojkatna gorna (p. 3). Kazde z rozwia-
zan daje w wyniku obliczeri predkosci, a nastepnie przemieszczenia w chwili
odlegtej o At od poprzednio rozpatrywanej chwili. W efekcie po realizacji
obu etapéw obliczen posuwamy sie o krok h = 2At.

Metoda zwykle operuje trojkatnymi macierzami wspoétczynnikow ukta-
déw réownan. Znacznie przyspiesza to obliczenia. Metoda Trujillo jest me-
toda jawna. Uzyskujemy bezwarunkowa stabilnosé¢, jesli podzial macierzy
jest symetryczny. W przypadku niesymetrycznego podzialu algorytm jest
warunkowo stabilny, cho¢ wykazuje wyzszg doktadnosé obliczen. Dodatkowa
wazna zaleta jest mozliwo$é¢ postugiwania sie jedynie macierzami elementdw
skoniczonych. Nie ma potrzeby formowania macierzy globalnych. Podnosi
to znacznie efektywnos¢ metody Trujillo. Zaleta jej tez brak parametrow
kontrolnych, wymagajacych ustalenia wartosci. Wada jest dwuetapowy al-
gorytm oraz koniecznos¢ stosowania, z uwagi na efektywnos¢ obliczen, dia-
gonalnej macierzy mas.

Algorytm 8 Metoda Trujillo.

1. (M+ CL% —}—KL%Q) Vj+1/2 =

= (M — CU% — KL%Q> v — K%u]‘ + (fj + fj+1) %
2. Wiy =i+ 4 (v + Vi)
3. (M + Ot + K,ﬂ{) Viel =

2

= (M ~Cr5 — KU%) Viti2 — Kgus + (8 +£400) §

4. u;y] = u, —i—@(v- + v )
Jj+1 j+1/2 T 4 \Vji+1/2 j+1

K=K;+Ky, C=Cp+Cy, t=jh=2jAt
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Rysunek 3.10: Przemieszczenia swobodnego korica preta, uzyskane metoda Tru-
jillo.

Rys. 3.10 pokazuje wykres w czasie przemieszczen osiowych swobodnego
konica preta, pod wpltywem impulsu poczatkowego. Metoda Trujillo lepiej
niz metoda Parka-Housnera odwzorowuje teoretyczny, prostokatny wykres
drgann. Dane w zadaniu dobrano tak, ze okres drgari wynosi 80. W odpo-
wiednich chwilach wykres teoretyczny powinien przebiega¢ pionowo, gdyz
rozwigzanie jest tam niecigglte. W kolejnych cyklach drgania pasozytnicze
maja nieco mniejsze amplitudy i pozostawiaja prostokatny charakter wy-
kresu. Niestety, obserwuje sie pogarszanie sie wynikow wraz ze wzrostem
kroku czasowego. Wywotane jest to ograniczong predkoscia przeptywu infor-
macji w jednym kroku obliczeniowym, w poréwnaniu z metodami caltkowicie
jawnymi (patrz rozdz. 3.9).

3.9. Wiasnosci schematow catkowania

W klasycznym metodach analizy drgan konstrukcji najczesciej stosujemy
jedna, te sama metode calkowania réwnania rézniczkowego do catego ob-
szaru konstrukeji i do wszystkich jego stopni swobody. Czesto pewne pod-
obszary lub pewien rodzaj stopni swobody nie wymaga duzej doktadnosci
obliczen i drobnego kroku catkowania. Przyktadem moze by¢ ruch osiowy
ramownic budynkéow wysokich. Istotna z punktu inzynierskiego jest obserwa-
cja ruchu gietnego pretéw sktadowych. W tym kierunku sztywnosé elemen-
tow konstrukeji jest zdecydowanie mniejsza niz sztywnosé osiowa. Drgania
osiowe pretéw maja minimalne amplitudy i mniejsze znaczenie praktyczne.
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W zwiazku 7z tym mozemy je oblicza¢ z mniejsza doktadnoscia. Podob-
nie jest w przypadku konstrukcji posadowionych na gruncie, wspotdziata-
nia konstrukcji z podtozem lub otaczajaca ciecza. Bezwtadnosé i sztywnosé
obu podobszaréw mocno sie rézni. Krotki krok czasowy procedur jawnych,
wymuszony przez kryterium stabilnosci lub doktadnosci, znacznie wydtuza
obliczenia. Rozsadne postepowanie polega na stosowaniu metody jawnej do
modelowania gruntu oraz metody niejawnej do modelowania posadowionej
konstrukcji. Stosowanie mieszanych operatoréw do catkowania otwiera nowe
mozliwosci poprawy doktadnodci i zwiekszenia wydajnosci rozwigzan ztozo-
nych zadari. Opis zagadnieri dotyczacych zaréwno statyki jak i dynamiki
przedstawiono m.in. w [136]. Techniki oparte na podziale algebraicznym na-
zywane sa metodami podziatu operatora (ang. operator splitting), a oparte
na podziale obszaru konstrukeji - metodami podzialu obszaru (ang. domain
splitting).

Metody podziatu operatora oraz metody poiniejawne mozna zakwalifi-
kowa¢ do tej samej grupy metod. Cecha charakterystyczng jest tu cheé
utrzymania bezwarunkowej stabilnogci lub znaczne zwiekszenie krytycznego
kroku catkowania. Zwiekszenie kroku caltkowania mozna osiagnaé przez np.
techniki makroelementow (rozdz. 4.4), w ktorych w opisie kolejno po so-
bie nastepujacych warstw czasu eliminuje sie algebraicznie posrednie stopnie
swobody. W ten sposob zwieksza si¢ rozpietosé czasows uzyskanego kroku
catkowania. Ta sama technika odnosi sie do zmiennych przestrzennych.

Przeptyw informacji

Poszczegolne metody obliczeniowe réznig sie jeszcze jedna istotna cecha. Jest
nig schemat przepltywu informacji w siatce weztéw w przestrzeni i czasie.
Rozpatrzmy przyktadowo uktad réwnan algebraicznych, do ktérego sprowa-
dza nas w kazdym kroku obliczeniowym metoda réznic centralnych z diago-
nalna macierza bezwtadnosci. Impuls zewnetrzny dziatajacy jako obciaze-
nie na ostatni stopienn swobody wywotluje niezerowe przemieszczenie ostat-
niego stopnia swobody (rys. 3.11). W nastepnym kroku iloczyn macierzy
2M — h?K i wektora przemieszczeri q; daje w wyniku wektor o niezerowych
dwdéch ostatnich wyrazach. To z kolei daje niezerowe dwa ostatnie elementy
wektora rozwigzan q;11. W ten sposob w kazdym kolejnym kroku oblicze-
niowym dziatanie poczatkowego pojedynczego impulsu sity zewnetrznej F
propaguje sie na sasiednie wezly w siatce elementow skoriczonych w tempie
jednego wezta w jednym kroku. Predkos¢ propagowania sie informacji wynosi
wiec drednio Az/At, gdzie Az jest przestrzenng odlegtoscia sasiadujacych
weztow.
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Rysunek 3.11: Mechanizm przeplywu informacji miedzy kolejnymi krokami obli-
czeniowymi w metodzie réznic centralnych.

W przypadku metod niejawnych mamy do czynienia z rozwigzaniem
uktadu réwnan algebraicznych o pelnej macierzy wspolczynnikoéw. Pojedyn-
czy impuls zewnetrzny przektada sie natychmiast na wszystkie niewiadome
uktadu. Z kolei oméwiona w nastepnych rozdziatach metoda elementéw cza-
soprzestrzennych z elementami czasoprzestrzennymi o ksztalcie sympleksow
charakteryzuje sie predkoscia przeptywu informacji ograniczona do uko$nych
bokow siatki czasoprzestrzennej. Metoda Trujillo wykazuje naprzemienna
ograniczong predko$¢ przeptywu informacji w siatce weztéw. Schemat prze-
plywu informacji w wybranych metodach obliczeniowych pokazano na rys.
3.12.

3.9.1. Doktadnosé metod

W tab. 3.5 oszacowano btad globalny wybranych metod obliczeniowych.
W zasadzie wszystkie metody cechuja sie btedem globalnym rzedu drugiego.
Mozna przytoczyé¢ tu oszacowania zamieszczone w rozdziale 4.5.4 i 4.6.1,
a zwlaszcza rownanie (4.162).
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Rysunek 3.12: Schemat przeplywu informacji w wybranych metodach oblicze-
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Tablica 3.5: Blad globalny metod obliczeniowych
metoda stopieri btedu | wspotezynnik
Runge-Kutta 2 rz. h? 1/6
m. roznic centralnych h? 1/6
m. elem. czasoprzestrzennych | h? 1/12
m. elem. czasoprzestrzennych
wyzszego rzedu r. (4.162) h3 1/12
m. Newmarka §=1/4 h? (V2-1)/2
Runge-Kutta 4 rz. Rt 1/120
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Rozdziat

Metoda elementow
czasoprzestrzennych

W poprzednim rozdziale omoéwiliémy niektoére klasyczne metody catkowania
rownan rézniczkowych ruchu. Charakteryzuja sie one interesujacymi wlasno-
$ciami, niedocenianymi przez badaczy i twércow oprogramowania. W niniej-
szej czesci zajmiemy sie metoda elementéw czasoprzestrzennych. Podamy
podstawowe pojecia oraz przedstawimy droge postepowania przy wyprowa-
dzaniu réwnan krokowych metody. Przedstawimy sformutowanie przemiesz-
czeniowe, wykorzystywane we wczesnym okresie rozwoju metody oraz sfor-
mulowanie predkosciowe, ktore z powodzeniem stosowane jest obecnie do
trudnych i nietypowych zadan.

Zasadniczym elementem r6zniacym metode elementéw czasoprzestrzen-
nych od klasycznych podejs¢ do rozwiazywania problemu poczatkowo-brze-
gowego jest sposob dyskretyzacji rownania rézniczkowego. Klasycznie sto-
suje sie dwuetapowa aproksymacje, oddzielnie wzgledem zmiennych prze-
strzennych i oddzielnie wzgledem czasu. W zwigzku z tym w pierwszym eta-
pie uktad réownan rézniczkowych czastkowych przeksztatcany jest w uktad
rownan rozniczkowych zwyczajnych wzgledem czasu podstawowych zmien-
nych stanu, a dalej stosuje sie czysto numeryczne procedury caltkowania
rownan roézniczkowych wrzgledem czasu. Takie podejscie ma swoje zalety,
wynikajace gléwnie z mozliwosci doboru w obu etapach najskuteczniejszych
narzedzi, z metodami $cistymi wtacznie. Poza tym tatwe jest przejécie od
rozwigzan statycznych do rozwigzan dynamicznych. Wiekszosé procedur nu-
merycznych statyki daje sie przy tej okazji tatwo wykorzystaé. W istocie

o7
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rozwigzanie zadania dynamiki sprowadza sie do rozwiazania ciaggu pewnych
zadan statyki (rys. 2.1). Znaczny jest tez w tym zakresie dorobek zwiazany
7 oszacowaniem btedu oraz uzyskaniem bezwarunkowej stabilnosci rozwiaza-
nia z uwagi na krok czasowy calkowania rownania roézniczkowego. Wszystko
to sprawia, ze najpopularniejsze metody, t.j. metoda elementéw skoniczonych
potaczona z metoda catkowania w czasie, np. metoda Newmarka, na state
weszty do praktyki obliczert symulacyjnych.

Jedna z wad podejicia klasycznego jest koniecznosé stosowania niezmien-
nego w czasie (stacjonarnego) podziatu (dyskretyzacji) rozpatrywanego ob-
szaru przestrzennego. Bardzo utrudnione jest w takim przypadku lokalne
dostosowanie siatki podzialu do zachodzacych procesow (np. rozwoj stref
plastycznych, stref kontaktu, propagacja szczelin, przemieszczanie sie obcig-
zenia). Istniejace metody adaptacyjne, w tym metody wielosiatkowe (ang.
multigrid), czy ruchomych siatek (ang. moving mesh), sa pewng proba do-
stosowania procesu numerycznego do przebiegu zjawiska i usuniecia wspo-
mnianej wady. Jednakze pierwsza z wymienionych technik stosowana jest
zasadniczo do zadan statyki, druga natomiast, na obecnym etapie rozwoju,
pozwala skutecznie modelowaé zadania transportu ciepta, masy itp. Trzeba
jednak podkresli¢ pewne zwiazki koncepcji metody ruchomych siatek z pre-
zentowana tu metoda elementéw czasoprzestrzennych.

Druga powazng wada jest zwykle stosowanie takiej samej procedury nu-
merycznej catkowania w czasie w odniesieniu do wszystkich weztow siatki
podzialu. Mozliwe jest wprawdzie lokalne stosowanie procedur calkowania
rownan rozniczkowych o dokladnosci wyzszego rzedu, lecz z uwagi na opis
zjawisk fizycznych w jednakowym odstepie czasu (kroku czasowym) w ca-
lym obszarze, nie poprawia sie tym w istocie numerycznego modelu zadania.
Bezwarunkowo stabilny schemat catkowania réwnania ruchu pozwala zwiek-
szy¢ efektywnosé obliczen przez wydtuzenie kroku czasowego, lecz przy tym
wprowadza znaczny btad amplitudowy i fazowy, rézny w roznych strefach
obszaru konstrukcji. Zageszczenie siatki podziatu przynosi z jednej strony
poprawe doktadnosci aproksymacji przestrzennej, lecz z drugiej strony moze
pogorszy¢ wyniki caltkowania w czasie. Lokalna ingerencja w sposob cal-
kowania w czasie, na poziomie elementu skonczonego, w zaleznosci od jego
wymiaréw czy charakterystyk materiatowych, jest zwykle trudna.

Oczywidcie cala ztozonos¢ celéw obliczeniowych nie pozwala kategorycz-
nie ustali¢ wad i zalet poszczegdlnych grup metod. Ttumienie przez metode
obliczeniowa wyzszych czestosci drgan jest wada w zadaniach falowych, zag
zaleta w analizie drgan konstrukcji. Dobér narzedzia obliczeniowego od-
bywa sie zaleznie od rodzaju zadania, typu zjawisk wymagajacych zbada-
nia, potrzebnej dokltadno$ci, bedacej w dyspozycji maszyny obliczeniowej,
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Rysunek 4.1: Ciggla w czasie reprezentacja zadania dynamiki.

7z uwzglednieniem takze czynnikéw pozamerytorycznych (np. dostepnosé go-
towych procedur numerycznych, wtasne doswiadczenia itp.).

Aproksymacja czasoprzestrzenna rozwigzan zadan dynamiki konstrukeji
nie ma pewnych wymienionych wczesniej wad klasycznych metod numerycz-
nych. Nie jest jednak metoda doskonala. W istocie sprowadza sie ona do
tego, ze funkcje u, charakteryzujace rozwiazanie, opisywane sa w podobsza-
rach czasoprzestrzennych poprzez parametry weztowe q (rys. 4.1)

u(x,t) = N(x,t) qe - (4.1)

Macierz N(x,t) jest macierza funkcji interpolujacych, zaleznych od zmien-
nych przestrzennych i od czasu'. Takie podejécie zaklada ciagly rozktad
charakterystycznych funkcji, np. przemieszczeni badz predkosci, w catym ob-
szarze czasoprzestrzennym Q = {x,t : x € V(¢),0 < ¢t < oo}, w ktorym
konstrukcja jest rozpatrywana. W dyskretnym czasie ¢;, 1=0, 1, 2, ..., mozna
stosowac rézne bazy weztow (cho¢ z pewnymi ograniczeniami), a w zwigzku
z tym dostosowywac siatke podziatu do biezacych potrzeb. Wynikaja z tego

nastepujace udogodnienia, przedstawione rowniez na rys. 4.2:

e mozliwosé redystrybucji siatki w zaleznosci od zmieniajacego sie roz-
ktadu btedu aproksymacii,

'W celu poréwnania: dyskretyzacja przestrzenna postuguje sie formuta interpolacyjna
u(x,t) = N(x) qe(t)-
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e przesuwanie strefy zageszczonej siatki wraz z przesuwajacym sie obcig-
zeniem ruchomym,

e mozliwo$¢ dopasowania bokéw elementéw do charakterystycznych li-
nii wyznaczanych w obszarze przestrzennym: frontu strefy uplastycz-
nionej, granicy zmiany fazy materiatu, w szczegélnosci — mozliwosé
modelowania ruchomego brzegu ciata,

e stosowanie innych ksztattow siatek czasoprzestrzennych niz siatki mul-
tipleksowe; siatki multipleksowe sa wynikiem ewolucji siatki przestrzen-
nej w warstwie czasowej, a odpowiednie elementy maja jednakowa
liczbe weztéw w chwili poczatkowej i koricowej; inne siatki, np. sym-
pleksowe, charakteryzuja sie nowymi, waznymi wtasnosciami; elementy
sympleksowe o wymiarowosci n maja n+ 1 —1¢ weztéw w chwili poczat-
kowej i i + 1 weztow w chwili koncowej (i = 0, 1...,n),

e mozliwosé¢ indywidualnego formutowania sposobu catkowania w czasie
w sposob aktywny w odniesieniu do kazdego elementu przestrzennego,

e w szczegblnym przypadku aproksymacja czasoprzestrzenna moze daé
klasyczng metode rozwigzania, oparta na stalej siatce weztow (ewolu-
ujacej jedynie wraz z materiatem).

Ostatni punkt mozna rozwina¢ w stwierdzenie, ze aproksymacja czasoprze-
strzenna i wynikajaca z niej metoda elementéow czasoprzestrzennych sa uogdél-
nieniem metody elementéw skoriczonych, klasycznie odniesionej do prze-
strzeni rzeczywistej. Przez przestrzen rzeczywista bedziemy uwazali prze-
strzen zmiennych przestrzennych x, y, 2z, w odréznieniu od czasoprzestrzeni,
ktora opisuja zmienne przestrzenne x, y, z oraz czas t.

Pierwsze proby czasoprzestrzennego modelowania zadan fizycznych byty
opublikowane w 1964 przez Gurtina [75, 76] i Herrere [80]. Zdefiniowanie
minimalizowanego funkcjonalu, wynikajacego z teorii splotow, umozliwito
wyprowadzenie zaleznosci miedzy zmienng czasowsa a zmiennymi przestrzen-
nymi w obszarach czasoprzestrzennych. Obszary te mozna interpretowac
jako czasoprzestrzenne elementy skoniczone. Pézniej, w 1969 roku Oden [134]
zaproponowal uogolnienie metody elementéw skoriczonych. Rozszerzyt inter-
pretacje obrazu konstrukcji na obszar czasu. Niestety, interesujaca koncepcja
niestacjonarnego podzialu konstrukcji na podobszary zaproponowana w tej
pracy nie byta po6zniej kontynuowana. Fried [70], Argyris, Scharpf i Chan
[5, 6, 7] zaczeli jednakowo traktowac¢ zmienne przestrzenne i zmienng cza-
sowa przy formutowaniu probleméw. Mimo to jednak w pracach Kuanga
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i Atluri [121] ostateczna dyskretyzacja w przestrzeni i w czasie byla prowa-
dzona odrebnie. Zadania dynamiczne byly rozwigzywane przy rozdzieleniu
zmiennej czasowej i zmiennych przestrzennych. Obszar fizyczny konstrukeji
byt dyskretyzowany jedna metoda (metoda elementéow skonczonych, réznic
skoriczonych), podczas gdy pochodne czasowe byly catkowane przy uzyciu
innych metod (r6znic centralnych, Newmarka itp.). Ukazata sie duza liczba
prac na temat bezposredniego catkowania réwnan rézniczkowych ruchu, przy
zalozeniu stacjonarnej dyskretyzacji.

Niezaleznie od tego kierunku prac pojawily sie opracowania Kaczkow-
skiego [102, 103, 104], w ktorych wprowadzono po raz pierwszy do mecha-
niki konstrukeji interpretacje fizyczna pewnych wielkosci dotychczas okresla-
nych w przestrzeni fizycznej. Jest to np. réwnanie czteropracy wirtualnej,
masa jako wielkos¢ wektorowa czy tez sztywnosé¢ czasoprzestrzenna. Roz-
patrywano proste przypadki drgari osiowych preta i struny. Wprowadzono
ttumienie [112] oraz podano przyktad przeprowadzenia schematu catkowa-
nia w czasie przy pomocy macierzy przeniesienia [113]. Kolejne poruszane
zagadnienia to drgania poprzeczne belki [114], sposdb rozwigzywania sfor-
mutowanych w czasoprzestrzeni zadan dynamicznych [173], przyspieszenie
procesu symulacji drgan zadan liniowych przez algebraiczna eliminacje 2"
warstw czasowych [96], proba syntezy sformutowania czasoprzestrzennego
zadan [111]| oraz oszacowania stabilnosci [25, 52, 53, 122, 150|. Znaczacym
wktadem bylo wskazanie mozliwo$ci budowania bezwarunkowo stabilnych
rozwigzan dzieki modyfikacji wirtualnej funkcji ksztattu [97, 98]. Niestety,
stosowanie podanej techniki ogranicza sie jedynie do prostokatnych elemen-
tow czasoprzestrzennych, ktorych funkcje ksztattu mozna wyrazié iloczynem
cztonéw okreslajacych funkcje interpolacji w przestrzeni i w czasie. Dalsze
badania skierowaly sie na inne niz prostokatne ksztalty elementéw czaso-
przestrzennych. Trojkatne elementy struny wspoétistniejace w siatce podziatu
7z elementami prostokatnymi pokazano w pracy [105, 106, 174, 175]. Nastep-
nym istotnym krokiem bylo odejscie od stacjonarnego podziatu przestrzen-
nego konstrukcji, a tym samym wprowadzenie nieprostokatnych w czasie
elementow [12, 24, 25]. Krok ten pozwolil na zastosowanie metody do zupet-
nie nowej grupy zagadnieri: zagadnieni kontaktowych [15, 32] oraz procesow
z adaptacja siatki podziatu [13, 14, 26].

Obok prac rozwijajacych sama metode, w wielu publikacjach dokonywano
prob oceny doktadnosci i efektywnosci oraz zastosowania metody elementéw
czasoprzestrzennych w roznych zagadnieniach technicznych [16, 17, 18, 19,
20, 21, 47, 95, 107, 143, 144, 145, 147, 170]. Oprocz zadan mechaniki podjeto
tez prace nad zagadnieniami propagacji ciepta [22, 108].

Kolejnym etapem byto uwzglednienie efektéw nieliniowych: nieliniowosci



62 4 Metoda elementéw czasoprzestrzennych

geometrycznych [43, 146, 174] oraz materiatlowych [27, 148, 149, 151, 153].
Warto tez odnotowa¢ prace [77], w ktorej autorzy stosuja funkcje harmo-
niczne do interpolacji w czasie.

W pracy Podhoreckiego [151] przedstawiono zastosowanie do zagadnien
lepkosprezystych znanych z prac Kaczkowskiego (np. [103, 104]) prostokat-
nych elementéow czasoprzestrzennych. Rozwazania ograniczono do ustrojow
jednowymiarowych. Wykorzystano modele ciata typu Hooke’a, Kelvina—
Voigta, Maxwella i Zenera. Nie podano jednak konkretnych wnioskow, po-
partych rzeczywistymi przyktadami. Szerzej zagadnienia te ujeto w [152].

Grupe prac przegladowych na temat metody elementéw czasoprzestrzen-
nych stanowia pozycje [23, 29, 109, 176], a takze czes¢ wprowadzajaca do
monografii [174]. Opis metody zawarto tez w pracach [117, 110].

W tej duzej liczbie prac nie prébowano wykorzystaé lezacych w metodzie
elementow czasoprzestrzennych mozliwosci. Rozwazania ograniczano do za-
stosowania m.e.cz. jako metody catkowania réwnan rézniczkowych. W dal-
szych rozdziatach zostanie wykazana réwnoznaczno$é takiego postepowania
z zastosowaniem innych, znanych metod, jak np. metoda Newmarka. Tym
bardziej celowe staje sie dalsze rozwijanie wykorzystania m.e.cz. do modelo-
wania zadan dynamiki.

W niniejszym rozdziale przedstawione zostang nowe mozliwosci, jakie
stwarza zmieniajaca sie w sposob ciagly w czasie aproksymacja przestrzenna.
W rozdziatach 4.1 1 4.5 przedstawiono sformutowanie metody elementow cza-
soprzestrzennych. Wynikowe réwnania mozna wyrazi¢ zaréwno za pomoca
przemieszczen jak i predkosci przemieszczen. W obu przypadkach sformuto-
wanie wyglada jednak inaczej. Opis przemieszczeniowy prowadzi w efekcie
do metody Galerkina, zastosowanej do przestrzeni i do czasu, natomiast opis
z wykorzystaniem predkosci nie prowadzi bezposrednio do metody Galerkina.
Wymaga to podkreslenia. Oba wyprowadzenia charakteryzuja sie innymi
wlasnosciami i roznym stopniem przydatnosci. Podano sposéb wyznaczania
macierzy charakterystycznych czasoprzestrzennych elementéw skoriczonych
w opisie predkosciowym. Pozwalaja one na tatwa zmiane liczby wezlow
siatki przestrzennej, a tym samym na stosowanie technik adaptacyjnych.
Wtasnosci topologiczne tej grupy elementow pozwalaja uzyskac istotne ko-
rzysci obliczeniowe, szerzej oméwione w rozdziale nastepnym.

Oddzielng charakterystyczna grupe elementéw czasoprzestrzennych sta-
nowig elementy o ksztaltach sympleksow. Wtasnosci skonstruowanych przy
ich udziale rozwiazan oméwiono w rozdziatach 5.3 i 5.4. Najistotniejsza ce-
cha jest tutaj uzyskiwanie trojkatnych macierzy wspotczynnikéow koricowego
uktadu réwnan algebraicznych. 7 tego wynikaja niektére interesujace za-
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stosowania, jak np. mozliwos¢ ograniczenia predkosci propagacji informacji
w uktadzie dyskretnym. Pozwala to w pewnych przypadkach ograniczy¢
o$rodek nieograniczony do niewielkiej liczby elementéow skonczonych. Przy-
ktad takiego podejscia przedstawiono w rozdziale 5.4.1.

Sformutowanie czasoprzestrzenne wykorzystano m.in. do modelowania
zmiennej w czasie strefy kontaktu cial. Wyznaczono dynamiczne warunki
kontaktu, ktore zastosowano do nieskomplikowanych zadan inzynierskich.
Zastosowano zageszczong dyskretyzacje w czasie. Pozwolilo to na dokltadne
okreglenie sit kontaktu. Podano sposéb eliminacji nieciggtosci funkcji pred-
kosci na krancach czasowego przedziatlu kontaktu. Zdobyte do$wiadczenia
wykorzystano do modelowania strefy kontaktu kota kolejowego z szyna i po-
wstawania korugacji (rozdz. 8.1). W rozdziale 4.5.5 rozpatrzono problem
ewolucji geometrii i wynikajacych stad duzych obrotéw materiatu. Przy nie-
liniowosciach materialowych iteracyjne rozwiazywanie nieliniowego réwnania
ruchu powiazano z catkowaniem tego rownania w czasie. Przedstawiono tez
odpowiednie schematy numeryczne.

Mozliwos¢ ciaglej w czasie zmiany siatki podzialu pozwala na zmniejsze-
nie btedu aproksymacji przez odpowiednia redystrybucje weztéw. Zaréwno
w przypadku r jak i h—adaptacji uzyskuje sie obiecujace wyniki (rozdzial
5.5).

Przyktady obliczen zar6wno zadan testowych, jak i rzeczywistych proble-
moéw inzynierskich potwierdzaja skuteczno$é¢ opisanych technik. Niemniej
jednak wiele zagadnieri moze by¢, i z pewnoscia bedzie, rozwijanych. Nie
jest to wiec ostateczny stan rozwoju czasoprzestrzennego opisu dynamiki
konstrukcji.

W przyktadach liczbowych jako podstawowy uktad miar przyjeto uktad
SI. W celu poprawy uwarunkowanie wynikowych macierzy uktadoéw réwnan
algebraicznych w obliczeniach komputerowych odpowiednie wielkosci skalo-
wano mnoznikami: dltugo$¢é mnozono przez 1072, mase przez 1073, a czas
przez 1075, Pozwolilo to unikna¢ rézniacych sie o wiele rzedéw wartosci sta-
tych materiatowych i tym samym pozby¢ sie ktopotéw numerycznych (patrz
rozdz. 2). 7 uwagi na fakt, ze wiele przyktadow liczbowych ma charak-
ter pogladowy, testowy, pozostawiono w nich dane liczbowe bezwymiarowe.
W przyktadach poréwnawczych i w zadaniach bardziej ztozonych podano
pelne, rzeczywiste wartosci wszystkich parametrow.
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Rysunek 4.2: Przyktady zadan rozwiazywanych w czasoprzestrzeni.
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4.1. Sformutowanie metody — wariant przemieszczeniowy

Mimo ze pierwsze wzmianki o mozliwosci niestacjonarnej dyskretyzacji kon-
strukcji pojawily sie w pracy Odena [134], prawdziwie usystematyzowane
wyprowadzenie metody elementéw czasoprzestrzennych przedstawit Kacz-
kowski [102, 103]. Wprowadzil nietypowe jak na inzynierskie spojrzenie ter-
miny. Punkt materialny, pojawiajacy sie w rozwazaniach w chwili ¢y w miej-
scu xg, przesuwa sie do miejsca x1 w chwili ¢;. W ukladzie wspoétrzednych
(x,t) te dwa miejsca punktu materialnego wyznaczaja odcinek. By opisac
ruch masy jako elementu oscylatora, na obu korcach tzw. wektora obrazu-
jacego zycie punktu masowego okreslamy pewne wielkosci fizyczne, np. ped
lub sity pochodzace od elementu sprezystego, a miedzy obydwoma koricami
uwzgledniamy wplyw oddzialtywan zewnetrznych. Piszac odpowiednie row-
nanie pracy wirtualnej mozna uzalezni¢ stan w chwili ¢; od stanu w chwili
to. W ten sposodb uzyskuje sie krokowy schemat obliczeniowy réwnania roz-
niczkowego ruchu.

Opisane w serii prac nowe spojrzenie na dynamike miato jedna wade —
byto skomplikowane pojeciowo. Dynamika nie byta postrzegana jako proces
wiazacy zjawisko jednoczesnie w przestrzeni i w czasie. O ile dyskretyza-
cje przestrzenna potrafiono przeprowadzi¢ stosunkowo tatwo nawet w skom-
plikowanych problemach, to czas traktowano z duza rezerwa. W okresie
szybkiego rozwoju automatyzacji proceséw obliczeniowych, kiedy powsta-
jace modele klasycznych elementow skoniczonych uwzgledniaty coraz bardziej
ztozone zjawiska fizyczne, trudno byto wywota¢ odpowiednie zainteresowanie
nowymi, a trudnymi technikami. Prezentowana na konferencjach naukowych
nowa metoda spotykata sie z krytycznymi uwagami, wynikajacymi z niezro-
zumienia. Najczesciej zarzucano koniecznosé rozwiazywania gigantycznych
rozmiaréw uktadéw rownan algebraicznych, mimo ze w rzeczywistosci zada-
nie sprowadzane bylo do rozmiaréw identycznych jak w metodzie elementdw
skoniczonych. Niezrozumienie wywodzito sie z przeoczenia faktu, ze powsta-
jacy potnieskoniczony uktad réwnan rozwigzuje sie krokowo i w zwigzku z tym
metodyczne roznice miedzy MES i MECz sg niewielkie.

Zaniechanie przez srodowisko naukowe modelowania trudnych zadan dy-
namiki konstrukeji i zjawisk falowych w pelni rozumianej czasoprzestrzeni
oraz niedopracowanie sie skutecznych algorytméw w niektorych typach pro-
bleméw na dlugie lata pozostawito nierozwiagzane takie problemy jak chocéby
przedstawiony w rozdziale 7 problem opisu elementéw ciagtych zaburzonych
wewnatrz poruszajaca sie po zadanej trajektorii masa lub zmiang sztywnosci.

W dalszej czesci wyprowadzimy podstawowe rownania przemieszczenio-
wej wersji metody elementéw czasoprzestrzennych w postaci przedstawio-
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nej w nieco p6zniejszych publikacjach. Pokazemy typowy tok postepowania
w przypadku preta drgajacego osiowo. Uzyskamy przykladowe rozwiaza-
nia numeryczne i pokazemy prostote obliczen. Uprzedzajac tres¢, pokazemy
identycznos¢ niektorych rozwigzan z rozwigzaniami uzyskanymi metoda roz-
nic skoriczonych, zastosowanych do pochodnych przestrzennych, oraz metoda
roznic centralnych, zastosowana do predkodci i przyspieszeri. Opiszemy tez
czasoprzestrzenne elementy skonczone pewnych wybranych typéw konstruk-
cji. Wzorujac sie na opisie mozna, powtarzajac postepowanie, wyznaczy¢
charakterystyczne macierze wedtug wtasnych potrzeb.

Bedziemy rozpatrywaé osrodek ciggly, zamkniety w obszarze V, bedacym
podobszarem przestrzeni euklidesowej E>. V oznacza wnetrze tego obszaru,
a dV jego brzeg, bedacy z kolei suma 0V, i 9V, gdzie zadano odpowied-
nio naprezeniowe i przemieszczeniowe warunki brzegowe. Rozpatrywaé be-
dziemy ruch ciata w przedziale czasu [0, T]. Zmienne ujete w opisie, takie jak
wektor przemieszczen u, predkosci v, wektor sit masowych pf, symetryczny
tensor pola naprezen o i odksztatcen e okreslone sa na iloczynie kartezjan-
skim zbioréw V' x [0,T]. Wektor sit powierzchniowych t okreslony jest na
iloczynie OV x [0,T]. Zaktadamy, ze wszystkie funkcje sg dostatecznie cig-
glte. Problem geometrycznie i fizycznie liniowy opisany jest nastepujacym
uktadem réwnan:

e réwnania geometryczne

e(x,t) = = (grad u + grad™u) , (x,t) € V x [0,T], (4.2)

DO | —

e rownania fizyczne
o(x,t)=Ee, (x,t)eV x[0,T], (4.3)
e rownania rownowagi dynamicznej
. T 8V
dive” + pf = P (x,t) € V x [0,T7, (4.4)
e warunki brzegowe
on=t(x,t), (xt)edV;x][0,T], (4.5)

ulx,t) = d(x, 1), (x.t)€aV,x[0,T], (4.6)
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e warunki poczatkowe
ux,t)=u’, (x,t) eV x{0}, (4.7)
ux,t) =v", (x,t) €V x{0}. (4.8)

W powyzszych zwigzkach u® i v0 okreslajg odpowiednio poczatkowe prze-
mieszczenia i predkosci, a U” przemieszczenia zdefiniowane na brzegu 0V,,.
Powyzszy uktad stanowi sformutowanie lokalne. Istnienie i jednoznacznosé
rozwigzania dowodzi sie jak np. w [133]. Do sformutowania globalnego mo-
zemy przej$¢ mnozac rownanie (4.4) przez wariacje wirtualnej funkcji prze-
mieszczen du(x,t).

|0, (x,t) € IV, x [0,T]
oulx,t) = { dowolna, (x,t) € (V —9aV,) x [0,T] . (4.9)

Po scatkowaniu otrzymamy wowczas:

t1 t1 -
/ / (dive™ + pf — p¥) sudV dt + / / toud(@V)dt=0. (4.10)
to %4 to oV

Catkujac przez czesci otrzymujemy

t1
//p(f5u+i15i1)dth+/ / toud(av)dt = //aastdt
to 1% to oV to

(4.11)
Obszar, w ktérym opisane jest rownanie (4.11) nalezy teraz zdyskretyzowac.
Obszar {V,0 < t < T} dzielimy na podobszary, bedace w istocie czasoprze-
strzennymi elementami skonczonymi. Najprostszy z mozliwych podziatéw
pokazano na rys. 4.3a. W poélnieskoriczonej wstedze wycinane sa warstwy
czasoprzestrzenne ([t; <t < t;11],1=0, 1, ,..., n—1, gdzie n jest liczbg warstw
w przedziale [0, T]), a w nich wyodrebniane sa elementy o stalej w czasie
geometrii. Mozliwy jest takze bardziej ztozony sposob podzialu warstwy
czasoprzestrzennej (rys. 4.3b). Do zagadnienia tego powr6cimy w dalszych
rozdziatach.

Najprostszy element czasoprzestrzenny wydzielony jest z czasoprzestrzeni
plaszczyznami ¢t = t; i t = t;11. Sa to hiper-graniastostupy (nadgraniasto-
stupy, graniastostupy w przestrzeni o wymiarowosci wyzszej niz 3), bedace
elementami skoriczonymi, rozciagnietymi w czasie (rys. 4.4). Wartosci nie-
wiadomych, w naszym przypadku przemieszczeni u, oraz ich pochodnych (1,
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I A\

e N:
| ~——
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(a) (b)
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Y.
v,

to
X0 X1 X2

Rysunek 4.3: Przyklady siatki elementow czasoprzestrzennych: (a) stacjonarnej,
(b) niestacjonarnej.

ti+l

N\

Rysunek 4.4: Czasoprzestrzenny element, wydzielony z czasoprzestrzeni.

0

g, o), rzeczywistych i wirtualnych, w obszarze elementu czasoprzestrzennego
interpolujemy z wartosci weztowych przemieszczen q:

u(x,t) = N(x,t) q, du(x,t) = N*(x,t) dq ,
u(x,t) = N(x,t)q, ou(x,t)=N*(x,t)dq, (4.12)
e(x,t) =B(x,t) q, de(x,t) = B*(x,t) dq ,

o(x,t) =EB(x,t)q.

Powyzsze zwiazki odnosza sie oddzielnie do kazdego elementu czasoprze-
strzennego. Wielkosci oznaczone przez (.)* odnosza sie do stanu wirtu-
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alnego. Macierz B tatwo jest utworzy¢ dziatajac odpowiednim operato-
rem rozniczkowym D na macierz funkcji ksztaltu N: B = DN, gdzie
D = % (grad + gradT). Nalezy podkresli¢, ze wektor q sktada sie z warto-
§ci przemieszczen w weztach elementu czasoprzestrzennego. Wezly te maja
rézne wspolrzedne czasowe.

Liniowe (afiniczne) funkcje ksztaltu N(x,t) wyrazaja warunki brzegowe
swobodnego korica du/dn = 0 w sposob naturalny. W przypadku elementu
o dtugosci b, przy kroku czasowym At sa one spelnione w przyblizeniu.
Zageszczajac dyskretyzacje (b — 0) w skrajnym elemencie du/0n — 0
(Ou/Oon ~ 1/N, N — liczba weztow siatki podziatu).

Uwrzglednienie (4.12) w (4.11) daje forme kwadratowa, okreslajaca row-
nos¢ pracy sit wewnetrznych i zewnetrznych w przedziale [tg, t1]:

NE
Z ((Hgéqe)TﬂngHe : que - (HZ(SQG)THZQe) =0. (4.13)
e=1

NE jest tu liczba elementow czasoprzestrzennych w strukturze. Macierze
II. sa zero—jedynkowymi macierzami przyporzadkowujacymi miejsca wyra-
zO6w macierzy i wektoréw elementow czasoprzestrzennych miejscom w macie-
rzy i wektorze struktury. Posta¢ ich zalezy od topologii siatki dyskretyzacji.
Liczba wierszy rowna jest liczbie niewiadomych stowarzyszonych z pojedyn-
czym elementem, a liczba kolumn réwna jest liczbie niewiadomych w struk-
turze. Macierze te okreélaja niejako sposéb sumowania macierzy elementow.
Macierz K7 jest macierza sztywnosci czasoprzestrzennej elementu

K =K.+ M, . (4.14)

Mozemy podaé¢ tu posta¢ macierzy sztywnosci K. i bezwtadnosci M, ele-
mentu:

K. / (PN)T EDN AV dt | (4.15)

/t/< ) Raa—];[dth (4.16)

gdzie E jest macierza sprezystosci, D jest macierza operatoréw roézniczko-
wych, a R jest macierza jednostkowych bezwladnosci.

Jesli przyjmiemy ciato sprezysto-lepkie opisane przez model Kelvina—
Voigta, gdzie zwiazek miedzy naprezeniami i odksztalceniami zapisuje sie

nastepujaco
0
E +ny 4.17
o= (Bmg)e (4.17)
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(nw — wspoOtczynnik ttumienia wiskotycznego) i do réwnania (4.10) wpro-
wadzimy czton dyssypatywny, zalezny od predkosci przemieszczen [24], to
rownanie (4.14) przyjmie postac

K'=K.+ M.+ W, +7Z (4.18)

gdzie W, i Z. sa odpowiednio cztonami ttumienia wewnetrznego i zewnetrz-
nego:

/ (PN)T DNdth , (4.19)
s 0

Z, = N7, —NdV dt . (4.20)
v v ot

Q. jest wektorem obcigzenia zewnetrznego, dziatajacego na element czaso-
przestrzenny e:

Qe = /t /N (x,t) t(x,t) AV dt . (4.21)

Mozna go otrzymac z warunku (4.5). Poniewaz zaleznos$¢ (4.13) musi by¢
spetniona przy dowolnej wariacji przemieszczen i dla catego obszaru czaso-
przestrzennego, wobec tego mozemy napisaé

E
Z (HzKeHe : que - Hng) = 0. (4'22)
e=1

Powyzszy uktad rownan algebraicznych obejmuje caty obszar czasoprzestrzenny
[0,7]. Rozwiazanie uzyskuje sie wykorzystujac warunki poczatkowe (4.7)
i (4.8). Warunek przemieszczeniowy (4.7) dyskretyzuje sie tatwo do postaci

E
qo=>» M} /V N.(x,0) u(x,0)dV, . (4.23)

Z kolei warunek predkosciowy (4.8) wymaga postuzenia sie dodatkowa for-
muty roznicowa, aby predkosé w chwili poczatkowej wyrazi¢ poprzez dwa
wektory przemieszczen: qo dane wyrazeniem (4.23) i q—1 (w chwili ¢ = —h),
na przyktad w nastepujacy sposob:

a-1=q —qQh, Go= ZHT/N (x,0) a(x,0) dV, . (4.24)
e=1

Rozpatrzmy teraz jedna warstwe czasowa, t; < t < t;41. Dokonajmy po-
dzialu niewiadomych przemieszczenn na przemieszczenia odnoszace sie do
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chwili ¢; i na przemieszczenia odnoszace sie do chwili ¢;4.1. Wtedy macierz
wspoOtczynnikow rownania (4.22) mozna podzieli¢ na cztery podmacierze,
wydzielajac jako macierz Aj podmacierz o wierszach i kolumnach odnosza-
cych sie do chwili ¢;, jako macierz B; podmacierz o wierszach odnoszacych sie
do chwili ¢; i kolumnach odnoszacych sie do chwili ¢;4.1 oraz podobnie Cj i Dy,
ale o wierszach odnoszacych sie do chwili ;1. Mozemy zatem napisac:

A; B, i } { Qi }
= ) 4.25
[ C; D; } { Qi1 Qit1 (4.25)
Teraz proces sumowania w (4.22) sprowadza sie do odpowiedniego dodawania
macierzy (4.25). Powstaje blokowo trojdiagonalna macierz uktadu réwnan,
o wielkosci odpowiadajacej liczbie chwil czasu, w jakich dokonano podziatu

czasoprzestrzeni. Ponizej przedstawiono posta¢ ukladu réwnan w zapisie
blokowym, odpowiadajaca (4.22).

(a1 Q:
A, B, 11 * 82
C, Di+A, B, 0 s .
C, D;+As Bgj : _ :
qi—1 Qi—l
0 Ci-1 Di1+A; B qi Q;
L e e e i qi+1 Qi+1
(4.26)

Uktad (4.26) rozwiazujemy etapami, wydzielajac do kazdego kroku jeden
wiersz tego uktadu. Mamy wiec do rozwigzania

Ci-19i-1+(Di—1+A)q;i +Biqit1=Q;, i=1,2,..... (4.27)

Mozemy teraz powroci¢ do warunkow (4.23) i (4.24) i rozwiazania ukladu
(4.26) w pierwszych krokach. Przy qo # 01 qo # 0 mamy:

Co1q-1+(D-1+Ag)go+Boa1 =Qp, C-1=Cy, Dy =Dg. (4.28)
Najprostszy przypadek zachodzi, gdy qg = 0 i qp = 0. Mamy wowczas:
B1 qo = 0. (429)

Jedynym niewiadomym wektorem przemieszczen w (4.27) jest q;+1. Wektory
q;—1 1 q; uzyskiwane sa w krokach poprzednich, tj. i — 21 ¢ — 1. Efektywne
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budowanie uktadu réwnan i jego rozwiazywanie mozna prowadzi¢ wedlug
ponizszego schematu, postugujac sie pomocniczym wektorem r:

r=C;_19;—1+D;_1q , (4.30)
Aiqi+Biqit1 =Q;—r.

W tym miejscu nalezy wspomnie¢ o pracy [96], w ktorej autor podaje sposob
budowy tzw. makroelementu czasoprzestrzennego. Polega on na wyelimino-
waniu co drugiej (ogolnie co 2™) warstwy weztow, poprzez wyeliminowanie co
drugiego wiersza w uktadzie (4.26). W ten sposob krok czasowy wydtuza sie
do 2™ h. Technika ta wymaga odwracania podmacierzy i jest skuteczna je-
dynie w przypadku stalych macierzy A;,..., D;.

Stabilnos¢ schematdéw numerycznych ze stacjonarng siatka podziatu, opar-
tych na przemieszczeniach, opisana zostala w pracach (98, 124]. W zalezno-
§ci od doboru wirtualnych funkcji ksztaltu mozna uzyskaé¢ bezwarunkowo
lub warunkowo stabilny wariant metody. Rozwazania mozna podsumowaé
stwierdzeniem, ze sformutowania w cytowanych wyzej pracach sa réwno-
wazne metodom Newmarka i maja wszystkie ich wtasnosci, takze dotyczace
stabilnosci. Do zagadnienia tego wrocimy jeszcze w rozdziale 4.1.2.

4.1.1. Elementy czasoprzestrzenne w opisie przemieszczeniowym
Element preta

Zajmiemy sie wyprowadzeniem podstawowych réwnan rownowagi sit w me-
todzie elementéw czasoprzestrzennych ze stacjonarng siatka weztow w prze-
strzeni. Zagadnienie oméwimy na przyktadzie najprostszego rownania opisu-
jacego drgania osiowe preta. Rownanie rozniczkowe preta drgajacego osiowo
jest identyczne z rownaniem drgan struny

pA82u(x,t) _ EA82u(x,t)

ot? Ox?

FE jest modutem sprezystosci podtuznej, A — polem przekroju poprzecznego,
p — gestoscig masy, a p — obciazeniem zewnetrznym. Mnozac powyzsze row-
nanie przez wirtualng funkcje przemieszczen u*(x,t) i catkujac w rozpatry-
wanym obszarze x € [0,b] oraz 0 < t < h otrzymujemy réwnanie pracy
wirtualnej

h b 2 ho b 2
/ / u*(x,t)pA%dxdt :/ / u*(x,t)EAdedt—i—
o Jo 0 Jo €z

h b
4 /O /O o, )pla, dadt . (4.32)

+ p(z,t) . (4.31)
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Obnizamy stopienn pochodnych caltkujac przez czesci pierwszy czton wzgle-
dem t a drugi wzgledem z. Pamietamy, ze funkcja u* przyjmuje wartosci
rowne zero w punktach t = 0ix =borazt =01¢ = h. Nie musimy tego
czynié, jesli w dalszym etapie potrafimy zapewni¢ niezerowanie sie drugich
pochodnych rozwiazan, a w praktyce dostatecznie wysoki stopienn wielomia-
nowych aproksymacji rozwiazan. Wowczas mozemy napisac

h b * h b *
ou*(z,t) Ou(x,t) / / ou*(xz,t)  Ou(x,t)
/0 /0 o e dadt s % " 5 dadt

h b
_ / / (e, Op(e, H)dadt . (4.33)
0 0

Teraz wystarczy zaproponowac sposob interpolacji wartosci u(z,t) oraz jej
odpowiednika wirtualnego u*(x, t) na podstawie wartosci weztowych q. w ele-
mencie. Proponuje sie liniowg interpolacje w postaci

q1
u(x,t) = [Ny(z,t), Na(z,t), N3(z,t), Ny(x,t)] < =Nq. . (4.34)
q4

Funkcje ksztaltu mozemy napisa¢ w lokalnym uktadzie wspotrzednych (&, 7).
Wowczas N; = 1/4(14+€ &) (1+77;), gdzie &, 7; sa wspohrzednymi wierzchol-
kow prostokata {&,7: —1 <& <1,—1 <7 < 1}. Przejscie miedzy lokalnym
i globalnym uktadem wspotrzednych okredlaja zwiazki: = = Z?Zl N; x;,
t = 2?21 N; t;. Identycznie zapisujemy funkcje wirtualna u*(x,t) = N*q?.
Po podstawieniu u i u* do (4.33) otrzymujemy energie catkowita uktadu, za-
wierajaca cztony opisujace energie wewnetrzna, kinetyczng oraz prace sit ze-
wnetrznych na przemieszczeniach wirtualnych. Warunek minimalizacji ener-
gii sprowadza sie do zerowania sie pochodnych wzgledem wszystkich niewia-
domych ¢;, i=1,..., 4. W koticu otrzymujemy uktad czterech réwnan

9 —2 1 -1 9 1 —2 —1 a
BAh| -2 2 -1 1| pab| 1 2 -1 2 e |
6b 1 -1 2 -2 6h | —2 -1 2 1 a [
1 1 -2 2 -1 -2 1 2 Q@

F

Fy
=\ 5 (- (4.35)

Fy

W
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Pierwsza 7z macierzy jest macierza sztywnoéci, ktorej wspotczynniki mozna
zapisa¢ nastepujaco:

EAh
Kij = 1—%§i§j(3 + 7iTj) 5 (4.36)
a druga — macierza bezwladnosci
pAb
i =~ gy, T3+ &) - (4.37)

Wprowadzajac oznaczenie k = c?h?/b? oraz ¢*> = E/p, mozna zapisaé sy-
metryczna macierz sztywnosci czasoprzestrzennej K. zawartej w réwnaniu
(4.35) w nawiasie okragtym

2% -2 —2k—1 k+2 —k+1

_ pab 2k—2 —k+1 k42
" 6h 2%k —2 —2k—1
2k — 2

K. (4.38)

Element belki

Rozpatrzymy element czworokatny belki sredniej grubosci. Wezly czworo-
kata moga by¢ w ogolnym przypadku przesuniete wzgledem siebie w prze-
strzeni. W szczegélnym przypadku element moze by¢ prostokatem w czaso-
przestrzeni.

Przyjmijmy liniowy rozktad przemieszczen

w ) arxt +asx + azt +ay ] ag (4.39)

0 o blxt + b2$ —+ bgt + b4 B bg ’ ’
gdzie g(x,t) = [xt,x,t, 1] jest wektorem jednomianéw.Jedli oznaczymy przez
G macierz zbudowang z wektorow g(z;, t;), okreslonych w weztach elementu,

to w macierzy odwrotnej G~! bedziemy mogli wyodrebni¢ kolumny ozna-
czone przez rj:

1 i
g(ry,t1) ity xp t; 1
-1 _ g(antQ) o xoly xo 1o 1 -
¢ B g(x37t3) - .%'3t3 T3 t3 1 - [r17r27r37r4] . (440)
g(x4,t4) $4t4 Ty t4 1

Funkcje ksztattu N otrzymamy w postaci

1 0
N= [NI,N25N35N4] ; NZ = gr; |: 0 1 :| . (441)
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Operator rézniczkowy D wiaze odksztalcenia i przemieszczenia
K|
D:[Box g], e=DNq . (4.42)
xr

Odpowiednia macierz sprezystosci z kolei to

g-| % O } (4.43)

0 FEI

W przypadku szczegolnym, kiedy element czasoprzestrzenny jest prostoka-
tem, funkcje ksztattu sa prostsze:

t t t ot
x x x} (4.44)

N= [“ R U (A YA 37

Macierz sztywnosci K i bezwladnos$ci M wyznaczymy jako catki w obszarze
elementu Q (por. (4.15) i (4.16) oraz (4.19) i (4.20))

K = / (DN)T EDNAQ , (4.45)

M = / ( 5 ) E-NdQ . (4.46)

4.1.2. Modyfikowane funkcje ksztattu

W réwnaniu czasopracy wirtualnej (4.13) modyfikujemy wirtualne funkcje
ksztaltu (Kacprzyk, m.in. [97, 98]). Do czlonu liniowego dodajemy czlon
nieliniowy z parametrem «. Wowczas otrzymujemy nastepujaca funkcje,
pokazana na rys. 4.5

N(r) = %(1 + 7)) +an(td—1) . (4.47)

Przy stacjonarnym podziale czasoprzestrzeni otrzymujemy elementy cza-
soprzestrzenne o ksztalcie prostokatéw, prostopadito$cianéw i hipergrania-
stoshupow. Ogodlnie nazywamy je prostokatnymi multipleksami. W takim
przypadku tatwo buduje sie funkcje ksztaltu elementu N;(x,t) jako iloczyny
cztonow zaleznych od zmiennych przestrzennych i od czasu

Ni(x,t) = NF(x) - NL(t) . (4.48)

Funkcje N opisuja rozktad przemieszczen w przestrzeni, a N — rozktad
przemieszczen w czasie. Identycznie przedstawiamy funkcje wirtualne ksztattu
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Rysunek 4.5: Wirtualna funkcja ksztaltu.

N;(x,t). Macierze sztywnosci i bezwtadnosci prostokatnego multipleksu da-
dza sie w takim przypadku sprowadzi¢ do iloczynu cztonéw zaleznych od
zmiennych przestrzennych NP (x) i od czasu N/ (¢)

K = / (D, N*N)T ED,N* N'dV =
v
h — —
= / / (NHT (D, N*)TED,N*N'dt dA . (4.49)
AJo
Elementy macierzy K mozemy wiec opisa¢ nastepujaco
h —
Kij = kij / Nj Njdt , (4.50)
0
gdzie k;; sa elementami macierzy k

ks k
k= [ (D,N)TED,N*dA=| [ * ° |, (4.51)
A ks kg
zbudowanej ze statycznych przestrzennych macierzy sztywnosci ks. Macierze
te mozna uzyskaé wprost metoda elementéw skoriczonych.

Podobnie mozemy opisa¢ macierz bezwladnosci M o elementach M;;:

h anrt t
BN.BNj
t___2dt . 4.52
o Ot ot 4 (452)

Mij = —mij
Wyrazy m;; sa z kolei elementami macierzy m

m = /A (N")TRN” dA = [ s s } , (4.53)

mg; Ing



4.2 Elementy czasoprzestrzenne wyzszego rzedu 7

gdzie m jest macierza bezwladnosci przestrzennego elementu skoriczonego.
Zadanie sprowadza sie do obliczenia calek wzgledem ¢, opisanych zalezno-
$ciami (4.50) i (4.52)

Niwtar =" [ Nextar= 2 " 454
, NNt =g | NINjdr = @ nn) —agpr (459

h 9Nt ON' h
o Ot ot 2

b [ ON!ON; <2>2 1
h

. = —T;Ti . 4.
1 OT 0T g hTT] (4.55)

Rownanie opisujace ruch pojedynczego stopnia swobody jest symetryczne
wzgledem czasu t;

h 1_{_2 _|_l . _|_2 h l g l 4_}_h l_{_g _|_l . =0
6 15) 0|t 3 15) n|® 6 15) n| T
(4.56)

Schemat (4.56) jest bezwarunkowo stabilny przy a > 1,25. Macierz elementu
elementu preta przy FA =1, pA =11 b =1 ma nastepujaca postac

| e hewod hgeg egied
brgtad hoghied Aok teg-d
(4.57)

4.2. Elementy czasoprzestrzenne wyzszego rzedu

Mozemy opracowad elementy z wyzszego rzedu funkcjami ksztattu w czasie
(rys. 4.6). Podobnie czyni sie w metodzie elementéw skonczonych w od-
niesieniu do zmiennych przestrzennych. Pierwsze proby zastosowan opisano
w pracy [140]. W przypadku jednego stopnia swobody zastosujemy naste-

pujace funkcje:
t 1 t
N = 2(-—=)-—-1

No(t) = —4% (% - 1> , (4.58)
Ny(t) = 2% <% —%> .
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Rysunek 4.6: Funkcje ksztattu drugiego stopnia.

Wynikowa macierz sztywnosci:

4 2 -1
K= % 2 16 2 , (4.59)
-1 2 4
a macierz bezwladnosci
m 7 -8 1
M = 30 -8 16 -8 . (4.60)
1 -8 7

Za praca [140] mozna tez przytoczy¢ macierz tlumienia wewnetrznego W
i zewnetrznego Z:

-3 4 -1 -3 4 -1
W=n,| -4 0 4|, Z=n|-4 0 4| . (461
1 -4 3 1 -4 3

Sposéb rozwiagzywania tego nietypowego uktadu réwnan pokazano na rys.
4.7. 7 macierzy globalnej wyodrebniamy podmacierze A i B. Postepowanie
w wydzielonej na rysunku warstwie mozna opisa¢ réwnaniami

q1
Al ¢ +B{g4}:F. (4.62)
5
q3

W kazdym kroku rozwigzujemy uktad réwnan o wymiarze podwdjnej liczby
stopni swobody uktadu przestrzennego. w pierwszym kroku wykorzystujemy
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Rysunek 4.7: Schemat macierzy globalnej zadania z kwadratowymi funkcjami
ksztaltu.

warunki poczatkowe okreslajace przemieszczenia w chwili ¢ = h. Przyjmu-
jemy, ze w chwili £ = 0 przemieszczenia sa rowne zeru. To narzuca auto-
matycznie wektor predkosci na poczatku procesu: q = (q1 — qo)/h = q1/h.
W wiekszosci probleméw przyjmujemy qo = 0 i q; = 0, co oznacza brak ru-
chu. W przypadku innych warunkéw poczatkowych nalezy obliczy¢ wartosci
obu wektoréw przemieszczeni poprzedzajacych chwile Z5.

W pierwszym kroku mnozymy macierz A przez zadane lub zerowe prze-
mieszczenia w chwili -1, 01 1. Otrzymujemy uktad réwnan o liczbie niewia-
domych réwnej podwojonej liczbie stopni swobody w zadaniu statycznym.
Na rys. 4.7 jest to uktad réwnan o dwoch niewiadomych. Rozwiazanie jego
daje wartosci przemieszczenn w chwilach ¢o i 3. Nastepne etapy wykonujemy
w sposob powtarzalny, zgodnie ze schematem (4.62).

Glebsza analiza wtasnosci schematéw catkowania z elementami wyzszego
rzedu zamieszczona w pracy [1] daje poréwnanie maksymalnego btedu wy-
branych metod przy réznym kroku czasowym (tab. 4.1). Wyniki uzyskano
z analizy zadania o nastepujacych parametrach: w=16,4 rad/s, przemiesz-
czenie poczatkowe up=0,019047, rézny krok czasowy z zakresu 0 < h < 0,4
s. Poréwnano wyniki uzyskane przy liniowej i kwadratowej funkcji ksztalttu
w metodzie elementéw czasoprzestrzennych, niejawnej metodzie Eulera? oraz
metodzie réznic centralnych. Rezultaty uwidocznione na rys. 4.9 pokazuja
btad metody elementoéw czasoprzestrzennych z liniowymi i kwadratowymi

2 W niejawnym sformutowaniu metody Eulera przyspieszenia w chwili i 4+ 1 okreslamy
w sposOb nastepujacy:

1 fwigr —us Ui — Uim1 1
Uit1 = 7 < 5 — b ) =52 (wit1 — 2u; +ui—1) .



80 4 Metoda elementéw czasoprzestrzennych

0.

[N)

0.1

13

0.1

0.05

8 wh 10

Rysunek 4.8: Obszar stabilnosci przy kwadratowej funkcji interpolujacej w czasie.

Tablica 4.1: Poréwnanie bledu fazowego drgan oscylatora [1] .

metoda obliczen
krok czasowy [s| | f. liniowe | f. kwadratowe | m. Eulera | m. roznic
m.e.cz. m.e.cz. niejawna | centralnych
h=0,1 7,97-107% | 7,35-1073 1,65-1072 | 1,2-1072
h—0,01 1,025-107% | 7,61-1077 7,59-1073 | 1,03-1074
h=0,001 1,03-107% | 7,68-10~11 9,66-10~* | 1,031-1076

funkcjami ksztaltu w odniesieniu do metody liniowego przyspieszenia3, me-
tody niejawnej Eulera oraz metody réznic centralnych. Dostrzegamy prze-
wage kwadratowej interpolacji przemieszczen nad interpolacja liniowa. Inter-
polacja kwadratowa przemieszczeri daje formuty o kawatkami statym przy-
spieszeniu.

Po uwzglednieniu tego przyblizenia w rownaniu ruchu otrzymujemy

1
—wuipy = 72 (Wit1 — 2u; +ui-1) .
Po przeksztalceniu otrzymujemy przemieszczenie w chwili ¢ + 1

2 1
1 + w2h? ] + w2h? izt

Ui+1 —

*Wariant liniowego przyspieszenia uzyskuje sie w metodzie Newmarka przy 8 = 1/6
iy=1/2.
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log(err)

mecz - f. kwadr. —E—
mecz - f. liniowe ---Ax--

m. roznic centr. (-

-250 m. liniowego przysp. ---3
m. niejawna Eulera --%:-

|'_, 1 1

0

0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
krok czasowy h

Rysunek 4.9: Blad fazowy wybranych metod [1].

4.2.1. Szescienne funkcje ksztattu

Powtarzamy za Pelcem [140] sformutowanie macierzy z wykorzystaniem sze-
$ciennych funkcji interpolujacych w czasie:

93 9¢2 1¢+ 1 2713 92 27t 1

9B T A TsE 16 2 An2 sn 16

27 t3 9t2+27t+9 9t3+9t2 1t 1 (4.63)
2h3 4h2 8 h 16" 2h3  4h2 8h 16 '

N:

Przebieg tych funkcji w przedziale [-h/2h/2]| pokazuje rys. 4.10. Wynikowe
macierze sztywnosci K, bezwladnosci M i thumienia zewnetrznego Z i we-
wnetrznego W maja postac:

128 99 -36 19
kh 99 648 —81 —36

1630 | —36 —s81 648 99 | ° (4.64)
19 —36 99 128
148 —189 54 —13
m | —189 432 —297 54
"~ 40h 54 —297 432 —189 | ° (4.65)

—-13 54 —189 148
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Rysunek 4.10: Szescienne funkcje interpolujace w czasie przy poltozeniu weztow
w chwilach —h/2,—h/6, h/6 1 h/2.

—40 57 24 7

_ Nw | =57 0 81 —24
W_so 24 —81 0 57| (4.66)

Analiza stabilnosci
Rozpatrujemy réwnanie ruchu w postaci
mi + 26wma + kx =0 . (4.67)

Analiza stabilnosci, wychodzaca z warunkow |A;] < 1 prowadzi do obszaru
stabilnosci przedstawionego na rys. 4.11. Przy ustalonej wartosci € przedziat
stabilnosci nie jest spojny. Z réwnania

27,2 272
€= \/ Wh ‘_{fgiihg "1 Vlo<wh<vViz  (468)
mozna okresli¢ zakres niestabilnosci przy £ = 0.

Btad fazowy maleje wraz ze skracaniem kroku czasowego. Lepsza do-
ktadno$cig charakteryzuja sie funkcje interpolujace wyzszego rzedu. Rys.
4.12 przedstawia procentowy blad fazowy w zaleznosci od wielkosci kroku
czasowego, przy zastosowaniu liniowych, kwadratowych i szesciennych funk-
cji ksztaltu w czasie.
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Rysunek 4.11:
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Obszar stabilnosci przy szeSciennej funkcji interpolujacej w czasie.
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Rysunek 4.12: Blad fazowy zalezny od kroku catkowania h.

4.3. Stabilnos¢ w siatkach niestacjonarnych

Przy badaniu schematéw obliczeniowych aproksymowanych nieprostokat-
nymi siatkami czasoprzestrzennymi zauwazamy w pewnych przypadkach utra-
te stabilnosci rozwigzan. Roéznorodnosé ksztaltu siatek zmusza do ograni-
czenia badan zagadnienia stabilnosci przy nieregularnych siatkach do nie-
licznych, charakterystycznych przypadkow. Zbadamy uklad elementéw po-
kazany na rys. 4.13a. Analize ograniczymy do drgan osiowych preta. Zamo-
cowujemy skrajne wezly i w ten sposob uzyskujemy uktad z jednym wezlem
ruchomym, o jednym stopniu swobody. Powtarzalny superelement otrzymu-
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Rysunek 4.13: Przykladowa siatka trapezowych elementéw czasoprzestrzennych.

jemy po wyeliminowaniu co drugiej warstwy wezléw. Macierz wspotczynni-
kéw ukltadu rownan zapisujemy w formie blokowe;j

Q=
wilos
=

Drgania swobodne opisuje procedura krokowa

(-FD'C)q; + (A—FD'E—-BD 'C)q;; + (-BD 'E)q;;; =0 .
(4.69)

To samo zapisujemy w formie macierzy przeniesienia (wzmocnienia) T

{ giﬂ }:T{ 22_1 } : (4.70)
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gdzie

T_ (BD'E)"'(A-FD'E-BD"!C) (BD 'E)"'FD"!'C
I 0

(4.71)

Schemat (4.70) jest stabilny, kiedy promien spektralny ¢ macierzy T jest

niewiekszy od jednosci

P(T)<1. (4.72)

W przypadku symetrii globalnej macierzy sztywnosci czasoprzestrzennej w za-
daniu o jednym stopniu swobody mozna w macierzy T zredukowaé¢ prawy
gorny wyraz do wartosci —I. Warunek (4.72) upraszcza sie wowczas do nie-
réwnosci

Tl <2. (4.73)

4.3.1. Przypadek elementéw czworokatnych

W przypadkach prostych analize stabilnosci mozemy prowadzi¢ analitycz-
nie. Drgania osiowe lub skretne preta czy drgania poprzeczne struny opisuja
wezlty o pojedynczych stopniach swobody. 7 tego wzgledu sa dobrym obiek-
tem analizy. Kontynuujemy analize uktadu elementéw czasoprzestrzennych
pokazanych na rys. 4.13a i 4.13b.

Liniowe funkcje ksztaltu przeksztatcajg trapezowe ksztatty elementéw
w kwadrat

4 4
r=Y Nz, t=3Y Nit;, (4.74)
i=1 =1
gdzie
1
Ni(§,7) = Z(1+§§i)(1+77—i> ; (4.75)

xi, t; - wspotrzedne weztow w uktadzie globalnym,
&, Ti - wspotrzedne weztow w uktadzie lokalnym.

Dalsze obliczenia prowadzimy w sposéb znany z metody elementow skon-
czonych. W metodzie elementéw czasoprzestrzennych droge postepowania
pokazano w rozdziale 4.1. Wspoétczynniki macierzy sztywnosci k;; i bezwtad-
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nosci m;; elementu trapezowego opisano ponizej:

EAh ag
kij = T‘Llfz‘fj <Ti + 75— TiTja_1> + (4.76)
EAh a az +ay
+2—2§z‘§j (al —ag(7i + 75 — Tz‘Tja—l)) In ar—a;’

|:<’7’i + 75— %T@'T]) (2 2y m) +In M] +
ai al as — ai a2 — a1
+

pA ay pAas pAay
24h &5 (Ti + 7)) 3h (& + &) — mTiTj (& +3)
gdzie
ay = T —x3— T3+ x4,
as = —x1 +x9 — T3 + T4 , (4.77)
a3 = —T1 — T2+ X3+ T4 .

Wspotezynniki A B, ..., F w rownaniach (4.69) i (4.71) sa skalarami i maja
postac nastepujaca

EAh  pAN\ , , o 2+d AEAhD

A= 4 - 4.
( E wm>(d*'b) »—d & = @
EAh  pAN\ , 5 o 2b+d 2EAhb

B = & — 4p%)1
(2& 6MJ( et~

C=E=F=B, D=A.

Wprowadzamy bezwymiarowe parametry s = d/ch, ¢ = E/p, k = d/b,
0 < k < 2oraz K = ch/b. Parametr k okresla wielkos¢ przesuniecia we-
zta w stosunku do wymiaru przestrzennego elementu. Parametr K okresla
predkos¢ przesuniecia wezta w stosunku do predkosci fali c.

Obszar stabilnosci w uktadzie parametrow k, s ograniczony jest nieréw-

nosciami )
3k \?°
(3————) <s<V3. (4.79)

24k
In ok

Nieréwnosc (4.79) przedstawiona jest na rys. 4.14. Nachylenie prostej prze-
chodzacej przez poczatek uktadu wspoétrzednych wynosi

b
o = — . 4.80
gp = (4.80)
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Proste przechodzace przez poczatek uktadu wspotrzednych okreslaja punkty
stabilnosci zadania, w ktorym h jest jedyna zmienng. Zauwazamy, ze pe-
len zakres stabilnosci przy parametrze k otrzymujemy, gdy tg ¢ = v/3/2.
Zachodzi to przy kroku czasowym réwnym

h= (4.81)

Sl
> o

To 7z kolei prowadzi do warunku h < 2b/c. W uktadzie k, K obszar stabilnosci
ograniczaja linie

@ <K< k. . (4.82)
3 3 3k

- 2tk
In oy

Obszar stabilnodci zmienia sie wraz ze wzrostem wspotczynnika ttumienia
Wtasnosci stabilnosci siatek niestacjonarnych mozna wyjasni¢ dodatkowo
analizujac wtasnosci siatek zbudowanych z tréjkatnych elementéow preta.
Przyjeto siatke elementow jak na rys. 4.16. Jest ona podobna do siatki z rys.
4.13a. Kazdy czworokat podzielono na dwa elementy tréjkatne, tak aby w co
drugiej warstwie kierunek podziatu byt przeciwny. Przyjeto liniowy rozktad
przemieszczen w przestrzeni i w czasie. Otrzymano nastepujace wspotczyn-

(b)

Rysunek 4.14: Obszar stabilnosci trapezowych elementéw czasoprzestrzennych
w uktadzie k,s (a) oraz k,K (b).



88 4 Metoda elementéw czasoprzestrzennych

niki macierzy sztywnosci:

_ 32EAhb _ 4pA(4b*+d?) _
A= 42—d2 ph(2b+d) ) D=A, (4.83)
B = 2eAlb-d) C=E=F=AB.

Badanie wartosci wlasnych macierzy T prowadzi do nieréwnosci

> 8 K 2<Ek<O0
_ I‘ J—
TV kiR PV =H=
k
5> przy 0<k<2, (4.84)
2—k
< 2 2<k<2
S Iz — .
51 przy SRk

Nieréwnosci (4.84) przedstawia rys. 4.17. Dwa pierwsze warunki pozwalaja
okregli¢ krok czasowy h w stacjonarnych siatkach podziatu, czyli przy k£ =0

ds V2
— g = — . 4.
dk’k_o 5 (4.85)

Uwzgledniajac (4.85) otrzymujemy warto$¢ graniczna kroku h w badanej
siatce niestacjonarnej

hir = V2 g . (4.86)

125"
=150

175,

k

Rysunek 4.15: Wplyw tlumienia na obszar stabilnosci trapezowych elementéw
czasoprzestrzennych.
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Rysunek 4.16: Przykladowa siatka trojkatnych elementéw czasoprzestrzennych.
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Rysunek 4.17: Obszar stabilnosci z siatka elementoéw trojkatnych preta w ukta-
dzie k,s (a) oraz k,K (b).

4.3.2. Stabilnos¢ ukosnych elementéw czworokatnych preta drgajacego osiowo

Zbadajmy wtasnosci schematéw obliczeniowych uzyskanych z zastosowaniem
elementu réwnolegtobocznego jak na rys. 4.18. Wykorzystujemy rzeczywiste
funkcje ksztattu

Ni = 3(1+E6)(1 +77) (4.87)
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T
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Rysunek 4.18: Czasoprzestrzenny element rownolegtoboczny o zamocowanych
weztach 11 3.

oraz wirtualne funkcje ksztattu w postaci
1
N; = 1 [(1 +&&) 1+ 7m) + ()47'2‘(’7'3 - 7')] . (4.88)

Elementy macierzy sztywnosci K;; opisuje zaleznosc¢

hEA 5 — da

a macierzy bezwtadnosci

£i;d? L TiTib
4bh 4h

d
Mij = —pA [E(fﬂj +&mi) + (4.90)

§i&jTiT) 2 2 2
1 1 — 12 .
T (157 + 1502 — 120d°)

Przy zamocowaniu weztéw 1 i 3 otrzymujemy macierz sztywnosci preta o wy-
miarach 2x2 w postaci

Ky, K
K*— | 11 N ] , 4.91
[ K3, K ( )
gdzie
EAh pAL? +d?)  pAd  pAad?
* — 5 _ _
=5, 09 3bh oh 150k
EAR pAb  pAad?
K'Y =K = ——(5+2 —_— = 5+2 4.92

. EAh(5 o) - pAb? + d?) _ pAd N pAad?
27 15p 3bh 2h 15bh
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Macierz wzmocnienia przy warunku (4.72) prowadzi do nieréwnosci

L < 2K2%(5 — a) — 10(1 — k?) + 2ak? -1
- (K2 —k2)(54 2a) + 10 -

(4.93)

gdzie K = < k= d/h.
Obszary stabilnosci w uktadzie parametrow k,K, przy réznych wartosciach
a pokazano na rys. 4.19.

2

K K K
4 4 4
3 3 3
21 21 21
11 11 b 11
@ @ @
0o 12 2 o 1 2 4 o 1 2 4
«=0 a=1,25 a=2,50

Rysunek 4.19: Obszar stabilnosci przy réznych wspétczynnikach a.

4.4. Makroelementy czasoprzestrzenne

Formuty obu metod mozemy zapisa¢ w postaci macierzy przejécia w naste-
pujacej ogoblnej formie
qr+1 = TqI . (494)

Wektory qr i qr41 okreslaja wektory przemieszczen w dwdch kolejnych sta-
nach. W przypadku réwnania rézniczkowego drugiego rzedu wektory te maja

umowng postac
Qi+1 . Qi
= i = . 4.95
dr { Qi } A { qi—1 } ( )

Rownanie (4.94) opisuje pelny schemat krokowy. Jest to w efekcie inaczej
zapisany schemat krokowy metody elementéw czasoprzestrzennych. W po-
wyzszy sposOb mozna przedstawié¢ zardéwno wariant przemieszczeniowy, jak
i predkosciowy metody. Wigze on w efekcie trzy kolejne chwile.
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Przemieszczeniowy wariant metody mozna sprowadzi¢ do postaci (4.94)
wykorzystujac podstawowy schemat (4.27) oraz tozsamosé jedynkowa:

{ giﬂ }[ —B‘l(IAJrD) —Bo—lc } { 3:_1 } , (4.96)

Powyzsza forma zapisu pozwala na tatwe badanie wtasnosci schematu ob-
liczeniowego, szczegblnie stabilnosci. Omawia to rozdzial 4.1.2. Zwroémy
tu uwage na tatwosé¢ skonstruowania makroelementu czasoprzestrzennego,
opartego na uktadzie elementéw czasoprzestrzennych, opisanym w (4.94).

Skoro mozemy przejs$¢ ze stanu pierwszego do drugiego (przez stan pierw-
szy rozumiemy stan zawarty miedzy chwilami 01 1, a przez stan drugi — stan
zawarty miedzy chwilami 1 i 2)

q2 = Ty
oraz z drugiego do trzeciego
qs = Tqy = TTqy = Tqy |
mozemy w identyczny sposéb przejs¢ do dowolnego stanu N
av =TVq

Widzimy, ze w przypadku zadania liniowego i stalych w czasie macierzy
wynikowych metody, przejscie do dowolnej, odlegtej chwili mozemy zreali-
zowaé dzieki odpowiedniej potedze macierzy przejscia T. W praktyce wy-
znaczenie wielokrotnego iloczynu macierzy jest nieefektywne. Skuteczne jest
natomiast wyznaczenie potegi o wyktadniku 2, 4, 16, 256, 65536 itd, czyli
((22)2)2... = 22" Wymaga to zaledwie wyznaczenia kilku iloczynoéw dwoch
jednakowych macierzy. Dzieki temu ogromnie wydtuzamy w praktyce prak-
tyce nasz krok obliczeniowy h. Drugim ograniczeniem opisanej techniki jest
niemoznosé stosowania dowolnego schematu obciazenia konstrukeji w czasie.
Wystepujace po prawej stronie uktadu réwnarn wektory obciagzenia nie moga
zostaé w skuteczny sposob uwzglednione. W zwiazku z tym konstrukcja
makroelementu czasoprzestrzennego pozwala na obliczenia zadar, w kto-
rych drgania inicjowane sa jedynie przez odpowiednie warunki poczatkowe.
Mozna tez zainicjowa¢ drgania przez dziatanie dowolnego wektora obcia-
zen. Jednak dopiero po tej poczatkowej fazie, kiedy wektor zewnetrznych
obciazen mozna przyja¢ jako réwny zeru, mozna przejs¢ do wykorzystania
makroelementow.
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4.5. Opis predkosciowy metody

Metoda w ujeciu przemieszczeniowym ma wiele cech podobnych do metody
roznic centralnych. Schemat obliczeniowy oparty jest na przemieszczeniach
w trzech kolejnych chwilach czasu. W zaleznosci od przyjetych funkeji wir-
tualnych przemieszczen metoda w wariancie przemieszczeniowym moze by¢
warunkowo lub bezwarunkowo stabilna. Z kolei mozna uzyska¢ schemat roz-
wiazania rownan ruchu wykorzystujac predkosci jako podstawowe wielkosci
opisu stanu uktadu. Droga postepowania nie rézni sie wiele od wyprowa-
dzen z wykorzystaniem przemieszczen. Tworzy sie réwnanie pracy wirtual-
nej uktadu, ktoéra przy wyznaczonych parametrach predkosci w chwili po-
czatkowej i koricowej w przedziale czasu przyjmuje minimum. W ten sposob
wigzemy znane wielkosci w chwili wezedniejszej z wielko$ciami w chwili p6z-
niejszej.

W nastepnych rozdziatach przedstawimy tok postepowania w przypadku
pojedynczego stopnia swobody. Nastepnie powtérzymy go w przypadku
struny. Zastosujemy roézne ksztatty funkcji wirtualnych predkosci. Poréw-
namy uzyskane schematy catkowania z metoda Newmarka oraz innymi me-
todami obliczeniowymi.

4.5.1. Ukfad o jednym stopniu swobody

Opracujmy schemat obliczeniowy drgarn punktu materialnego, opisanego row-
naniem

dv
— 4+ kr=0. 4.97
mg ke (4.97)
Zaktadamy liniowy rozklad predkosci rzeczywistej v w przedziale czasu h
(0<t<h)
t

t
v=(1- E)UO + P (4.98)

Przemieszczenie x(t) opisuje catka

t2
Vg + %’01 . (499)

N
1 <1 - E)
Przemieszczenie x(t) zalezne jest liniowo od predkosci vg i vy, ustalonych
na kraricach przedziatu [0,h]. Obieramy teraz posta¢ funkcji wirtualnej.
Mozemy ja wybraé sposrod wielu mozliwych funkcji. Wybrana funkcja na
kranicach przedzialu czasu musi przyjmowac¢ wartosci rowne zero. Ponizej

t h
x(t):/vdt:xo—i——
0 2
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przyjmujemy wirtualng funkcje predkosci jako rozktad Diraca, zalezny od
paramentu « (0 < a < 1) i predkosci vy:

vt = v15<% - 04) : (4.100)

Jezeli pomnozymy réwnanie rozniczkowe ruchu (4.97), ktore w istocie jest
rownaniem rownowagi sit dziatajacych na punkt materialny, przez wirtualna
predkosé (4.100), otrzymamy réwnanie mocy wirtualnej. Po scatkowaniu go
w przedziale czasu [0, h] otrzymamy réwnanie pracy wirtualnej

h 1 h k
| v —wdes [ tama—o . (4.101)
0 0

m

Ostatecznie otrzymujemy réwnanie pozwalajace wyznaczy¢ predko$é¢ w chwili
nastepnej, na podstawie predkosci i przemieszczenia w chwili poprzedniej

kh? 2
—s=1-(1—-« k h
v = 2W1[ kagh2 ) ]Uo‘— ———————ITE;E——xo . (4.102)
1+ 2m m <1 + Oém )
To samo mozemy zapisa¢ symbolicznie
vy = T vy + Bz . (4103)

Pozostaje wyznaczy¢ na podstawie predkosci vg i v1 brakujace przemieszcze-
nie x1. Wykorzystujemy zaleznos¢

xr1 = X9+ h[(l — ﬁ)vo + ﬁvl] . (4104)

Nieco dalej wykazemy, ze rozwigzanie stabilne otrzymujemy w pewnym za-
kresie parametru « przy 0 = 1 — a. Uwzgledniajac to mozemy napisaé
konticowy wzor

x1 = o + hlavg + (1 — a)vq] . (4.105)

W szczegolnym przypadku o = 1/2 rownanie (4.105) jest identyczne z row-
naniem (4.99) przyjetym przy t = h, czyli 21 = xg + h(vg + v1)/2.

Wprowadzajac oznaczenie x = h%k/m mozemy opisaé¢ przejscie do na-
stepnej chwili w nastepujacy sposob:

2ak 2K

1 1= 2+a?k h(a2k+2) -
() AT
_ 2h(ak+2)  2K(a—1)

3h aZr+2 aZr+2 +1
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Macierz przejscia T jest macierza o wymiarach 2x2. Mozemy ja wykorzystaé
do okreslenia kryterium stabilnosci przy dowolnej wartosci kroku czasowego,
a wiec przy h — co. Wyznaczmy wartosci wtasne tej macierzy:

a?—1  iv2a2 -1

li = + 4.1
hoo A1/ a? a? (4.107)

oraz ich moduty:
1, jezeli V2/2<a<1,

h—c0 Lot —4a?+2, jezeli 0<a<v2/2.

Oba moduty wartosci whasnych sa réwne jednosci gdy o > v/2/2. W tym
zakresie parametru « otrzymujemy bezwarunkowo stabilny schemat oblicze-
niowy. Ta istotna cecha pozwala bezpiecznie prowadzié¢ obliczenia uktaddw
o duzej liczbie stopni swobody, lub uktadéw o ewoluujacej geometrii lub wta-
snosciach materiatlowych. W takich przypadkach bezwarunkowa stabilnosc¢
metody jest konieczna.

Wazna sprawa jest tez zdolnosé ttumienia wyzszych czestosci drgan przy
zachowaniu zerowego ttumienia czestoséci podstawowych uktadu. Wielu au-
torow poswieca temu swoje prace (np. [81, 84]). Jesli formute (4.104) zmody-
fikuje sie tak, ze predkos¢ okreslac sie bedzie w nieco pdzniejszym momencie
niz a—1, to uzyska sie pozadany efekt ttumienia. Zmodyfikowano parametr
G do postaci

B=1-a/(1+7), 0<y< 1. (4.109)

Na rysunkach 4.20 pokazano warto$¢ promienia spektralnego w zaleznosci od
parametru y przy wzrastajacych wartosciach wzglednego kroku czasowego h.
Wykonano je przy a=0,8 i «=0,9. Pogrubione linie s3 poziomicami wykresla-
nymi co 0,02. Przy v=0,0 promien spektralny p rowny jest, zgodnie z wcze-
$niejszymi rozwazaniami, jednosci. Kolejny rysunek 4.21, pokazuje warto$é
logarytmicznego dekrementu tlumienia przy «=0,8 i 0,9, w zaleznosci od
wielkosci wzglednego kroku czasowego h/T. Poziomice na obu rysunkach
wykreslono co 0,05.

Przyktadowe obliczenia drgan pojedynczego punktu materialnego, wy-
konane przy warunkach poczatkowych zg = 0 i vg = 1 oraz przy a=0,5
pokazano na rys. 4.22, a przy a=1,0 na rys. 4.23.

4.5.2. Dyskretyzacja rownania rézniczkowego drgan struny

Roéwnanie rozniczkowe drgan struny ma nastepujaca postaé:
0u 0u ou

A S
022 P T T

=0. (4.110)
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Rysunek 4.21: Logarytmiczny dekrement ttumienia zalezny od parametru v przy
a=0,8 i «=0,9.

T jest sitg naciagu struny, A - polem przekroju poprzecznego, p - gestoscia
masy, 71 - wspolczynnikiem ttumienia. ¢ = /T'/p jest predkoscia fali w stru-
nie przy 1 = 0.

Rozpatrujemy rownanie w obszarze Q={(z,t): 0 <z <b, 0< t < h}.
Rownanie mocy wirtualnej tworzymy mnozac (4.110) przez predko$é¢ wirtu-
alng v*(x,t).

b Pu 1 0%u ou
v*(x,t)

gu_9U %) e =o0. 4111
0 02 2or o) =0 (4.111)
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4 a=0.5
1 0.141| 0.707
-1 T T
2.828 1.414
2m 47 6m t
-2 41—
0 5 10 15 20 25

Rysunek 4.22: Predkos$¢ v wyznaczona przy réznych wartosciach kroku czaso-
wego, przy a=0,5.

1 2.8281, a=L0
1 vat, N —
0.141
1N\ 0.707
-1 \
| 5.656
2m 47 6m t
2 4
0 5 10 15 20 25

Rysunek 4.23: Predkos$¢ v wyznaczona przy réznych wartosciach kroku czaso-
wego, przy a=1,0.

Calkowita praca wirtualna w obszarze 2 wynosi

(92 1 0%u au

Calkujac przez czesci rownanie (4.112) wzgledem x i t otrzymujemy

J[ v Gpans || Gograes |

87; 50dQ—n//ﬂv*de:O. (4.113)
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Przyjmujemy liniowa zmiennos$¢ predkosci v = du/dt wzgledem x i ¢:

4

v(x,t) = ZNi(w,t) (I (4.114)

i=1

W obszarze Q funkcje ksztattu N = [Ny, ..., Ny] maja postac:

M= (o)),

Ny = —%x(t—h), (4.115)
Ny = —%(m—b)t,

Ny = %xt.

Przemieszczenie wyznaczamy catkujac
t
u(z,t) = u(z,0) +/ (N1v1 4+ ...+ Nyvg)dt . (4.116)
0

W efekcie otrzymujemy

u(z,t) = u(zx 0)+w—t2(v1—v2—v3—i—v4)+x—t(—v1 —i—v2)+ﬁ(—v1 +uvsg)+uit .
’ ’ 20h b 2h
(4.117)
Pochodna Ou/0x otrzymujemy z rownania (4.117)
ou/0r = i(vl — vy —v3+vy4) + E(—vl +v9) + d—u|t_0 . (4.118)
2bh b de ™

Zasadniczg sprawa jest dobor odpowiedniej funkcji wirtualnej predkosci.
Wzorem wyprowadzeri dotyczacych drgan oscylatora przyjmujemy

v*(z,t) = 0(t — ah) ((1— %) 03+%?}4> . (4.119)

0 jest funkcjg Diraca. Potrzebne pochodne funkcji wirtualnej v* i rzeczywi-
stej v wyznaczamy z (4.119) i (4.114)

ov* 1
ov x 1
9 E(Ul —vg —v3 +vg) + E(_Ul +v3) (4.121)
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Zauwazamy, ze 7z uwagi na czlon delty Diraca w funkcji podcatkowej catko-
wanie w obszarze () sprowadza sie do catkowania wzgledem = w przedziale
[0, h]. Uwzgledniajac powyzsze zwiazki w (4.113) mozemy napisa¢ w formie
macierzowej koricowa posta¢ rownania

0

A/b 0 N S N U U P
PRl —(E=10) | [oh "% bR bk R bR

%
b 0 2 2 2 2
0 t t t t t t
+T/O _% [%—5, —%—1—5, —%, ﬂ:| dx t:ah— (4.122)
b
0
B /b 0 [(m—b)(t—h) _a(t—h)  (z—Db)t x_t} "
Tl |—E -1 bh bh ' bh  bh| |
b
U1
C 3 =0.
(%

Widzimy, ze dwa pierwsze wiersze wszystkich iloczynéw macierzy zawieraja
zera. W dalszej czesci bedziemy operowali tylko dolna potowa macierzy
otrzymanych po catkowaniu (4.122). Wynikowe macierze przyjmuja naste-

pujaca postac:

[t -1 11 .
3 76| 3 6
M= h [_l 1011 ] - [—Msstat | Mistat] (4.123)
6 316 3
Q a o? a2
K - N_h[ al-4) —al-%)| ¥ -% ] .
b lrai-%) o-9 | -¢ <
(6% az
=h|a(l— E)Kstat | EKstat , (4.124)

a l—«

l-a l1-«
C = nb[lg 6
6 3

] =[(1 — @)Cystat | @Costat] - (4.125)

oL wQ
wl® olQ

Koricowa postac¢ rownania ruchu opisuje rownowage sit na brzegu obszaru 2.
Wektor weztowych predkosci g zawiera predkoéci q, w chwili poczatkowe;j
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1.0 ; ; 1.0 ;
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Rysunek 4.24: Przemieszczenia swobodnego korica preta, uzyskane metoda ele-
mentoéw czasoprzestrzennych z pelng macierza mas, przy a=0,51 a=1,0.

1.0 1.0

M l MMMA M J‘M I 05

A

nall Qo |
SEVIFRMENAR RNV NE T

-1.0 -1.0 .
0 50 100 150 200 250 300 350 400 0 50 100 150 200 250 300 350 400
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0.5

amplituda
amplituda

Rysunek 4.25: Przemieszczenia swobodnego konca preta, uzyskane metoda ele-
mentoéw czasoprzestrzennych z diagonalng macierza mas, przy a=0,51 a=1,0.

t = 0 oraz q, w chwili konicowej t = h

(M+C+K){9a}:0. (4.126)
Uy

Otrzymujemy réwnanie macierzowe, w ktérym niewiadoma jest ¢,. Rys. 4.24
pokazuje wykres w czasie przemieszczen osiowych swobodnego kotica preta,
pod wpltywem impulsu poczatkowego. Rys. 4.25 pokazuje z kolei wynik iden-
tycznego zadania, lecz z zastosowaniem diagonalnej macierzy bezwladnosci.

Przyktad drgan struny obciazonej ruchoma sita

Schemat zadania (rys. 4.26) jak i wyniki do por6wnan zaczerpnieto z pracy
[41]. Autorzy przeprowadzili obliczenia metodami Fouriera i d’Alemberta.
Ponizej identyczne zadanie rozwigzano metoda elementéw czasoprzestrzen-
nych, wedtug sformutowania predko$ciowego.
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P(t) |V
< Y Tg
- = - -
k 02
m
kg ¢y

Rysunek 4.26: Schemat struny obciazonej ruchoma sita.

Przyjeto nastepujace dane liczbowe: dlugosé struny L=100 m, napiecie
To=10 kN, gestos¢ masy p=0,89 kg/m, sita skupiona Py=90 N, masa sku-
piona m=10 kg, ttumienie ¢;=co=0. Przyjeto wariant warunkowo stabilny
metody z parametrem a=0,5 i ttumieniem numerycznym ~=0,1.

W pierwszym przypadku przyjeto m=ci=co=0. Sita P(t) = Pysinwt
byta sila sinusoidalnie zmienng, o czestosci w=0,4 (odpowiadalo to liczbie
40 cykli na przestrzeni 200 m). Predkos¢ v wynosita 79,5 m/s (co odpowia-
dato predkosci 0,75 ¢). Na rys. 4.27 pokazano przemieszczenia poprzeczne
w wybranych chwilach. Kreska pionowa na trzech pierwszych wykresach
zaznaczono potozenie sity. Linia gruba obrazuje wyniki uzyskane metoda
elementéw czasoprzestrzennych, a linia cienka — metoda Fouriera. Widaé
bardzo dobra zgodnos¢ obu rozwigzari. Drugi przypadek jest bardziej zto-
zony. Zawiera w potowie przesta podpore, ztozona z dwoch sprezyn ky, ko
i masy m. Jadaca z predkoscia v=79,5 m/s sita jest stata. Na rys. 4.28
przedstawiajacym wyniki, gruba pionows kreska oznaczono podpore. Oba
rozwigzania, metoda elementéw czasoprzestrzennych i metoda Fouriera, po-
krywaja sie. W cytowanej juz pracy [41] wyniki otrzymane metoda falowa
jakosciowo odbiegaja od obu rezultatéw pokazanych na rys. 4.28.

4.5.3. 0golny przypadek sprezystosci
Zajmiemy sie teraz ogdlniejszym podejsciem pozwalajacym na dyskretyzacje

dowolnego zadania dynamiki uktadow ciggtych.
Jezeli okreslimy odksztalcenia e jako

e =Du, (4.127)
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Rysunek 4.27: Przemieszczenia poprzeczne struny w chwilach réwnych 0,3, 0,7,
1,0, 1,21 1,5 czasu pelnego przejazdu (linia cienka — metoda Fouriera, linia gruba
— metoda elementéw czasoprzestrzennych).

o
I
e ——
—f

Rysunek 4.28: Przemieszczenia poprzeczne struny co 0,2 czasu pelnego przejazdu
(linia cienka — metoda Fouriera [42], linia gruba — metoda elementéw czasoprze-
strzennych).
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gdzie D jest operatorem rézniczkowym, za$ naprezenia o jako
o =Ee, (4.128)

oraz jesli przyjmiemy dystrybucje wirtualnych predkosci v*, to réwnanie prac
wirtualnych, wyrazone w predkosciach przyjmie nastepujaca postac:

/(V*)Tpa—VdQ + / T edQ + / (v InvdQ=0. (4.129)
0 ot 0 0
Przemieszczenie u(t) okresla catka
t
u(t) =ug + / vdt. (4.130)
0
Po uwzglednieniu (4.127), (4.128) i (4.130) otrzymujemy:

ov t
T H Z2d0 /D OTE Dug dQ / D *TED/ dt| dQ
Lo Grans [ @viEpwaas [ |ovTED[ varl o

Q
Eo

+/(V*)T772v dQ=0. (4.131)
Q

Nastepnie wprowadzimy formuty interpolacyjne:
v=Nqg i v =N*q. (4.132)

Ostatecznie mamy:
t ON T
{/ [(DN*)TED/ th} dQ +/ (N9 Tp ——=dQ +/ (N9 Ty, NdQ} q+
Q 0 Q ot Q
+ / (DN EeydQ=0. (4.133)
Q

Jedli przyjmiemy jak poprzednio dystrybucje wirtualnych przemieszczen za-
leznych od parametrow weztowych okreslonych w chwili t=h, to w wyrazeniu
(4.133) otrzymamy zerowe gorne potowy macierzy M, K i wektora s. Tak
jak poprzednio mozemy sterowa¢ wlasnosciami procedury za pomoca para-
metru .

Przy tej okazji nasuwa sie pewien wniosek dotyczacy kosztu obliczenio-
wego otrzymanej formuty. Cofnaé¢ sie musimy do przyjetych wirtualnych
rozktadow parametrow weztowych. Dystrybucja Diraca wzgledem czasu
sprowadza problem catkowania w objetosci elementu czasoprzestrzennego {2
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do catkowania na powierzchni ¢t = ah, wzgledem zmiennych przestrzennych
x,vy, z. Redukuje to koszt obliczen, w poréwnaniu z kosztem procedur uzy-
skanych z zastosowaniem klasycznej, liniowej interpolacji parametréw wirtu-
alnych wzgledem czasu.

W przypadku rownania (4.133) obszary catkowania upraszczaja sie z ob-
jetosci czasoprzestrzennej 2 do powierzchni czasoprzestrzennej (objetosci
rzeczywistej) V(ah). Pierwsza calka zawiera sktadnik calkowany w gra-
nicach [0,¢]. Z uwagi na powyzsze wnioski dotyczace catki z dystrybucji,
pozostaje dokonaé catkowania w granicach [0, ah]. Przyjecie liniowych funk-
cji podcatkowych N pozwala wyznaczyé¢ srednia wartosé¢ podcatkowa przy
t = ah/2 i przemnozy¢ przez dlugosé¢ przedziatu ah. Wowcezas macierz
sztywnosci, bezwladnosci i wektor naprezen poczatkowych, opisujace ele-
ment czasoprzestrzenny maja posta¢ nastepujaca:

= X T X, v s .
K = //VM(DNah( NTE DN(x,ah/2)dV -ah ,  (4.134)

M = //V Ngh(x)deV, (4.135)

Z = //V NZT, (x)n. N(x,ah)dV , (4.136)

s = // (DNon(x))' E godV . (4.137)
Van

Van oznacza przekrdj elementu czasoprzestrzennego przy ¢ = ah. Ny jest
macierzg funkcji interpolujacych, okreslonych na powierzchni V.5, N(x, -) zas
jest macierza funkcji interpolujacych w objetosci 2, wyznaczonych w okre-
slonej chwili. Zmiana granic calkowania daje jeszcze tatwiejsze do nume-
rycznych obliczeri formuly okreslajace macierze charakterystyczne. Macierze
(4.134), (4.135) i (4.136) maja wymiar N x 2N (N — catkowita liczba stopni
swobody). Wiaza one chwile ¢; i t;41.

Jesli funkcje rzeczywistego rozktadu predkosci sg liniowe to w przybli-
zeniu odpowiada to omowionej wczesniej procedurze przy a=0,5. Zwiazki
identyczne uzyska sie przy malych deformacjach, kiedy x; = x;41. Przy
duzych deformacjach geometrie przyjmuje sie w srodku ciezkosci elementu,
a wiec przy odksztatceniach dodatnich powyzej a=0,5, a przy ujemnych —
ponizej a=0,5.

4.5.4. Inne funkcje predkosci wirtualnych

Sposéb postepowania jest identyczny jak w przypadku funkcji wirtualnej
przyjetej wedtug wzoru (4.100). Rozpatrzymy i zbadamy wlasnodci innego
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typu funkcji wirtualnych. Doktadno$¢ i stabilno$¢ rozwigzania zalezy od
ksztaltu funkcji. W dalszej czesci podamy macierze sztywnosci i bezwtad-
nosci elementu preta, otrzymane przy réznych funkcjach wirtualnych. Osza-
cujemy tez btad metody dyskretnej [31].

Rownowaga globalna (funkcja kapeluszowa)

Postulujemy réwnowage globalna w przedziale [0, h]. Przyjmujemy funkcje
o stalej wartosci (np. rownej 1) w rozpatrywanym przedziale (rys. 4.29a)

v (z,t) = (1 — %)vg + %04 . (4.138)

Wynikowe macierze sztywnosci i bezwladnosci majg postaé

a b C

Rysunek 4.29: Funkcje wirtualne: a - kapeluszowa, b - trojkatna, ¢ - daszkowa.

1 1 1 1
EAh 3 73 5 6
K:—b B 1‘ BEEE (4.139)
3 3 6 6
1 1 1 1
pAb | =3 TG | 3 &
M:T R ] . (4.140)
5 31 6 3

Przemieszczenia w chwili nastepnej wyznaczamy na podstawie §redniej pred-
kosci qi+1 = @i +h(vi+vit1)/2. Jest to wyrazenie (4.104) przy 1/2 < 5 < 1.

Funkcja tréjkatna

W przedziale [0, h] przyjmujemy rozktad funkcji wirtualnej w czasie w ksztal-
cie trojkata (rys. 4.29b)
.t Tt

v*(ac,t) = (1—E)EU3+EEU4 . (4141)
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Macierze sztywnosci i bezwtadnosci maja w tym przypadku postaé

5 5 1 1
EAR 4 s 73
K - 2an 24 24 8 8 ] ’ (4.142)
b _ 35 5 _1 1
24 2 8 8
1 1 11
_pAb| "6 T3 | 6 12
M_T IR Y l] . (4.143)
12 61 12 6
Z warunku stabilnosci otrzymujemy parametr 2/3 < 5 <1

Funkcja daszkowa

W tym przypadku przyjmujemy rozktad funkcji wirtualnej w czasie w ksztal-
cie trojkata jak na rys. 4.29c¢)

ot {(1—%)%v3+%%v4, przy 0<t<t/2,
v (x,t) =
(1—4) (-2 +2)v3+ L£(—2L +2)vy przy t/2<t<h.
(4.144)
Macierze sztywnosci i bezwladnosci maja w tym przypadku postaé
17 17 7 7
K- ZAh| % T % e (4.145)
b w1 7| '
96 96 96 96
1 1 11
pAb | TF Ti2 | & 12
M — T 1 1 1 1 ] (4146)
12 76 2 6
Z warunku stabilnosci otrzymujemy parametr 3/4 < 5 <1

Rownowaga punktowa

Rozktad predkosci wirtualnej w postaci funkcji Diraca opisano w rozdz. 4.5.1.
Przeanalizujemy proces opisany réwnaniem (4.106). Rozwiniecie predkosci
i przemieszczenia w szereg Taylora przedstawiamy ponizej

1
Vigl = <1 — aw’h® + §a3w4h4 + O(h6)> v; +
1
+ (—w2h + §a2w4h3 + O(h5)> U , (4.147)
uiyr = (h—w?ha(l —a)+ O(h%)) v; +

+ <1 — WA (1 —a) + %w4h40z2(1 —a)+ O(hG)) u; .
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Parametr w? = k/m jest kwadratem czestoéci wlasnej. Pamietajac o rozwi-
nieciach funkcji trygonometrycznych mozemy oszacowac btad metody. W tym
celu nalezy nalezy rozpatrze¢ dwa przypadki: v(0) = 0, u(0) = 1 oraz
v(0) = 1, u(0) = 0 i przyrownac¢ wyniki (4.147) do rozwinie¢ rozwiazan
cistych. Otrzymamy woéwczas btad predkosci €”

e, = wih? (o — ! + wiht 1 a—B O(h%) (4.148)

" 2 24 2 ’ '

v sl o 5
oraz btad przemieszczen e*
1

ey = w?n? <a(1 —a) — 6) +O(h) (4.150)
e (o) ret (L Ca—w) +oms (4.151)

22 2 24 2 ' '

Dolne indeksy oznaczaja element macierzy przejscia (4.106). Widzimy, ze
przy « = 1/2 znikaja czlony drugiego stopnia. Blad wynosi w tym przy-
padku 1/12 h? + O(h%).

Podobng analize btedu mozna przeprowadzi¢ réwniez w przypadku wcze-
$niej pokazanych funkcji wirtualnych predkosci. Oszacowanie pozostawiamy
czytelnikowi.

Wryniki przyktadowych obliczen przedstawia rys. 4.30. Struna obcigzona
jest sila poruszajaca sie ze stala predkoscia. Sporzadzono wykresy w prze-
dziale od 0,1 ¢do 1,0 ¢, co 0,1 ¢ wartosci predkosdci fali ¢. Przedstawiono prze-
mieszczenie pionowe punktu pod sily oraz przemieszczenie pionowe srodka
struny.

4.5.5. Przyktady obliczeniowe
Deformacja lepkoplastyczna

Przyjecie lepkoplastycznego modelu ciata prowadzi do znacznych uprosz-
czen. Jednorodny, izotropowy i niescisliwy materiat opisano wedlug prawa
Nortona-Hoffa [85].
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Rysunek 4.30: Przemieszczenia pod sila (a) oraz w srodku struny (b).

Dewiatorowa cze$¢ tensora naprezen Cauchy’ego 7/ przedstawia zaleznos$cé

e
. W , (4.152)

gdzie:
1
& =5 (gradv + grad’v) = Dv , (4.153)

/2
D= géT €, (4.154)

a K i m sa stalymi. Praca wirtualna w warstwie czasoprzestrzennej wy-
raza sie catka

/oh /v(v*)TP %dez + /Oh /V(é*)TT/dQ - /oh /av(v*)T e ((12.155)

Rozpatrzmy krotko drugi czton, gdyz tylko on rézni sie od odpowiedniego
cztonu w rownaniu (4.129). Interpolacja predkosci wirtualnych uwzgledniona
w (4.153) i rzeczywistych, uwzgledniona w (4.152) pozwala zapisaé¢ ten czlon
w postaci nastepujace;j:

T *\T K .
/Qq (DN*) WPNdQ . (4.156)

W efekcie przeksztatcen macierz odpowiadajaca temu czlonowi a zwigzana
z energia potencjalna bedzie miata posta¢ nastepujaca:

h
= X T X, X . .
K_/O /Vah(DNah( N E DN(x, ah) dV dt (4.157)
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Przy poréwnaniu powyzszego zwiazku z macierza sztywnoéci odpowiadajaca
przypadkowi sprezystemu (4.134) dostrzegamy, ze druga w iloczynie funkcja
ksztaltu okreslona jest w innej chwili oraz ze brak jest mnoznika ah. Inny jest
tez obszar catkowania. Ponadto macierz E jest teraz zalezna od predkosci
odksztatceri. Réwnanie koricowe ma wiec postac

(K+M+Z)g=F. (4.158)

Warunek niescisliwosci
divv =0 (4.159)

wchodzacy w sktad funkcji kary mozna tatwo rozwinaé¢ w odpowiednia for-
mute. Czton funkcji kary obcigzajacy funkcjonal ma postac:

1 1

FAdiv v divy = 5qT / (DN*)TADNAQ - q , (4.160)
Q

gdzie A jest wspoétczynnikiem funkcji kary a macierz A w zadaniu dwuwy-

miarowym ma posta¢ nastapujaca:
1 10
A=X|1 1 0] . (4.161)
0 0 0

Zgniatanie kwadratowej tarczy Wykonano oblicznia deformowanego kwadratu
podpartego na dolnej krawedzi. Nadano mu predkos¢ poczatkowa vg. Przy-
jeto materiat lepkoplastyczny o nastepujacych danych: K=10° Ns/m?, m—0,1,
p—1,0 kg/m3, oraz vo—1 m/s. Obliczenia wykonano przy réznym kroku cza-
sowym i przy réoznych wartosciach parametru «. Potozenie prawego goérnego
naroza w czasie przedstawia rys. 4.31. Krok czasowy h=0,1-107%s jest dosta-
tecznie maly i wyniki mozna uznaé za doktadne. Przy duzym kroku czaso-
wym h=>5-10"%s rozwigzanie przybliza sie do doktadnego (za takie przyjeto
tu rozwiazanie uzyskane przy maltym kroku czasowym i schemacie niejaw-
nym, z parametrem « =0,5) wraz z przyjmowaniem coraz mniejszej wartosci
parametru a (od 1,0 do 0,5), tj. przy obliczeniach wykonywanych procedura
niejawna.

Nasuwa sie wniosek, potwierdzajacy zreszta opinie wyrazane w wielu
pracach, ze nie mozna kategorycznie stwierdzi¢, ktora z procedur, jawna czy
niejawna, jest skuteczniejsza. O ile procedura jawna zmierza do wyniku
kazdego etapu jednokrokowo, to wymaga wiekszej liczby krokéw o krotszym
kroku czasowym h (h=1-107%s, o =1). Procedura niejawna pozwala na
znaczne wydluzenie kroku czasowego, ale wymaga iteracyjnego dochodzenia
do rozwigzania w kazdym kroku (h=5-107%s, a=0,5). Sumaryczny koszt
obliczeni jest w obu przypadkach podobny.
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Rysunek 4.31: Pionowa wspoélrzedna naroznego wezla w czasie.

Przyktad kucia Kolejne obliczenia wykonano rozwijajac przyktad zaczerp-
niety z pracy [44]. Cwiartka ptaskiego, o$miokatnego obszaru (rys. 4.32) &ci-
skana jest za stata predkoscia v=0,1. Przyjeto material lepkoplastyczny we-
dtug zwigzkéw podanych w ww. pracy. State materiatowe wynosza: m=0,1,
K—=1, p—0,0. Obliczenia prowadzono przy kroku At—1. Na gornej po-
wierzchni uwzgledniono tarcie proporcjonalne do predkosci stycznej wezlow
vg: T'=—Bvg ™ Ty (8=0,05). Zdeformowang siatke elementéw wraz z uogol-
nionymi odksztatceniami uwidoczniono na rys. 4.33.

—
B

5.0

- =~ 10

Rysunek 4.32: Schemat obszaru poddanego $ciskaniu.
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Rysunek 4.33: Zdeformowana siatka elementéw oraz uogédlnione odksztalcenia
rejestrowane co 10 krokéw obliczeniowych, przy ¢=0, 10, 20, 30.

Zderzenie walca Kolejny przyktad dotyczy walca o wysokosci H=3,24 cm,
promieniu R—0,32 cm, gestoi¢ materiatu p—8,93 g/cm?. Material lepko-
plastyczny o parametrach: m=0,1, K=0,005. Walec uderza z predkoscia
v=0,0227 cm/ps w sztywny fundament. Przyjeto idealny poslizg w miej-

scu kontaktu z podpora. Obliczenia wykonano przy a=0,5 i kroku czaso-
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wym h=1,0 us. Rys. 4.34 prezentuje zdeformowang siatke elementéw oraz
uogoblnione odksztatcenia po 80 ps. Maksymalne odksztalcenie zarejestro-

Rysunek 4.34: Siatka elementow oraz uogolnione odksztalcenia po 80 us.

wane w chwili t=80 us wynosi 3,04, konicowa wysokos¢ 2,014 cm, konicowy
promieri 0,707 cm. Mozna poréwnaé otrzymane rezultaty z innymi publi-
kowanymi wynikami, dotyczacymi tego samego zadania. Autorzy opisuja w
swoich pracach inny material (np. sprezysto-plastyczny ze wzmocnieniem)
oraz réznorodne techniki obliczeniowe, co powoduje, ze poréwnanie nie jest
jednoznaczne. Otrzymuja oni, z dos¢ duzym rozrzutem, wartosci zebrane
w tablicy 4.2 [55, 72]. Mimo réznych modeli reologicznych zbiezno$¢ wyni-
kéw m.e.cz. z warto$ciami uzyskanymi przez innych autoréw jest dostatecz-
nie dobra.

Zgniatanie cylindra Innym przyktadem jest osiowo—symetryczny cylinder $ci-
skany ze stala predkosciag v=180 km/h. Siatka podziatu zawiera 1250 ele-
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Tablica 4.2: Poréwnanie wynikow testu zderzenia walca.

program koricowa, koncowy maks.
dl. [em| | promien [cm)] odkszt.
wg [72] 2-wym. 0,711 2,147 3,00
wg [72| 3—-wym. 0,711 2,147 3,09
DYNA2D® 0,707 | 2,1432152 | 2,54 3,21
DYNA3D 0,703 2,147 2,96
MARC 0,702 2,166 3,24b
3,00¢
NIKE2D? 0,707 2147 2,97
0,712 2,076 3,03
4-weztowe czworokaty [161]¢ 0,710 2,147
3-weztowe trojkaty [161]° 0,710 2,147
4-weztowe czworokaty [161]° 0,707 2,147
4-weztowe czworosciany [161]° 0,714 2.164 3,03
m. e. cz. 0,707 2,014 3,04

“Rozni autorzy podaja rozne dane, zalezne od przyjetych parametrow obliczeniowych.
bsrednia wartos¢ w elemencie.

“Warto$¢ weztowa, ekstrapolowana z punktéw Gaussa.

dsformutowanie standardowe mieszane

‘sformutowanie mieszane stabilizowane

mentéw czworokatnych. Schemat zadania przedstawia rysunek 4.35. Ry-
sunek 4.36 przedstawia kolejne fazy deformacji cylindra zakoriczona znisz-
czeniem strefy podparcia. Rysunek 4.37 pokazuje pierwsza, trzecia i piata
faze zgniatania w aksonometrii. W celu poréwnania jakosciowego przed-
stawi¢ mozna wynik eksperymentu. Zgniatano cylinder ze stopu glinowo-
magnezowego AlMgSi05, o wysokosci H=100 mm i masie m=40 g. Zgniotu
dokonano przez uderzenie spadajacag z wysokosci 5 m masa 19 kg. Rys. 4.38
przedstawia wynik eksperymentu.
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| 10.0
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Rysunek 4.35: Schemat Sciskania lepkoplastycznego cylindra.
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v=180 km/h

Rysunek 4.36: Kolejne fazy deformacji cylindra.
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4.6. Metodaelementéw czasoprzestrzennych a inne metody ob-
liczeniowe

4.6.1. Zbiezno$¢ metody

Btad metody szacuje sie jako réznice miedzy rozwigzaniem doktadnym a przy-
blizonym. Scistym rozwigzaniem réwnania (4.97) jest sinusoida z = Asinwt+
Bceoswt, ze stalymi A i B wyznaczanymi z warunkow poczatkowych. Wy-
starczy od rozwiniecia rozwigzania dokladnego w szereg Maclaurina odja¢
rozwigzanie (4.106), aby wyznaczy¢ blad kroku [0, h]. Najkorzystniejszym,
z punktu widzenia zbieznosci, jest przypadek a = 1/2. Rozwigzanie przy-
blizone zbiega do rozwiazania Scistego z btedem proporcjonalnym do trze-
ciej potegi kroku At. W tabeli 4.3 dokonano podsumowania réznych wa-
riantéw metody. Kombinacja liniowa wariantéw okreslonych przy réznych

Tablica 4.3: Stopien zbieznosci metod.

metoda stopieri btedu  wspotezynnik
m.e.cz. a =0 At? %
_1 2 1
m.e.cz. =y At I
1 3 1
m.e.cz. @ =3 At P
m.e.cz. a = g At? ‘/52_1
_ 3 2 1
m.e.cz. =3 At I
m.e.cz. =1 At? %
_ 2 1
m.e.cz. v* =1 (4.163) At 5
Runge-Kutta 2 rz. A3 %
5 1
Runge-Kutta 4 rz. At 20

a pozwala poprawi¢ doktadnos$é. Przyjecie funkcji wirtualnej w postaci
> wid(t/h—ay), gdzie a; sa wspolrzednymi pikow, a w; wielkoscig (waga)
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tych pikéw, predkosé v;11 wyznacza sie formula
kh? 2
S (- - 0= ap)?) w LY

kh2a? Vi
Zj <1 + 2mJ> wy
(4.162)

Jedli przyjmie sie a1=0, as=1/2, az=1, wowczas otrzyma sie odpowied-
nie wspotczynniki wj: wi;=1/6, we = 2/3, w3=1/6. Rozwigzanie ma btad
O(h*) (doktadnie h*/12 + O(h®)). Dobierajac potozenie kolejnych pikow
mozna wyzerowac kolejne cztony opisujace btad lokalny rozwigzania. W ten
sposob mozemy skonstruowaé uktad rownan algebraicznych, w ktérym nie-
wiadomymi beda udzialy poszczegbdlnych pikéw Diraca w koricowej funkcji
wirtualnej predkosci. Odrebnym problemem jest dobor polozenia «; funkcji
typu 0(t—a;h). Mozna to zrobi¢ optymalnie, redukujac btad i wymagajac za-
razem spelnienia okreslonego kryterium przez wynikowe wspotczynniki (np.
aby byly one jednakowego znaku). Zagadnieniem tym nie bedziemy sie tutaj
dalej zajmowac.

Vi1 = T .

kh2a?

ZAF+2M>WJ

W podobny sposéb jak w p. 4.5.1 mozna wyprowadzi¢ cala rodzine sche-
matéw obliczeniowych, rozniacych sie ksztaltem funkcji wirtualnej przyjetej
przy wyprowadzeniu, a tym samym rézniacych sie miejscem, w ktérym usta-
lana jest réwnowaga. Na uwage zasluguje jeszcze schemat uzyskany przy
globalnej réownowadze, gdy funkcja wirtualna predkosci jest réwna jednosci
w calym przedziale czasowym h, poza krancami przedziatu, gdzie wartosci
sa rowne zeru. Formuta wynikowa przedstawia sie nastepujaco:

1k kp, 1
Vig1 = TIZF?Q v — mk w7 Tiy Tit1 = T + —h(vi + Ui-i-l) . (4.163)
I+a% 1+ue 2

Schemat (4.163) ma btad lokalny O(h?) (doktadnie h3/12) i jest warunkowo
stabilny. Warunek stabilnosci narzuca ograniczenie wh < 2/3.

Operator a; formuly réznicowej y;11 = a1y; + asy;—1 dla wybranych
metod przedstawiono w tablicy 4.4. Rysunek 4.39 ilustruje blad fazowy
wybranych metod catkowania réwnania rézniczkowego ruchu.

Mozna wykazaé, ze przy a = /23 (8 — parametr metody Newmarka)
schemat (4.106) odpowiada metodzie Newmarka. Nalezy tu zaznaczy¢, ze
identyczno$¢ metody Newmarka i metody elementéw czasoprzestrzennych
ogranicza sie jedynie do przypadku z zerowa macierza ttumienia. W ogdlnym
przypadku pelnej analogii nie udalo sie dotad pokazac.
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Tablica 4.4: Operatory réznych schematéw roznicowych catkowania réwnania
rézniczkowego.

metoda operator
m. réznic centralnych 2—-kK
m. trapezéw %
m. Newmarka: B=1/4, v=1/2 %
B=1/6,v=1/2 N
5=1/12, y=1/2 202 )
B=0, v=1/2 2—kK
m.e.cz. — formuta przemieszczeniowa: klasyczna (n=0) 4(5::)
0=5/4 S
n=5/2 57r
m.e.cz. — formuta predkosciowa: a—0 2—-K
a=1/2 e
o= V22 e
a=1 2%{
formuta z v* =1 (4.163) 4?_::)

4.6.2. Btad fazowy

Btad fazowy schematu catkowania wyrazonego w predkosciach okresla iloraz

T w
P=—=—. 4.164
T w! ( )
Rownanie charakterystyczne schematu opisanego przez (4.106) ma postac
N — (Ti1 + Too) A + (T12To1 — T Tae) = 0, (4.165)

gdzie T;; sa elementami macierzy przejscia (4.106). Rozwigzaniem (4.165)
sa liczby

Kk +2 — k £iy/k(202K + 4 — k)
@’k + 2

k
— - 4.166
)\1/2 y R m ( )
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T /T

a=12/2; M.T.
ME.Cz., n=125
M.N., B=1/4,n=1/2

1 - M.E.Cz., 1 =0
a=0.25
| 0=0.0; M.R.C.
O T T T T T wh
0 1 2 3 4 5 6

M.R.C. — metoda réznic centralnych
M.T. — metoda trapezow
M.N. — metoda Newmarka
M.E.Cz. — metoda elementéw czasoprzestrzennych, w sformutowaniu trady-
cyjnym oraz ze zmodyfikowang funkcjg wirtualng

Rysunek 4.39: Blad fazowy metody elementow czasoprzestrzennych w sformuto-
waniu predko$ciowym, zaleznym od parametru «, na tle réznych metod catkowania
rownania roézniczkowego ruchu.

Poniewaz czestos¢ w schemacie numerycznym okresla sie przez

p_o Sy, 1 SO
tgw'h = w = harctg o) (4.167)

wobec tego btad fazowy wynosi

p= Vr , (4.168)
k(202 k+4—kK)

arctg (—QQHHH )

a w granicy

lim P = 0. (4.169)

k—0
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Pytanie, ktéry wariant metody, jawny czy niejawny, nalezy przyjaé¢ w da-
nych obliczeniach jest nadal aktualne. Nizej podane podsumowanie cze-
sciowo charakteryzuje podstawowe cechy obu tych grup.

Metody niejawne

e Metody niejawne sa zwykle bezwarunkowo stabilne. Wielko§é kroku
czasowego uzalezniona jest tylko od wymaganej doktadnosci.

e Obliczenia wymagaja wiekszej liczby operacji arytmetycznych przypa-
dajacych na jeden krok obliczeniowy oraz wiekszej pamieci operacyjnej.

e Kryteria doktadnosci wymagaja, by krok czasowy wynosit ok. 1/100
podstawowego okresu drgan.

e Algorytmy wymagaja rozktadu macierzy na czynniki (faktoryzacji).
e Metody niejawne sa dogodne w analizie zagadnien inercyjnych.

e Metody niejawne zaleca sie stosowac do ustrojow zginanych, ze wzgledu
na duza warto$¢ najwyzszych czestosci drgan w poréwnaniu z okresem
podstawowym.

o Efektywnosé tej grupy metod spada przy analizie ukladow wielowy-
miarowych.

Metody jawne
e Warunki stabilnodci ograniczaja krok czasowy metod jawnych.

e Obliczenia sg efektywne przy diagonalnej macierzy mas. Konsystentna
macierz mas poprawia dokltadnosé¢ ustrojow zginanych lecz zawyza cze-
stosci, podczas gdy macierz diagonalna czestosci zaniza. Macierz dia-
gonalna modyfikowana [82] (catkowita masa elementu roztozona dia-
gonalnie wedtug proporcji diagonali macierzy konsystentnej) charakte-
ryzuje sie najkorzystniejszymi wtasnosciami.

4.6.3. Zadania bezmasowe

Przyjrzymy sie teraz rozwiazaniom zadan bezmasowych. Zastosujemy do ich
rozwigzania schemat obliczeniowy metody elementéw czasoprzestrzennych.
Rozpatrujemy zadania statyczne, cho¢ proces odksztalcenia materiatu wy-
wotany jest kinematycznie. W ten spos6b mozna uzyska¢ pogladowe wyniki
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procesu quasistatycznego deformacji. Analizowa¢ mozna procesy ksztalto-
wania materialéw w formach, zgniatania podhuznic samochodowych itp.
Zbadajmy stabilnos¢ schematu obliczeniowego predkosciowej metody ele-
mentow czasoprzestrzennych (4.94) przy zerowej wartosci wspotczynnikow
bezwtadnoéci. Zajmiemy sie schematem obliczeniowym uzyskanym przy wir-
tualnej funkcji predkosci w postaci delty Diraca. Przyjmujac mase m = 0
obliczymy moduly wartosci wtasnych macierzy przejscia T w zadaniu o jed-
nym stopniu swobody. Na rys. 4.40 pokazano zaleznos¢ obu wartosci wia-
snych od warto$ci parametru o w przypadku zadania masowego i bezmaso-
wego. W przypadku uktadu inercyjnego najwieksza co do modulu wartosé
wtasna nie przekracza 1 przy a > \/5/2 W zadaniu bezinercyjnym mo-
duly obu wartosci wtasnych sa réwne 1 jedynie przy a = 1. Jest to jedyny
parametr procedury, przy ktérym rozwigzanie jest bezwarunkowo stabilne
w przypadku m = 0. Przyklady obliczenn wykonane przy zerowej macierzy

M>0 M=0

15 15
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~~~Jambda\ i
lambda 2 ===---- Iambda 2 -------

1 / 1
05 05
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lambda
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Rysunek 4.40: Wartosci wtasne macierzy przejScia w zadaniu masowym i bezma-
sowym.

bezwtadnodci przedstawiono w rozdziale 9.1.

4.7. Metoda elementéw czasoprzestrzennych a metoda New-
marka

Poréwnajmy metode elementéw czasoprzestrzennych w ujeciu predkogcio-
wym do metody Newmarka. W tym celu sprowadzimy zapis metody New-
marka do postaci z macierza przejscia. Powiazemy wektor ztozony z predko-
sci i przemieszczenia w chwili nastepnej z takim samym wektorem w chwili
poprzedniej. Zajmiemy sie przypadkiem uproszczonym. Przyjmujac zerowa
waros$¢ funkeji obcigzen oraz brak ttumienia rozpatrzymy drgania swobodne
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niettumione. Wykorzystujac algorytm 4 po odpowiednich przeksztatceniach
mozemy zapisa¢ macierz przejscia

114y he(WW(4B-1)+4)
28(h2w2p+1 23 4(h2w?2p+1
o | PO oy . (4.170)
h 1-h?w?(5—f)
1+h2w23 1+h2w23

Jedli rozwinie sie wyrazy macierzy (4.170) w szereg Taylora i podobnie po-
stapi sie z macierza (4.106), to przy parametrze metody czasoprzestrzennej
a = 1/2 i parametrze metody Newmarka 5 = 1/2 otrzymujemy zgodnosé
obu macierzy na poziomie btedu O(h?)

0 h3wt
AT = ol (4.171)
h3 2
-4 0

Jedynie w przypadku zastosowania wirtualnej funkcji kapeluszowej oraz C =
0 mozna tatwo poréwnaé¢ metode Newmarka z metoda elementéw czaso-
przestrzennych. Otrzymujemy wowczas macierz przeniesienia metody czaso-
przestrzennej w postaci (4.163). Bez trudu spostrzezemy, ze obie macierze
sa sobie rowne w przypadku S = 1/6 i v = 1/2 w metodzie Newmarka.
W zwiazku z tym, o ile nie uwzglednimy tlumienia opisanego macierza C,
otrzymujemy identyczno$¢ obu metod.

Identyczne rozwazania mozna przeprowadzi¢ w metodzie réznic central-
nych i metodzie trapezéw. Sa one szczegdlnym przypadkiem grupy metod
Newmarka.
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Rozdziat

Elementy sympleksowe

Schematy rozwigzania metody elementéw skoriczonych sprowadzaja sie do
uktadéw rownan algebraicznych. Ich rozwigzanie stanowi duzy udziat w kosz-
cie calego procesu obliczeniowego. Liczba operacji arytmetycznych znacznie
wzrasta w zadaniach nieliniowych, wymagajacych wielokrotnego rozwiazy-
wania uktadu rownan w kazdym kroku czasowym. Stosowane sg dwie grupy
metod rozwigzywania uktadéw réwnan: bezposrednie i iteracyjne. Pierw-
sze prowadza do rozwigzania przy jednokrotnym zaangazowaniu macierzy
wspotczynnikow. Stosowany jest tu badz rozklad macierzy na iloczyn dwoch
macierzy trojkatnych, badz bezpogrednia triangularyzacja macierzy. Wyzna-
czenie niewiadomych przy tréjkatnych postaciach macierzy jest natychmia-
stowe. Wrykorzysta¢ mozna rozktad klasyczny LU Gaussa na iloczyn ma-
cierzy trojkatnej dolnej i gornej, metode Cholesky’ego-Banachiewicza UTU
na iloczyn macierzy trojkatnej i jej postaci transponowanej, rozktad Doolit-
tle’a lub Crouta LU z jedynkami na diagonali macierzy L lub U lub rozktad
LDL", 7z diagonalng macierza D oraz macierza trojkatna dolng L. Metody
te charakteryzuja sie malym kosztem obliczeniowym. Rozktad LDLT oraz
rozklad Crouta i Doolittle’a wymagaja n®/6 operacji mnozenia, a rozktad
Gaussa — n3/3 dziatan. Koszt obliczeniowy w ogélnym przypadku zalezy od
szerokosci pasma macierzy wspotczynnikow uktadu rownan. Wada grupy me-
tod rozkladu macierzy jest koniecznos¢ stosowania specjalnych algorytmow
zmniejszajacych szerokos¢ pasma macierzy. W przypadku zadan ptaskich,
zdyskretyzowanych siatka o jednakowej liczbie weztéw w obu kierunkach,
koszt rozwiazania uktadu jest proporcjonalny do czwartej potegi liczby we-
ztow w jednym kierunku siatki. Z kolei w przypadku obszaru w ksztalcie
kostki trojwymiarowej, pokrytej rownomiernie siatka w trzech kierunkach,

125
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koszt ten wzrasta wraz z siodma potega liczby weztéw na jednej krawedzi.
Efekty nieliniowe zadania i konieczno$é¢ iteracyjnego, spowolnionego przez
wzrost liczby weztéw, dochodzenia do réwnowagi sit, jeszcze bardziej wy-
dhuza proces obliczeniowy.

Druga grupa, grupa metod iteracyjnych (np. Jacobiego, Gaussa—Jordana),
rzadziej stosowana w praktyce, pozwala na wtaczenie efektéow nieliniowych
zadania do procesu iteracyjnego rozwigzania uktadu réwnan. W ten spo-
sob zblizanie sie do rozwiazania odbywa sie na bazie rownoczesnie uaktual-
nianych macierzy elementéw. Proces ten mozna prowadzi¢ bez koniecznoéci
formowania macierzy globalnej (lub nawet jej czesci). Jest to wowczas proce-
dura prowadzona ,element po elemencie”. Mimo tej niewatpliwie korzystnej
cechy, catos¢ obliczen jest bardzo kosztowna i narazona na ktopoty zwigzane
ze zbieznoscia i stabilnoscia procesu.

Inna grupe metod iteracyjnych typu ,element po elemencie” prezentuja
np. prace [87, 118]. Koszt obliczeniowy jest jednak duzy i metody tego
typu zaczynaja by¢ atrakcyjne dopiero przy odpowiednio duzych zadaniach.
Niemniej jednak, jak wynika z analizy przedstawionej w pracy [118], zbiez-
nos¢ jest stosunkowo wolna i zalezy od uwarunkowania macierzy (a wiec od
szerokosci pasma macierzy, ksztattu badanego obiektu i parametrow mate-
riatowych elementow). Stwierdzono duza wrazliwo$¢ na efekty nieliniowe.
Zwiekszenie kroku czasowego w zadaniach nieliniowych radykalnie pogarsza
zbieznos¢.

Powyzsze niedogodnodci, a szczegblnie trudne do przewidzenia tempo
zbieznosci metod iteracyjnych sprawiaja, ze chetniej stosuje sie w praktyce
metody bezposrednie.

Nowe mozliwosci otwiera aproksymacja czasoprzestrzenna, przy zastoso-
waniu podobszaréw czasoprzestrzennych o ksztattach sympleksow (rys. 5.1).
Elementy te w rzeczywistej przestrzeni jednowymiarowej oraz w czasie przyj-
muja ksztatt trojkatéow. Elementami o takim ksztalcie mozna modelowaé
prety drgajace osiowo, prety zginane lub struny. Dwuwymiarowe obiekty ta-
kie jak tarcze, ptyty i powtoki w przestrzeni dyskretyzujemy trojkatnymi ele-
mentami, a w czasoprzestrzeni czworoscianami utworzonymi na bazie tychze
trojkatow. Bryly trojwymiarowe w przestrzeni przektadaja sie na nadczwo-
roscienne elementy sympleksowe w czasoprzestrzeni. Nadczworos$ciany sa
tworami w przestrzeni n+1 wymiarowej i maja 5-i (i=1,...,4) weztow w chwili
t; oraz i weztow w chwili £;41.
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Rysunek 5.1: Przyktady elementow o ksztaltach multiplekséw i sympleksow
obiektow jedno, dwu i trojwymiarowych.

5.1. Wiasnosci podziatu czasoprzestrzeni

Warstwe czasoprzestrzenna ograniczona ptaszczyznami ¢; i t;41 mozna wy-
petnié¢ elementami sympleksowymi na wiele sposobow. Odpowiednie wypel-
nienie warstwy czasoprzestrzennej elementami sympleksowymi pozwala uzy-
ska¢ trojkatng macierz wspoétczynnikéw uktadu réwnan bezpogrednio przy
formowaniu macierzy globalnej (rys. 5.2). Przy wytyczaniu podziatu na
trojkaty czasoprzestrzenne nalezy kierowac sie zasada, ze krawedzie ukosne
prowadzimy od punktu (z;, At) do punktu (x;,0), jesli i <j. W ten sposob
otrzymujemy krawedzie ukosne w czasoprzestrzeni. W przeciwnym przy-
padku, tj. ¢ > 7, otrzymujemy krawedzie réwnolegte do osi czasu. Podobnie
postepujemy w zadaniach o wyzszej wymiarowosci przestrzennej. Tok poste-
powanie opisuje algorytm 9. Przyktad wypelnienia objetosci warstwy czaso-
przestrzennej w zadaniu jednowymiarowym pokazano na rys. 5.3. W opisany
sposéb uzyskuje sie macierz wspétczynnikéw uktadu rownan w postaci ma-
cierzy trojkatnej dolnej.

W identyczny sposéb tworzymy warstwe elementow czworosciennych w ob-
szarach dwuwymiarowych w przestrzeni. Obrazuje to rys. 5.3. Przy two-
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Rysunek 5.2: Zapetnienie macierzy globalnej w obszarze jednowymiarowym, przy
trojkatnej siatce elementéw czasoprzestrzennych.

Rysunek 5.3: Wypekienie czasoprzestrzeni w obszarze dwuwymiarowym.
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Algorytm 9 Metoda podziatu czasoprzestrzeni na elementy sympleksowe.

1. Rozpatrujemy kolejne wezty siatki podzialu przestrzennego (np. we-
zel 7).

2. Numerujemy wezly elementéow przestrzennych, stykajacych sie z roz-
patrywanym weztem:

e jezeli numer wezta elementu otaczajacego wezet i jest wiekszy od
1, to wspolrzedna czasowa wezta w czasoprzestrzeni jest rowna 0,

e jezeli numer wezla elementu otoczenia wezta i jest mniejszy od i,
to wspotrzedna czasowa wezta w czasoprzestrzeni jest réwna h,

e jezeli jest to wezel i, wowczas powstaja 2 wezly elementu czaso-
przestrzennego o wspotrzednych czasowych 0 i h.

rzeniu siatki czasoprzestrzennej i budowie macierzy wspotczynnikow nalezy
postapié¢ przeciwnie do algorytmu 9. Otrzymamy wowczas trojkatna gorna
macierz wspolczynnikow. Mozna rozszerzy¢ zasade zapelniania czasoprze-
strzeni elementami sympleksowymi nastepujacym stwierdzeniem: kazdy po-
dzial warstwy czasoprzestrzennej elementami sympleksowymi pozwala roz-
wigza¢ wynikowy uktad rownan wezel po wezle. Nalezy dokonywadé tego do-
bierajac odpowiednia kolejnosé¢ weztéow, wynikajaca ze sposobu zapelnienia
warstwy elementami. Jest to oczywiste, gdyz zmiana kolejnogci réwnan i ko-
lejnodci zmiennych w wektorze niewiadomych zawsze sprowadza taki uktad
rownan do uktadu o macierzy trojkatnej (gornej lub dolnej).
Rozwiazywanie uktadu réwnan o trojkatnej macierzy wspoédlczynnikow
jest efektywne, gdyz mozna bezposrednio przystapi¢ do jego rozwigzywania
rownanie po rownaniu. Wtlasnoscia takiej procedury jest przeptyw informacji
w danej chwili tylko w jednym kierunku: od réwnania pierwszego do ostat-
niego (lub odwrotnie, jesli mamy do czynienia z macierza trojkatna gorna).
W procesie krokowym przebiegajacym w czasie wyraza sie to w ten sposob, ze
przeptyw informacji miedzy weztami siatki przestrzennej w jednym kierunku
ma predkos¢ ograniczona, w drugim za$§ nieograniczong (rys. 5.4a). Proby
numeryczne wykazaty, ze w fazie poczatkowej procesu obliczeniowego obser-
wuje sie pewne réznice wynikéw. W dluzszym okresie obserwacji réznice
te s3 zdominowane przez btedy wynikajace z samego modelu dyskretnego,
wlasnosci metody obliczeniowej czy drgan pasozytniczych. Anizotropia cza-
soprzestrzenna wplywa na wyniki zadan falowych (uderzenia, odbicia fal
itp.). Nie ma istotnego wplywu na wyniki zadan dynamiki konstrukcji. Zja-
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Rysunek 5.4: Ograniczenie predkosci przeptywu informacji (a) oraz izotropowe
wlasnosci czasoprzestrzeni (b).

wisko anizotropii mozna usunaé wprowadzajac specjalny podziat warstwy,
bez uprzywilejowania jakiegokolwiek kierunku (rys. 5.4b).

Druga wtasnoscia praktyczna elementéow sympleksowych jest mozliwosé
rozseparowania uktadu réwnan pozwala na podzial konstrukcji na podob-
szary i rozwiazywanie ukladu réwnan partiami. Cata konstrukcja, za wy-
jatkiem miejsc sklejenia podobszaréw, moze byé modelowana elementami
typu ,multipleks”, a wiec w sposob klasyczny. Jedynie w miejscach sklejenia
umieszcza sie elementy typu ,sympleks” (rys. 5.5).Rozwiazanie zadania prze-
biega w dwdch etapach: najpierw rozwiazujemy I poduktad réownan, a na-
stepnie wykorzystujac znane rozwigzanie w wezle na styku obu podobsza-
row — poduktad II. Dzieki temu obliczenia mozna prowadzi¢ na procesorach
rownolegltych. Rys. 5.6 pokazuje na przyktadzie najprostszej siatki elemen-
tow, jak proces obliczeniowy moze zosta¢ rozdzielony na cztery procesory.
Obszar zaangazowania kazdego z nich na rysunku odpowiednio zakreslono.
Poczynajac od wezta najblizszego poczatkowi uktadu wspotrzednych mozna
posuwac sie wraz z czasem, realizujac obliczenia zaznaczonych poduktadéw
elementow. Wieksza liczba procesoréw pozwala na jeszcze wieksze przyspie-
szenie cyklu obliczeniowego.

Elementy wyzszego rzedu, z weztami posrednimi zaréwno wzdluz osi x
jak i ¢, réwniez pozwalaja na skonstruowanie ukltadu réwnan, dajacego sie
rozwiazaé ,wezly po weztach”. Oznacza to, ze mozna wydzieli¢ grupy wezlow
(rys. 5.7), ktore wchodzg do obliczen kolejno. W ten sposob uzyskuje sie
wlasnoéci podobne jak przy elementach prostych, pierwszego rzedu, gdzie do
obliczeri pobiera sie wezly pojedynczo.

Innego rodzaju podzial czasoprzestrzeni proponuje sie w pracach [105,
143]. Wezly rozmieszczone sg na przemian w co drugiej chwili (rys. 5.8). Za-
leta takiego podejscia jest wydhuzenie kroku catkowania (chociaz stabilno$¢
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Rysunek 5.5: Podzial obszaru konstrukecji na podobszary przy wykorzystaniu
elementéw sympleksowych.

Rysunek 5.6: Obszary dzialania poszczegolnych procesoréw w rozwigzaniu wie-
loprocesorowym.

takiego schematu nie w pelni zostala zbadana), izotropia, a przede wszyst-
kim rozseparowanie réwnari uktadu. Pozwala to ograniczyé pewne procesy
iteracyjne (np. przy nieliniowosciach materialowych) do poszczegolnych we-
zlow, bez koniecznodci operowania calymi macierzami. Powazna wada jest
trudnosé¢ w praktycznym stosowaniu takiego podziatlu. Szczegolne ktopoty
pojawiaja sie juz przy wypekianiu nawet nieskomplikowanych obszaréw pta-
skich. Przy brzegach i w narozach obszaru trzeba budowaé tréjwymiarowe
obiekty o nietypowym ksztalcie, rézniace sie od catej reszty siatki. Naktad
pracy w fazie programowania jest jednak tak duzy, ze moze zwroci¢ sie je-
dynie przy wielokrotnie wykonywanych obliczeniach konstrukcji o siatkach
ogromnych rozmiaréow.
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Rysunek 5.7: Budowa i rozwiazywanie ukladu réwnan w przypadku elementéw
czasoprzestrzennych wyzszego rzedu.

Rysunek 5.8: Naprzemianlegle rozmieszczenie weztow elementow.

5.2. Efektywnos$¢ numeryczna

Efektywnos¢ numeryczna jest jedng z podstawowych cech, ktorg nalezy sie
kierowa¢ przy rozwiazywaniu zadan nieliniowych. Znalezienie rozwiazania
w jednym kroku obliczeniowym sktada sie z dwoch etapéw: budowy globalne;j
macierzy wspotczynnikéw, po uprzedniej modyfikacji geometrii i wlasnosci
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materialowych, oraz rozwiazania uktadu réwnan algebraicznych. Na koszt
obliczeniowy procesu catkowania rownania ruchu istotny wplyw ma postaé
macierzy bezwtadnoéci oraz sposéb uwzglednienia ttumienia. Diagonalna
macierz bezwladnosci oraz ttumienie numeryczne, opisane przez kombinacje
macierzy sztywnosci i bezwtadnodci, pozwalaja znacznie skroci¢ i uproscicé
proces obliczeniowy. Uzycie jawnych schematéw catkowania w czasie powo-
duje rozprzezenie réwnan uktadu ze wzgledu na wektor niewiadomych. Jed-
nak w niektorych przypadkach wymaga sie uwzglednienia konsystentnych
macierzy mas i ttumienia. W takich przypadkach konieczno$é rozwiazania
pelnego uktadu réwnan podnosi istotnie koszt.

Najprostsza ocena jakosci algorytmu jest oszacowanie liczby operacji
arytmetycznych koniecznych do przeprowadzenia w jednym kroku oblicze-
niowym. Mozna przyjac¢, ze udzial operacji mnozenia M w ogolnej liczbie
operacji arytmetycznych jest stalty. W metodzie elementéw czasoprzestrzen-
nych liczba mnozen potrzebnych do rozwiazania utworzonego uktadu rownan
(bez fazy wyznaczania wspotezynnikow tego uktadu) zalezy od wielkosci pa-
mieci operacyjnej uzytej do gromadzenia wspélczynnikow. Wynosi ona

M =2sN(c+1) , (5.1)
jesli angazuje sie 3,5 sN(c+ 1)+1,5 sN komorek pamieci, oraz
M =3sN(c+1) , (5.2)

jesli angazuje sie 1,5 sN(c¢+1)+1,5 sN komorek pamieci. Przez komorke pa-
mieci rozumiemy tu porcje pamieci przechowujaca liczbe rzeczywista. Przez
c oznaczamy liczbe weztéw sasiadujacych z pojedynczym weztem siatki, N
jest catkowita liczba stopni swobody, a s jest weztowa liczba stopni swobody.

Poréwnanie pelnego kosztu obliczeniowego jednego kroku metody ele-
mentéw czasoprzestrzennych i metody elementéw skoriczonych potaczonej
z metoda réznic centralnych wymaga poczynienia pewnych zatozeri. W me-
todzie elementéw skoriczonych i réznic centralnych przyjeto:

e tworzenie macierzy wspotczynnikéw na kazdym kroku obliczeniowym,
e symetrie macierzy elementéw i macierzy globalnej,

e regularny brzeg pasma macierzy globalnej (uzupeliony zerami),

e konsystentng macierz bezwladnosci,

e pomijalne ttumienie,

e optymalng numeracje weztow w celu zwezenia szerokosci pasma macie-

rzy,
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10 10 ? 10°? 10 *
liczba wezléw

Rysunek 5.9: Poréwnanie kosztu obliczeniowego metody elementéw skonczonych
i roznic centralnych z metoda elementoéw czasoprzestrzennych.

e wykonywanie mnozen przez zera w obrebie pasma,

e ptaskie zadanie sprezystosci jako zadanie modelowe przyjete do osza-
cowania.

Poréwnanie kosztu obliczeri przedstawiono na rys. 5.9. W celu poréwnania
opisanych wyzej oszacowan (5.1) i (5.2) mozna przytoczy¢ dane literatu-
rowe [131]. Metoda Newmarka wymaga M = Nb?/2n + N(4b + 3) operacji
mnozenia na 1 krok obliczeniowy (n — liczba krokéw obliczeniowych, b —
szeroko$¢ polpasma macierzy). Z kolei metoda Trujillo [131, 171] przy prze-
chowywaniu macierzy w formie potpasma wymaga M = N(4b + 6) operacji,
a przy przechowywaniu macierzy w formie blokowej M = 2sN(c+1)+10 N.
Zestawienie kosztu obliczeniowego poszczegdlnych metod podano w tablicy
5.1. Nalezy zwréci¢ uwage, ze szerokos¢ potpasma macierzy b jest zwykle
proporcjonalna do N'/2 w zadaniach ptaskich i do N'/3 w zadaniach trojwy-
miarowych. W pordéwnaniu pominieto cala grupe metod wykorzystujacych
diagonalne macierze bezwltadnodci i ttumienia. Daja one rozseparowane row-
nania i koszt rozwiazania zadan jest wowczas niski.

Whioski

e Koszt obliczeniowy m. e. cz. rosnie liniowo wraz 7z liczba weztow siatki.

e Liczba operacji w m. e. cz. nie zalezy od sposobu numeracji weztéw
(topologii siatki).

e W metodach klasycznych szerokosé poétpasma b rosnie wraz ze wzro-
stem wielkosci zadania. Liczba operacji arytmetycznych przypada-
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Tablica 5.1: Koszt obliczeniowy poszczegbdlnych metod numerycznych.

metoda liczba mnozen
m. Gaussa (symetria macierzy) NTS + NTQ + %
m. Gaussa (symetria macierzy, pasmowos¢) %bQN

m. e. cz. (wieksza pamie¢ operacyjna) 2sN(c+1)
m. e. cz. (mniejsza pamie¢ operacyjna) 3sN(c+1)
m. Newmarka [131] 4bN + 3N

m. Trujillo (z pétpasmem) [131] 4bN + 6N

m. Trujillo (z zapisem blokowym) [131] 2bN + 10N

jacych na jeden krok obliczeniowy jest woéwczas proporcjonalna do
bN ~ N2.

e Oszacowania sa zgrubne i moga zmienia¢ si¢ znacznie w przypadku
roznych konkretnych zadan.

5.3. Elementy sympleksowe w opisie przemieszczeniowym

W nastepnych rozdziatach wyprowadzimy macierze sztywnosci, bezwtadno-
$ci i ttumienia podstawowych sympleksowych czasoprzestrzennych elemen-
tow skoniczonych. Zajmiemy sie element preta lub struny, element belki $red-
niej grubodci, tarczy, ptyty éredniej grubosci oraz ciata tréjwymiarowego.
Sposéb budowania macierzy jest prosty. Wykorzystujemy znang z metody
elementéw skoniczonych droge postepowania. Jedyna réznica jest uwzgled-
nienie czasu jako dodatkowej wspotrzednej uktadu, w ktérym opisujemy ele-
ment dyskretny.

5.3.1. Trojkatny element preta drgajacego osiowo
Stosujemy liniowy rozktad przemieszczen wewnatrz elementu trojkatnego
u(z,t) = a1z + ast + as , (5.3)

gdzie ay, ao, ag sa stalymi zaleznymi od geometrii elementu i od warto-
Sci weztowych przemieszczen. Inaczej mozna to zapisa¢ we wspotrzednych
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powierzchniowych L;

u = Lquy + Lous + L3ug , (54)
gdzie
1 z t 1
Z] tl 1

i, k, 117, m, n — permutacje numeréw wierzchotkéw trojkata,
A — pole powierzchni trojkata.
Funkcje ksztaltu N;(x,t) wyrazaja sie prosto przez wspotrzedne L;

N = [Ly, Lo, Ls] (5.6)

Operator rozniczkowy D = 9/0, jest jednoelementowy. Jesli poczatek uktadu
wspotrzednych przyjmiemy w srodku ciezkosci trojkata, to macierze sztyw-
nosci K i bezwladnosci M elementu wyraza sie nastepujaco:

K;j = E(tk —t)(tm — tn) , (5.7)
My = P2 (@~ )y — ) (5.5)

Ttumienie zewnetrzne Z ma postaé

Zij = 1wt = i) (@n — 7) | (5.9)

a wewnetrzne, z uwagi na podwojne rézniczkowanie (5.3) jest rowne zero.

5.3.2. Element czasoprzestrzenny belki o Sredniej grubosci

W belce o §redniej grubosci uwzgledniamy efekty $cinania. Zardéwno ugiecie
w jak i obrot 6 wyrazaja sie niezaleznymi funkcjami liniowymi

w | | a1x+axt+asg
{ 0 }_{ bix + bat + b3 } (5-10)
Wspotezynniki a; i b; zaleza od geometrii elementu czasoprzestrzennego. We

wspotrzednych powierzchniowych Lp, Lo, L3 mozna zapisaé zaleznosé prze-
mieszczen od wartosci wezlowych

0 L1601 + Lofy + L3035 ’ )
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gdzie
117 t 1
T tp 1

a A jest polem powierzchni elementu trojkatnego.

Mozna wyznaczy¢ wspotezynniki a;

1
a; = E(t%wl + tg1we + t1ows)

1
az = ﬁ($32w1 + z13w2 + T2 W3) (5.13)

1
az = ﬁ(%tguu + z3tiws + 21tows) |

gdzie x;; = x; — xj, tij = t; —t;. Wspolczynniki b; wyrazaja si¢ podob-
nie. Zawierajg parametry obrotéw 6 zamiast przemieszczen poprzecznych
wg. Wobec catkowitego rozprzezenia ugie¢ i obrotéow tego macierz funkcji
ksztaltu wyraza sie jako macierz diagonalna

L; 0

M:[O M],z:Lz& (5.14)

Odksztatcenia € okreslane sa przez sredni kat $cinania (3 oraz krzywizne s

sz{g}:{%gﬂ}. (5.15)

Operator rozniczkowy D zawiera pochodne wzgledem zmiennej x i ma na-
stepujaca postac

|
0 2%
Zwiazek konstytutywny okresla macierz sprezystosci E
GA
Q } x 0
{M 0 EI (5:17)

Kolejnym krokiem jest wyznaczenie iloczynéw, zgodnie z ogblnymi wzorami
(4.15) ,(4.16) oraz (4.19) i (4.20), a nastepnie obliczenie calek w obszarze
trojkata. Jesli poczatek uktadu wspotrzednych przyjmiemy w srodku ciez-
kosci trojkata, to mozemy wykorzystac¢ znane reguty

A A
/ dxdt = A, / rdzdt =0, / 2? dedt = —Ex?, / rtdxdt = —Xx;t; .
A A A 12 A 12
(5.18)
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Wynikowa macierz sztywnogdci czasoprzestrzennej sktada sie z 36 elementow,
w klatkach 2x2, przynaleznych do kazdego z weztéow. Jedna z takich klatek
K, przedstawiamy ponizej:

GA ]

tritmn—
4K A mn
GA
pA 4KAtkl(xmtn - xntm)+
- TRl Tmn T
A i
+1Atklxmn

ET !
Etkltmn - ?&xklxmn‘}'

et (g4t — 2yt T+
GA :
4KAtmn(xktl B xltk) ’ +% 7fkltmnzl_z; + xklxnmzl_t;‘i‘
+(tklxnm + xlktmn)z_:gt] +
- 5 (ty — wity) (@t — Tatm) |
(5.19)
Przyjeto oznaczenia: w;; = x; — xj, ty; = t; — tj, Yo = x7 + a3 + a3,

Yt? =12 + 13 + 13, Sat = 11t + Taot2 + T3l

Rys. 5.10 przedstawia amplitudy przemieszczeri swobodnego konca belki
wspornikowej obcigzonej sita skupiona o rozktadzie Heaviside’a, w odnie-
sieniu do wartosci wyznaczonej analitycznie. Wraz ze wzrostem dlugosci
elementéw b w stosunku do wysokosci przekroju poprzecznego H spada do-
ktadnos¢. Przy dtugosci elementu réwnej wysokosci przekroju poprzecznego
btad amplitudy siega 24%.

5.3.3. Czworoscienny element czasoprzestrzenny tarczy

Elementy czworoscienne wypelniaja warstwe czasoprzestrzenna konstrukeji
dwuwymiarowej w sposéb pokazany na rys. 5.3. Wezty siatki moga jednak
wypetniaé¢ czasoprzestrzen z duzo wieksza swoboda. Wyznaczymy macierze
elementu czworosciennego tarczy o weztach (z;,yy,t;). Wprawdzie mozna
wykorzysta¢ wtasnosci catek funkcji liniowych i kwadratowych w obszarze
czworosciennym, jak to czyniono w przypadku trojkatow (rozdz. 5.3.2), to
jednak wynik jest ztozony.
Przyjmiemy liniowy rozklad przemieszczen u w elemencie

_Ju | ] aixt+ay+azt+ay
u(l‘,y,t)—{ " }—{ brac + boy + st + by } . (5.20)
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Rysunek 5.10: Dokladno$é przemieszczenn swobodnego korica belki w zaleznosci
od dlugosci przestrzennej elementow.

W dalszych wyprowadzeniach mozemy postapi¢ jak w p. 5.3.1, dodajac
zmienng przestrzenna y. Funkcje interpolujace mozemy wyrazi¢ wspotrzed-
nymi objetosciowymi L;(z, y, t), rozszerzajac ich definicje przedstawiong w (5.5)
o dodatkows zmienna y. Do caltkowania podcatkowych iloczynéw mozemy
wykorzysta¢ analogiczne do (5.18) reguty catkowania

Jy dedydt =V, / xdxdydt = 0, (5.21)
\%4

v
fy 2* dadydt = L2, /th drdydt = EEwiti . (5.22)

Wynikowe wspotezynniki macierzy mozna w efekcie tego podac jawnie. Mimo
to wpisywanie odpowiednich wyrazeri do programu komputerowego moze by¢
zmudne. Z tego wzgledu zaproponujemy tu inng droge postepowania.

Oznaczamy przez g wektor jednomiandw

g =[z,y,t,1] (5.23)

oraz przez a i b wektory statych wspoétczynnikéow a;, i b;, 1=1,...,4. Mozemy
zapisa¢ przemieszczenia u nastepujaco

f:{ gl‘; } . (5.24)
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Utworzymy macierz G zawierajaca wartosci weztowych wektoréow g

g(r1,y1,t1)
G= : . (5.25)
g(r4,va,t4)
Kolumny macierzy odwrotnej G~! oznaczamy przez r; = [p1;, Dai, P3i, Pai] . -
Macierz ksztattu IN, ztozona z podmacierzy N;, przy takim zapisie ma postaé

1 0
N =[N;,N3,N3,NyJ, , N;=gr; [0 1] . (5.26)

Operator rozniczkowy D,., wiazacy odksztalcenia € i przemieszczenia u za-
leznoscia € = Du, w przypadku dwuwymiarowego stanu naprezenia lub od-
ksztatcenia ma postaé

0
20
D.=|0 |, (5.27)
2 9
oy Oz

a macierz sprezystosci E w przypadku plaskiego stanu naprezenia

1 v 0
E
E=_——|v 1 0 (5.28)
oo

Odpowiednia macierz w zagadnieniu plaskiego stanu odksztalcenia ma po-
dobng postaé

1 (1ZV) 0
E(1l-v) y
0 0 1—2v
2(1—v)

FE jest modutem Younga, a v - wspoétczynnikiem Poissone’a. Przyjmujac po-
czatek uktadu wspotrzednych w srodku ciezkosci czworo$cianu mozna tatwo
przeprowadzi¢ calkowanie macierzy sztywnosci, bezwladnodci i ttumienia.
W efekcie otrzymujemy macierze sztywnosci K, bezwtadnosci M, ttumienia
wewnetrznego W i ttumienia zewnetrznego Z. Ponizej przedstawiamy pod-
macierze o wymiarach 2x2 tych macierzy. Po napisaniu ich przy¢,7 =1,...,4
mozna nimi wypelni¢ macierze elementéw, majace wymiary 8x8:

—1_Ey2p1ip1j + —2(1]1,,)1921‘]92]' —1_Ey2p1ip2j + —2(1€_V)p2ip1j
Kj;=V , (5.30)
T—,2P2iP1j + 21+ P1iP2j  T—,2P2iP2j + 2(1+v) PLiP1j
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M;; = —pV paips; 1, (5.31)
W;; =0, (5.32)
Zij =n.V paip3; 1. (5.33)

I oznacza macierz jednostkowa, a 0 macierz zerowg, obie o wymiarze 2x2.

5.3.4. Czworoscienny element ptyty Sredniej grubosci
Element o liniowych funkcjach ksztattu

Podobnie jak w przypadku belki (rozdz. 5.3.2), przyjmujemy liniowy rozktad
przemieszczenn wewnatrz elementu czworosciennego

w a1 + agy + ast + aq ai...aq . a

0, S =4 biw by tbsttby S=| b by Ti=1p s

6y 1T + coy + c3t + ¢4 Cl...C4 1 c
(5.34)

g jest wektorem zawierajacym jednomiany g(x,y,t) = [z,y,t, 1], a wektory
a, b, ¢ zawieraja wspotczynniki w wielomianach opisujacych rozktad prze-
mieszczenn w elemencie.

Macierz odwrotna do macierzy weztowych wartosci jednomianéw w wierz-
chotkach czworosciennego elementu zapisujemy jako macierz o kolumnach r;,

t=1,...,4, a jej wspotczynniki oznaczamy przez p;;, ¢,j = 1,...,4
-1
g’ (x1,y1,t1) Pin e Pi4
G l= : =[ry,...,rg]= | : | . (535)
g’ (24,4, t4) pa1 o Pad

Czasoprzestrzenna macierz funkcji ksztattu N; bedzie miata postac
Ni = gT(xayat) r; I3><3 . (536)

Sktadowe tensora odksztalcent € zawierajg krzywizny k., Ky i Ky oraz Srednie
katy Scinania (3, i 3,

90z
oz
Ky 90y
Hy %
— — oLl 90
e={ iy (=0 PP b (5.37)
B .
By ox + am
ow
oy 0y
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Wobec tego operator rézniczkowy wystepujacy w zwiazku odksztalceni i prze-
mieszczenn € = Du bedzie mial postaé nastepujaca

- 5 -
72z 0

%

2 L. (5.38)
0
1

o Fo ©o o o
—_

Macierz sprezystodci ma znana postaé

[ D vD 0 0 0]
D 0 0 0
E = =D oo oo |, (5.39)
(sym.) H 0
- H -
h E 5
121—-v’ M

gdzie h jest gruboscia plyty, v — wspotczynnikiem Poissone’a, E i G — mo-
dutem sprezystosci podtuznej i $cinania.

Wykonanie odpowiednich rézniczkowan i scatkowanie wynikowych ilo-
czyndéw macierzowych w obszarze czworos$cianu daje odpowiednie macierze
elementu. Catkowanie mozna uprosci¢, jesli poczatek uktadu wspétrzednych
umiesci sie w srodku ciezkosci czworoscianu.

Macierz funkcji ksztattu, po napisaniu (5.36), zapisujemy w postaci

N = [Ny,...,Ny|, N; = (p1iz+ p2y + pait + pai) Isxs . (5.40)

Odpowiednie komponenty podcatkowe w macierzach elementu zapiszemy
7 wykorzystaniem element6éw p;; odwrotnosci macierzy G~1 (5.35)

0 pi; O
0 0 pou
DNij= |0 p2 pu| , (5.41)
pii gri 0
2 0 gr;
N,

=pa 1 , 5.42
ot P3iLl3x3 ( )
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0 0 0

9 0 0 0

ZDNi= [0 0 0 (5.43)
0 p3 O
0 0 ps

Woéwezas koncowa posta¢ macierzy Kijr, Myji Wik 1 Zijx; elementu cza-
soprzestrzennego plyty sredniej grubosci jest nastepujaca:

K = (pupj + paip2y)HV,

K7 = pupsyHV,

K7 = paps;HV,

K} = paupijHV,

1—v
KiZjQ = pup1; DV + TDV]DQZ']DQJ‘ + HV paipaj +
HV
T {pu‘plj > &% + (prip2y + paipry) > wy + (Pripsj + paipry) > wt+
+ (p2ipsj + psip2;) Dyt + paup2y Yy + paips; tz} ’

1—v
K2 = (vpup2j + ——p2ip1;) DV,

2
K3 = pupoHYV,

1—v
K7 = (vpaiprj + Tplip?j)D‘/a

1—v
K3 = papa DV + —5 DVpuipyj + HVpaipsj +

HV
+ = [pliplj Z 2? + (prip2j + pp1y) Z zy + (p1ip3j + P3ip1s) Z wt+

20
T P2ipP2j ZyQ + (p2ip3j + P3ip2;) Z Yyt + p3ip3; Z ﬂ ; (5.44)
1
2
M;; = b L | PVpsips; (5.45)
h
12
0 p1i D2
Wii=10 pu 0 |nVpsy, (5.46)
0 0 pa

Z;j = paip3jn.V - I3xs3 . (5.47)
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Sumy iloczynéw wspoétrzednych weztow czworoscianu Y zy,..., >yt oraz
sumy kwadratow tych wspotrzednych > 22 itd. wyznaczane sa w ukltadzie
wspotrzednych o poczatku w $rodku ciezkodci czworodcianu.

Przyktad obliczeniowy

Wykonano obliczenia plyty wspornikowej sredniej grubosci, obciazonej row-
nomiernie wzdluz wolnego brzegu (rys. 5.11). Przyjeto obciazenie state
w czasie. Obliczenia wykonano przy nastepujacych danych bezwymiarowych:
[=5,08, b=2,54, E=1, p=1, v=0,3, F=1. Polozenie rownowagi poréwnano
z ugieciami statycznymi otrzymanymi przez innych autoréw. Wyniki zesta-
wiono w tablicy 5.2. Siatka ztozona z niewielu elementéw skoriczonych daje
uklady przesztywnione. Czestosci drgail sa nieco zawyzone a ugiecia zani-
zone. Wynika to nie tylko z przesztywnienia, ale w pewnym stopniu row-
niez z trudniejszego obciazenia w sposob ciagly brzegu w siatce o niewielu
weztach, kiedy to do wspotpracy w siatce sympleksow wezty wlaczaja sie
stopniowo.

Rysunek 5.11: Plyta wspornikowa w zadaniu testowym.

Okazuje sie, ze doktadno$¢ uzyskiwanych w tym przypadku wynikow za-
lezna jest bardziej od modelu elementu skonczonego niz od sposobu catkowa-
nia rownania rézniczkowego w czasie. Wyniki catkowania metoda elementdw
czasoprzestrzennych mozna uznac¢ za dokladne.

5.3.5. Nadczworoscienny element ciata tréjwymiarowego

Elementy maja ksztalt nadczworosdcianu, o 5-¢ weztach w chwili ¢; i ¢ weztach
w chwili ¢;11, i=1,..., 4. Konstrukcja geometrii takich obiektow jest prosta.
Oznaczamy wezly o wspotrzednych x;, y;, z;, t; numerami 1, 2, 3, 4, a wezty
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Tablica 5.2: Zestawienie wynikow obliczen zadan testowych ptyty.

. . . . s Dw w
siatka podziatu | liczba weztéw | ugiecie w | okres T’ NG

QL
2% 1 6 318, 109, ] 0,564 | 4,34
4% 2 15 537, 133, | 0,953 | 3,97
8 x 4 45 720, 157, | 1,277 | 3,37

Inne wartosci poréwnawcze*:

— metoda Ritza 3,47
— doswiadczenia 3,42
— dos$wiadczenia Plunketta 3,50
— elementy skonczone (analiza modalna)

— 2 x 1 (4 elementy trojkatne) 3,39
— 4 x 2 (16 elementow trojkatnych) 3,44

*0.C. Zienkiewicz, Metoda elementéw skoriczonych, Arkady, Warszawa 1972

o identycznych wspotrzednych przestrzennych i czasie ¢;11 numerami 1°, 2’
3’, 1 4’. Kolejne nadczworosciany rozpinamy na weztach (1, 2, 3, 4, 17), (2,
3,4,1,2),(3,4,1’,2,3)1 (4, 1,2, 3", 4"). Wektor przemieszczen punktu
materialnego w trojosiowym stanie odksztatcenia ma postac

f=<¢ v . (5.48)

Odksztalcenia okreslane sa przez odpowiednie pochodne

(

Ex
0
Ey b
e={ = Y= Tw L (5.49)
Yy Vyz
Vyz Vzx
Vzz

Postugujac sie operatorem rézniczkowym D, mozna to zapisaé¢ jako

e=D,f, o=Ee, (5.50)
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gdzie
_ a% 0 0
o)
0 oy 0
0o 0 £
D, = aﬁ aﬁ 0 (5.51)
Oy QI 9
0z (967;
9 9 4
L 0z ox 4

Przemieszczenia wewnatrz elementu interpolowane sg funkcjami ksztattu INj,
i=1,...,4:
f=Nq. (5.52)

Macierz funkcji ksztattu N mozna zapisaé wykorzystujac wspotrzedne obje-
tosciowe L;

Li 0 0
N=[N;,Ny,N3,Ny| , Nj=| 0 L; 0 | =L;-I3. (5.53)
0 0 L

L; = H;/H jest wspolrzedna objetosciowa, a H; i H sg objetosciami cztero-
wymiarowych sympleksow

T Yy oz t T, Y oz
1% Yo A A A
Hi(x,y,2,t) = o1 | TF Uk A by |, H= o1 | Tk Uk lk
/T B 1 /R 1
Tm Ym *m Im Tm Ym *m tm
(5.54)

Wskazniki 4, j, k, [ sa numerami kolejnych wierzchotkéw sympleksu. Obje-
tos¢ n-wymiarowego sympleksu H,, wyraza sie wzorem

1 2

n
] x7 oo o 1
1 2 n
H, =— . (5.55)
n!l : : : :
1 2 n
Tpg1 Tppl -or Tppp 1

7 oznacza tu J-ta wspoblrzedna i-tego wierzchotka.

T
Mozna wykorzysta¢ sposéb wyprowadzenia macierzy podany w rozdz.

5.3.3. Przyjmujemy w takim przypadku zapis przemieszczeni jako funkcje
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liniowe:
U= a1T + agy + azz + a4t + as ,
v = blx + b2y + b3z + b4t + b5 , (556)
W= C1T+ coy + c3z +cat +c5 .

Oznaczamy wektor g = [x,y, 2, t, 1] 1 piszemy macierz ztozona z wektorow g
o wartosciach ustalonych w weztach
g(xla Y1, 21, tl)
G=|": . (5.57)
g(xf)a Ys, 25, t5)

Przemieszczenia weztowe ue, ve i w, zawierajace pogrupowane weztowe prze-
mieszczenia w odpowiednich kierunkach x, y i z mozna zapisa¢ nastepujaco:

gia gib gic
goa g2b goC
Ue = 2 y Ve = . , We = . (558)
gsa gsb gs5C
lub
u=Ga, v.=Gb, w,=Gc. (5.59)

Po odwréceniu macierzy G wyznaczamy nieznane wartosci statych a;, b;, ¢;,
i=1,...,5 wystepujacych w zwigzkach (5.56). Wowczas

u(z,y,z,t) =g G tu. , v(z,y,2t) =gG v, w(xy z2t)=gG lw,.

(5.60)
Zapis powyzszy mozemy ujednolici¢ stosujac w nim zerojedynkowe macierze
przyporzadkowania A, A, i A, przyporzadkowujace odpowiednie wartosci
weztowe wektorowi przemieszczenn wezlowych q. Macierze te powinny spet-
nia¢ réownosci: u, = A, q, ve. = Ayqiw, = A,q. W takim przypadku
mozemy przemieszczenia interpolowaé¢ nastepujaco:

y gG'A,
f=< v =] gG A, | . (5.61)
w gG A,

Jedli teraz oznaczymy przez r; odpowiednie kolumny macierzy G™!, a przez
pi; odpowiednie wyrazy tejze macierzy odwrotnej, to funkcje ksztalttu mozna
zapisa¢ nastepujaco:

Ni(z,y,z,t) =gr;Is, i=1,...,5. (5.62)



148 5 Elementy sympleksowe

Tu réowniez podkreslamy, ze odpowiednie wymagane catkowania mozna upro-
$ci¢ przyjmujac poczatek uktadu wspotrzednych w srodku ciezkosci nadczwo-
rodcianu.

5.4. Elementy tréjkatne wyrazone w predkosciach

Sprobujemy skonstruowaé model elementu trojkatnego preta drgajacego osiowo
oraz zbadaé jego wtasnosci. Istotna przy tym bedzie doktadnosé amplitudy

i okresu drgari swobodnych oraz stabilnos¢ schematu obliczeniowego z wy-
korzystaniem takich elementéw.

Znane juz rownanie mocy wirtualnej (4.111) zastosujemy do zbudowania
rownania rekurencyjnego, wykorzystujacego elementy trojkatne. Wezmy na
poczatek dwa uzupelniajace sie trojkaty, przedstawione na rys. 5.12. Zasada
prac wirtualnych (4.112) pozwala napisa¢ rownanie:

r ., 0v O(N*)T 0 ¢
* - . _
/(N )" pA . dQ + / EA [/to vdt} dQ2=0. (5.63)

N* jest macierza wirtualnych funkcji ksztattu, v jest predkoscia w punkcie
(x,t), Q obszarem trojkata A lub B, a E, p i A sa odpowiednio modutem
Younga, gestoscia masy i polem przekroju poprzecznego preta. W elemencie
A predko$é rzeczywista opisuje formuta

va(z,y) = Na(z,t) v = [1— +—|v, (5.64)

V-

Rysunek 5.12: Uktad elementéw trojkatnych opisanych predkosciami.
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a funkcje wirtualne weztow 3 i 4 maja postac:

N z t
Macierz bezwtadnosci wyznacza sie wowczas ze zwigzku:
b rh
0 bl -1 0 1
_ T A2 _ hd
M4 —/0 /?(NA) pAatNAdtdx pA6 [ 1 0 1 :| . (5.66)

W elemencie B rzeczywiste funkcje ksztattu i wirtualna funkcja ksztaltu
wezla 4 maja postac:

rx t 1 . 0
NB—|:1—E,3—E,E:|, NB_h . (567)
Macierz mas ma wiec postac
b
Mg = pAE [0,—1,1] . (5.68)

Macierze sztywnosci opisane drugim czlonem réwnania (5.63) maja postac
nastepujaca:
borh oN)T oI/t RlTo -1 1
Ky = — A FA— | | Nudt|dtde = EA—
A /0/*3, Oz 8x[/0 A] ’ 3b[0 1—1]’
Kgp=0. (5.69)
Wektor sit poczatkowych w elemencie A ma postac:

bt aN )T dulty) h[ -1
s = EA/O /hbx D e dtdzr = EA€0§ [ 1 ] . (5.70)

Mozna postuzy¢ sie przeksztatcona forma (5.63):

i(mmtn — Zptm) Z Tkj Vi + tm7n€0 — itmnto ijk v; =0, (5.71)
1 1
gdzie A jest polem powierzchni trojkata, ty, =ty — tn, T = T — 5, a to
jest polozeniem w czasie wezta o najmniejszej wspotrzednej t;, w uktadzie
o poczatku w $rodku ciezkosci trojkata.
Zsumowane macierze uktadu pozwalaja napisa¢ réwnanie rekurencyjne
w nastepujacej postaci:

1[-1 o0]1 0 Ah2fo o] 1 -1 h o -1
(6[—1 —1‘1 1}+362[0 0‘—1 1D"+z_bceo 17

(5.72)
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Jedli ograniczymy prawy stopien swobody, otrzymamy uktad drgajacy o jed-
nym stopniu swobody, opisany uktadem réwnan:

) o (1—2&2)’1},'-{-36,' __ch
A 573
_ 2 1, h ’
€i+1 = € — (Vi + 3Vit1)7

Okres drgan oscylatora modelowanego uktadem (5.73) (przy jednostkowych
wartosciach E, S, p, b) wynosi 3,628, wobec wartosci Scistej 27r/\/§ ~ 3,6276.

Wyprowadzone zalezno$ci sprawdzono na przyktadach. Zadaniem testo-
wym byl pret drgajacy osiowo, podzielony na 20 elementéw przestrzennych.
Przyjeto siatki typu a i b pokazane na rys. 5.13. W celu dokonania porow-
nania zadanie rozwiazano z uzyciem siatki elementéw czworokatnych, przy
parametrze o = 1/2. We wszystkich przypadkach przyjeto krok czasowy
h = 0,01. Przemieszczenia swobodnego kortica preta w czasie, jako odpowie-
dzi uktadu, réwniez przedstawiono na rys. 5.13. Poréwnujac wykresy mozna
stwierdzi¢ poprawne zachowanie sie przyjetego ukladu. Amplitudy odpo-
wiadajace czestosciom pasozytniczym sag niewielkie. R6znica w tym zakresie
ilustrowana na rys. 5.13a i 5.13b wynika ze sposobu wprowadzenia warunku
poczatkowego. W przypadku a predkosé¢ poczatkowa vy = 1 nadano skraj-
nemu weztowi, ktory nalezat do jednego tylko trojkata. W przypadku b wezet
skrajny przy t = 0 taczyt dwa elementy tréjkatne. Ostatecznie w tym kon-
kretnym przypadku, przy zadanym sposobie obciazenia, siatka b nieco lepiej
modeluje propagacje impulséw. Macierze sztywnosci w przypadku siatki zto-
zonej z 2 trojkatow (jak np. na rys. 5.12) mozna tez wyprowadzi¢ w prostszy
sposob. Nalezy obliczy¢ prace sit wewnetrznych na wirtualnych przemiesz-
czeniach, w obszarze 0 < =z < b, 0 < ¢t < h. Przykladowo, w przypadku
uktadu z rys. 5.13a przyrost odksztalcenia w przedziale [0, h], liczonego
w x = b/3, a wiec w $rodku ciezkosci lewego trojkata, wynosi:

2 V2 — U1 1 V4 — U3

Ae=—h —h 5.74
T3y T3 (5.74)
Ostatecznie otrzymujemy macierz
EAR? | 2 —2| 1 -1
6b -2 2|-1 1 ] ' (5.75)

Przemieszczenia na koncu przedziatu [0, h] wyznaczamy formuta x1 = z¢ +
hvg. Odpowiedz ukltadu nie zalezy od tego, w ktoérym miejscu obliczamy
przyrost odksztalcenia oraz wzdtuz jak potozonego przedziatu czasu o dtu-
gosci h dokonujemy catkowania. Przyktadowe schematy wraz z odpowied-
nimi macierzami sztywnoéci ujeto w tablicy 5.3. Pierwszy z przedstawio-
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X a X b
2.0 2.0
1.0 MNWVV vve AUA I\VIWVA AMV r\ f\A 1.0 \IA y V[\V/\
wl | I Wl ||
1o TN Vﬂ J b 1o Vﬂ\/
-2.0 v t Z2.0 t
00 10 20 30 40 50 60 7.0 00 1.0 20 30 40 50 60 7.0
X c
2.0
1.0 A“h PN f/\ t a b
B VVU VVVV V\,J \
0.0
c
1.0 § AVAVA\/
-2.0 t
00 10 20 30 40 50 60 7.0

Rysunek 5.13: Przemieszczenia w czasie swobodnego korica preta przy siatkach
trojkatnych i czworokatnej (20 elementow przestrzennych).

nych tam wariantéw jest warunkowo stabilny. Pozostate sa bezwarunkowo
stabilne ze wzgledu na krok czasowy. Przyjmujac macierze bezwtadnosci po-
dane w (5.66) i (5.68), zsumowane w (5.72) oraz macierz sztywnosci wedlug
pierwszego uktadu z tab. 5.3, otrzymujemy trojkatne macierze wspotczynni-
kow (prawa podmacierz, zwigzana z v;;1).

Elementy trojkatne doskonale nadaja sie do zageszczania i rozrzedzania
siatki weztow w czasie. Mozna tez jednocze$nie modyfikowaé¢ krok czasowy
(rys. 5.14).

5.4.1. Ruch uktadu mas po strunie

Klasyczne dyskretne metody modelowania zadan dynamicznych, polegajace
na catkowaniu rownania rézniczkowego ruchu, majg wtasnos¢ przekazywania
informacji miedzy weztami siatki dyskretnej z nieskonczenie duza predko-
scia. Wtasno$é ta nie odbija sie na wynikach, jesli rozpatruje sie zadania
dotyczace drgan ustalonych lub przypadkow, gdy czas obserwacji zjawiska
jest dtugi w poréwnaniu z okresem drgan. Postepowanie matematyczne po-
lega na wstepnej dyskretyzacji przestrzennej obiektu jedna ze znanych me-
tod dyskretnych i sprowadzeniu problemu do macierzowego réwnania roz-
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Tablica 5.3: Macierze sztywnosci w réznych schematach.

schemat ‘ macierz sztywnosci ‘
6b -3 3 0 0
6b -2  2|-1 1

I

N|\ EAR2 1 -1 2 =2
6b -1 1]1-2 2

“\ EAR? 0 0| 3 -3
6b 0 0(-3 3

niczkowego ruchu, a nastepnie na zastosowaniu schematu jego catkowania.
Daje to krokowy proces obliczeniowy o pelnych (zwykle pasmowych i syme-
trycznych) macierzach w uzyskiwanych ostatecznie uktadach algebraicznych
rownan liniowych. Ten ostatni fakt powoduje, ze jakiekolwiek zaburzenie
w dowolnym punkcie przestrzennym chwili ¢; wywoluje zmiane wszystkich
elementow wektora rozwiazania w chwili ¢;,,1. Tak dzialaja popularne me-
tody: réznic centralnych, Newmarka, Wilsona itp. Proby obserwacji zjawisk
falowych, w ktorych istotne jest czoto fali i zjawiska zachodzace w tej strefie,
sa wowczas zwykle ktopotliwe. Fala fizyczna w procesie symulacji bedzie
zawsze poprzedzana przez fale zaburzen numerycznych.

Druga trudnos¢ dotyczy odbi¢ fal od fizycznych brzegéw analizowanego
numerycznie obszaru, w przypadku kiedy analiza odnosi sie do obiektu fi-
zycznego o nieskoniczonych brzegach. Koniecznos$é taka pojawia sie przy roz-
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Rysunek 5.14: Przyktad zageszczania siatki w czasie i w przestrzeni przy zasto-
sowaniu elementow trojkatnych.

patrywaniu przypadkéw obcigzenia szybko poruszajacego sie po nieskonczo-
nych obszarach (tor kolejowy, polprzestrzen sprezysta). Stosowane niekiedy
w celu unikniecia odbié¢ lepkie ttumiki wraz z nieskoriczonymi elementami
daja poprawne rezultaty jedynie w przypadku szczegodlnie prostych zadan
i kiedy daje sie przewidzie¢ ksztalt odbijanej fali.

W tych tez szczegolnych przypadkach wygodna wydaje sie by¢ metoda
elementéw czasoprzestrzennych. Pozwala wykorzysta¢ wlasnosé skonczonej
predkosci rozprzestrzeniania sie informacji miedzy weztami siatki dyskretnej.
Trzeba zaznaczy¢, ze odnosi sie to do jednego uprzywilejowanego kierunku.
W kierunku przeciwnym predkos¢ pozostaje nieskoriczona (rys. 3.11a). Sto-
sujac odpowiedni ksztaltt siatki czasoprzestrzennej mozna uzyskaé jednakowsa
ograniczong predkos¢ w obu kierunkach (rys. 3.11b).

Powy7sza cecha daje sie wykorzystaé¢ przy badaniu problemu statecznodci
ruchu uktadu pantografowego poruszajacego sie z duza predkoscia wzdtuz
struny. Poprzez sprzezenie masowe amplitudy drgan w pewnych zakresach
predkosci moga rosnaé nieskoriczenie.

Statecznos$¢ ruchu wzglednego ukltadu mas sprezyscie opartych na pod-
tozu i uktadu ciaglego stanowiacego to podloze poruszano w wielu pracach.
Rozpatrywano je zwykle w sposob analityczny [36, 39]. W takim przypadku
uwzglednienie dodatkowych parametréow jak np. ttumienie albo przyjecie do-
wolnych wartosci mas i sztywnosci staje sie klopotliwe. Pokazane ponizej roz-
wiazanie numeryczne, aczkolwiek nie pozwala uzyska¢ rozwiazan zamknie-
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v
A mly B
x p, A ky ko o
|C b |D
T T

Rysunek 5.15: Schemat zadania.

tych, ulatwia analize nawet skomplikowanych uktadéw dyskretnych, poru-
szajacych sie po osrodku ciagltym. Szczegdélowo omoéwiony zostanie uktad
pokazany na rys. 5.15. Identycznie traktowa¢ mozna przypadki bardziej zto-
zone, jak np. pokazane na rys. 5.16. Jesli wykorzysta sie elementy tréjkatne

v

Nz

il

Rysunek 5.16: Uktady ztozone o wielu punktach kontaktu.

i przyjmie ukosne ich boki zgodnie z kierunkiem ruchu obciazenia, to obszar
wplywu zaburzen wywotywanych przez to obciazenie da sie ograniczy¢ do
strefy polozonej w bezposrednim sgsiedztwie punktu przylozenia sity (rys.
5.17). Wyseparowanie odpowiedniego poduktadu elementéw pozwala na po-
wiazanie uktadu odniesienia z poruszajacym sie obciazeniem. W ten sposéb
doprowadzi¢ mozna tatwo do zadania stacjonarnego, o ile w uktadzie fizycz-
nym stacjonarno$¢ zachodzi.
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Rysunek 5.17: Poruszajaca sie sila i ograniczone zaangazowanie wezlow siatki
W rozwiazaniu.

Sformutowanie réwnowagi uktadu
Rozpatrujemy réwnanie ruchu struny

9%u d%u

w = pAW’ x e )= [O,Z], t e [0,00) (576)

Masa m o bezwtadnosci obrotowej Iy, z dwoma stopniami swobody ¢© i ¢?,
porusza sie po strunie z predkoscia v. Jej ruch wzgledem punktéow kontaktu
C'i D z podlozem opisuje rownanie

ki 0 —k 0 g4 0000 G4
0 ko 0 —ko qP m|{0 000 GP
k0 k0 S (TTloo1 1]y g (™
0 —ky 0 ko q" 0011 iP
00 0 0 G4 0
Inl0o O 0 O i 0
+— e -
|00 1 -1 g 0
00 —1 1 g 0
lub w skroécie
Kq+Mg+Rg=0 . (5.78)
Warunki kontaktu w punktach C'i D maja postaé nastepujaca:
u(l —vt, t) = ¢%(t), u(l — vt +b, t) = ¢"(t) . (5.79)

Wariacja funkcji przemieszezen struny oznaczona jest przez du(z,t) a waria-
cja przemieszczenn dyskretnego uktadu masowego przez §q. Réwnanie prac
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wirtualnych ma wobec tego postaé:
0%u 0u
0 — pA dQ+ 4 K Mg+Rq)=0. 5.80
/QU<(%2 aﬁ) +4q" (Kg + Mg + R4) (5.80)
Rownanie (5.80) jest catkowane w przedziale czasowym [t,,tp]:

s u_ 40N qadr+ [ s6T (Ka 4 Mé + Ré) df — 0
/ta/“<a2‘ at?) *L‘”‘” T Raar=0.
(5.81)

W ten sposob otrzymujemy bilans pracy wirtualnej w przedziale czasu (czaso—
prace). Rownanie (5.81) jest caltkowane przez czesci wzgledem x i ¢. Prze-
mieszczenia @ i q na krancach przedziatu t, <t < t, przyjmowane sg jako
znane [10]. Wobec tego

du(x,t,) =0, du(x,t,) =0 (5.82)

5a(t,) =0,  6q(t,) =0. (5.83)

Macierze czasoprzestrzenne poruszajacej si¢ masy

Funkcja interpolujaca przemieszczenia wirtualne modyfikowana jest przez
dodanie wyrazu trzeciego stopnia [98]

- 1

N! = 3 1+7m)+an (7’3 —-7), (5.84)
gdzie « jest parametrem, ktéry wpltywa na wlasnosci rozwigzania numerycz-
nego. Przy a > 1,25 otrzymujemy macierze dajace bezwarunkowo stabilny
schemat catkowania réwnania ruchu. Woéwczas mozna wyznaczy¢ macierze
sztywnosci i bezwladnosci

h g YK (Bral)K
S P (1 B -
MM:—H_ﬁ _x} (5.86)
RM:—H_E _g}. (5.87)

Ostatecznie zsumowanie K* = KM + MM 4+ RM daje w wyniku czasoprze-
strzenng macierz sztywnosci masy.
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Czasoprzestrzenna dyskretyzacja struny

Stosujemy liniowa interpolacje przemieszczen u w obszarze elementu tréj-
katnego:

3
u(z,t) =ax+bt+c = Z Niu(zi, t;) . (5.88)
i=1

Mozemy zapisa¢ elementy macierzy wspotczynnikow w sposob jawny [24]:

ON; ON;

S il N I | V4
aN‘ aN‘
S ? J
5 — A gy .

lub wyznaczy¢ je w sposob jawny, catkujac w obszarze trojkatnym V. Osta-
teczna macierz wspotczynnikéw otrzymywana jest przez proste dodanie KS* =
KS 4+ M5,

Separacja poduktadu elementéw czasoprzestrzennych

W rozdziale 5.1 pokazano, ze wtasnoscia trojkatnej siatki elementow cza-
soprzestrzennych jest ograniczenie predkosci przekazywania informacji mie-
dzy weztami siatki. Predkos¢ ta jest rowna stosunkowi dtugodci elementu
czasoprzestrzennego do wielkosci kroku czasowego. Stad tez jakiekolwiek
zaburzenie fizyczne moze sie rozprzestrzenia¢ w kierunku ukosnych bokow
trojkatow takze z predkoscig ograniczona. Fakt ten postuzy do wydzielenia
7 nieograniczenie wielkiej siatki jedynie poduktadu weztéw wraz z wpisanymi
werni elementami, do ktorych ogranicza sie zasieg zaburzenia (rys. 5.18). Przy
nastepujacych danych: m =1, I = 0,001, E =1, A=1, p =1, oraz przy
przy zwiekszajacej sie liczbie elementéw w obrebie punktéw kontaktu uzy-
skano obszary stabilnosci pokazane na rys. 5.19. Wprowadzenie ttumienia
nieznacznie tylko zmienia obraz (rys. 5.20).
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15 6 17 18 19 20 21
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X N
8 9 10— — 1o — DJd12— — 13 14
N
N
1 2 3 4 5 6 7
1§ N=3 J
A B C
458678CD 1011 121314C"'D" 1817181920C"D""
9 9 |_ 9 |_
10|X X[ XX 10|X X[ IX[X 10|X X[ XX
11 11 11
12 12 12
13|X X[ XX 13|X X[ XX 13|X X[ XX
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Rysunek 5.18: Poduklad elementéw czasoprzestrzennych z wspoétdziatajacym
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Rysunek 5.19: Obszary stabilnosci przy zwiekszajacej sie liczbie elementéw w ob-
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Rysunek 5.20: Obszary stabilnosci przy 6 elementach miedzy punktami kontaktu
— przypadek bez ttumienia oraz z ttumieniem 0,2.
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5.5. Adaptacja siatki podziatu

Zanim przejdziemy do opisu metod pozwalajacych na skutecznag adaptacje
przestrzennej siatki podziatu (dyskretyzacji), sprobujemy zastanowic sie, ja-
kie czynniki sktaniaja do ponoszenia tego dodatkowego trudu obliczeniowego.
Zadania dynamiki wskutek dyskretyzacji procesu w czasie staja sie w istocie
ciggiem wielu nastepujacych po sobie zadan statyki. Wybér najkorzystniej-
szych parametrow obliczeri poczatkowej fazy procesu staje sie nieaktualny
na dalszym etapie obliczen. Takie czynniki jak np. przemieszczajace sie
obciazenie, rozw6]j stref plastycznych, przemieszczajace sie strefy kontaktu
naktadaja koniecznoé¢ aktualizowania tych parametrow.

Mozna napotka¢ wiele prac na temat adaptacji siatki dyskretyzacji prze-
strzennej. Gloéwnym celem, jaki stawiaja sobie badacze, jest zmniejszenie
btedu dyskretyzacji poprzez odpowiedni dobér wymiaréw siatki w pewnych
strefach. Pierwsza grupa prac to teoretyczne oszacowania bledu dyskrety-
zacji w odniesieniu do znanego rozwiazania $cistego [9, 54]. W praktyce,
gdy rozwiazanie $ciste nie jest znane, oszacowania trzeba dokonaé na pod-
stawie znanego charakteru rozwiazania danego réwnania rézniczkowego. Do-
konuje sie tego znajac jedynie rozwiazanie przyblizone [160, 184, 185, 186,
188, 189]. Mozna poprawi¢ siatke i ponownie przeanalizowa¢ rozwiazanie.
W przypadku zadan statyki konstrukcji technika taka jest skuteczna, gdyz
dodatkowy naktad pracy nie jest duzy. Nieco inaczej ma sie sytuacja w przy-
padku zadan typu parabolicznego (transport ciepta itp.), z pierwsza po-
chodna wzgledem czasu |2, 3, 45, 46, 74, 125|. Sa to zadania przedstawiajace
ewolucje procesu w czasie. Jesli na danym etapie obliczent zachodzi koniecz-
nos$¢ zmiany siatki, nalezy przenies¢ do nowej juz bazy wszystkie zmienne
zadania. Jest to mozliwe, poniewaz ze wzgledu na wtasnosci tej grupy pro-
bleméw, a konkretnie ze wzgledu na duza relaksacje rozwiazania, wszelkie
zaburzenia wprowadzane zmiang siatki przenosza sie do nastepnych krokéw
z malejacag amplitudyg. Tu mozna wymieni¢ prace na temat tzw. rucho-
mych elementéw skonczonych [11, 33, 91, 181]. W tej grupie zadan zwykle
stosowane sg metody roznicowe. W pracy [142] czasowy krok obliczeniowy
sktada sie z dwoch krokow obliczeniowych: przesuniecia Lagrange’a (wyma-
gajacego rozwigzania sztywnego rownania rozniczkowego), a nastepnie etapu
redystrybucji siatki. Wezly nie zawsze przesuwaja sie do rejonéw o duzych
gradientach rozwigzania i druga faza obliczei ma za zadanie usunaé¢ ten
mankament. Praca [59] proponuje wygtadzanie ruchu weztow zarowno w kie-
runku «x jak i t. Pierwsze zapobiega zbieganiu sie lub zbytniemu oddalaniu
wezlow. Drugie zapobiega zbyt szybkiej odpowiedzi punktéw na gradienty
biezacego rozwiazania, gdyz geometria weztéw dana jest w sposéb niejawny.
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W czesto cytowanych pracach [128, 129] stosowana jest metoda elementow
skoniczonych, a ruch wezléw regularyzowany jest funkcja kary.

Najtrudniej jest w przypadku zadan hiperbolicznych drugiego rzedu (drga-
nia konstrukcji). Proby nieciaglej zmiany siatki podjeto w pracach [86, 89].
Nie uzyskano jednak skutecznych sposobow rozwiazywania praktycznych za-
dan. Jeszcze inna grupe stanowia prace [94, 172, 182, 183]. Wykorzystano
w nich oszacowania btedu a-posteriori, opracowane w zadaniach statyki.

W zagadnieniach drgari konstrukcji zaburzenia propaguja si¢ ze stala
amplituda. Jakakolwiek zmiana parametrow zadania (np. liczby elemen-
tow skoriczonych, ich wielkosci, rozmieszczenia weztow) powoduje, ze mamy
do czynienia juz ze zmienionym zadaniem fizycznym. Zwykla zmiana siatki
jest w istocie przejsciem w sposob nieciagly od jednego zadania do drugiego.
Przeniesienie do nowego zadania przemieszczen, predkosci czy przyspieszen
z zadania poprzedniego wprowadza uderzenie we wszystkich weztach, kto-
rym przypisano zmodyfikowane (np. wyinterpolowane) wartosci funkcji za-
dania poprzedniego. W praktyce dalsze rozwigzanie zaczyna odbiegaé nie
tylko wartosciami liczbowymi ale rowniez jakosciowo rézni sie od oczekiwa-
nego. Gdy procesy wolnozmienne znaczaco dominuja nad procesami falo-
wymi, opisana sytuacja wystepuje w nieco mniejszym zakresie i w krotkim
czasie obserwacji moze nie zosta¢ dostrzezona (co nie znaczy, ze taka meto-
dologia adaptacji jest poprawna). Mimo to w niektérych pracach dotycza-
cych zastosowan h-adaptacji w dynamice mozna taka technike napotkaé (np.
[172, 182, 183]). rys. 5.21 pokazuje drgania preta zamocowanego w lewym
konicu, przy podziale na 5 i 10 elementéw przestrzennych, oraz z h—adaptacja,
polegajaca na cyklicznej zamianie siatek 5 i 10 weztowej. Zamian dokony-
wano co 20 krokow (e =1, p =1, L = 1, At = 0,05). Wymuszenie drgan
nastepowalo przez nadanie predkosci poczatkowej skrajnemu swobodnemu
weztowi. Obliczen dokonano catkujac rownanie rozniczkowe metoda trape-
z6w. Interpolowano wykorzystywane w procedurze wartosci przemieszczen,
predkosci i przyspieszen. Jak wida¢ z rysunku, wynikowy wykres przemiesz-
czen wyglada raczej poprawnie. Thumienie, sztuczne (numeryczne) lub fi-
zyczne, wygtadza nieco wykres i usuwa drgania pasozytnicze we wszystkich
trzech przypadkach. Pewne zastrzezenia mozna mie¢ do zmniejszenia sie
przemieszczen. Scista warto$é¢ powinna wynosi¢ +1. W przypadku adaptacji
dostrzec mozna stopniowe odchodzenie od tych wartosci.

Jednak juz modyfikacja siatki prowadzona w nieco mniej regularny spo-
sob daje wynik odbiegajacy znacznie od oczekiwanego (rys. 5.22). W takim
przypadku cala idea adaptacyjnej poprawy doktadnosci rozwiazania staje sie
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Rysunek 5.21: Drgania swobodne preta modelowanego siatka 5 i 10 wezlowa,
oraz przy adaptacji (przemieszczenia w czasie swobodnego korica.
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Rysunek 5.22: Rozbieznosé¢ drgan swobodnych preta przy zastosowaniu interpo-
lacji w h-adaptacji: przemieszczenia oraz lokalizacja weztéw siatki.

chybiona. Musi wiec by¢ zastosowana inna technika niz wzmiankowane dotad
w literaturze.

W zadaniach hiperbolicznych pierwszego rzedu udaje sie sprowadzi¢ pro-
blem do zadania eliptycznego drugiego rzedu [8, 141]. Warstwe czasoprze-
strzenng dyskretyzuje sie wowczas w dowolny sposob a nastepnie rozwiazuje
zadanie jak zadanie statyczne. Niestety, techniki tej, ze wzgledu na warunki
brzegowe, nie da sie zastosowaé do réwnania drugiego rzedu.
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X

Rysunek 5.23: Przyktad modyfikacji siatki konstrukeji jednowymiarowe;j.

Wtasnosci ciagtej w czasie aproksymacji daja kolejne, nowe mozliwosci
podejscia do problemu. Uzyskano pewne obiecujace rozwiazania drgan po-
dhuznych preta z ograniczong adaptacja siatki w czasie (r—adaptacja). Osza-
cowano parametry ograniczajace predkos¢ adaptacji. Pokazano przyktady
zastosowania w obliczeniach zadania kontaktowego. Podjeto tez prébe nie-
ciagtego przejscia do nowej siatki podziatu przez dobér warunkéw poczatko-
wych etapu po modyfikacji.

5.5.1. Adaptacja typu r

Zalety metody elementéw czasoprzestrzennych jest mozliwos¢ modyfikacji
siatki podziatlu przestrzennego w trakcie procesu (stosowanie niestacjonar-
nego podziatu konstrukcji). Dokonuje sie tego badz w celu dostosowania
ksztaltu siatki i potozenia wezléw do potrzeb modelowania zadania badz
w celu minimalizacji btedu aproksymacji. Jak wspomniano juz we wstepie do
rozdziatlu, zmiana siatki w trakcie catkowania réwnania rézniczkowego w cza-
sie jest trudna. Powstaja bowiem i propaguja sie zaburzenia wywolane wta-
$nie zmiang siatki. Zaburzenia te nie moga przestania¢ uzyskiwanych korzy-
§ci. Sprobujmy zbadaé prosta modyfikacje siatki jednowymiarowej w prze-
strzeni rzeczywistej (jak np. na rys. 5.23). Funkcje interpolujace N (4.1) czy
(4.12) opisane sa teraz nie na prostokacie {x; < x < x9,t; <t < {9}, a na
czworokacie. Dalsza cze$é postepowania jest podobna jak w najprostszych
zadaniach o regularnej siatce. Kompletuje sie czasoprzestrzenne macierze
struktury i rozwiazuje krokowo uktady réownan, znajdujac przemieszczenia
w kolejnych chwilach. Wezly przesuwa sie zaleznie od potrzeb, zageszczajac
lub rozrzedzajac lokalnie siatke. Uwidacznia to nastepujacy przyktad. Pret



5.5 Adaptacja siatki podziatu 165

drgajacy osiowo, z zamocowanym lewym koricem, podzielono na 40 elemen-
tow przestrzennych. Prawy, swobodny koniec obciazono sila stata. Z uwagi
na oszacowanie btedu umozliwiono zmiany potozen weztéw z maksymalna
predkoscia tej zmiany wynoszaca 0,25, 0,50 i 0,75 bg./h ($rednia dtugosc ele-
mentu przestrzennego bg. do kroku czasowego h). Obserwowano przemiesz-
czenia w czasie obciazonego korica preta (rys. 5.24). Scistym rozwigzaniem
jest prostoliniowy ksztalt prostokatny. W pokazanym przyktadzie adaptacja
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Rysunek 5.24: Przemieszczenia konca preta przy wspotczynniku adaptacji: 0,0,
0,25, 0,501 0,75.

siatki usuwa wyzsze czestosci drgan, powstate w wyniku odbié fali od weztow
siatki.

Obserwacje poltozenia wezlow siatki ukazuje rys. 5.25. Mozna zauwazyc¢,
ze wezly najpierw przemieszczaja sie w kierunku czota fali, a nastepnie, po
jego przejiciu, podazaja za nim.

5.5.2. Nieciagta w czasie adaptacja siatki typy h

Proste sposoby zmiany siatki w zadaniu dynamiki konstrukcji nie daja po-
zytywnych rezultatéw. Podkredlilismy tam tez, ze jakakolwiek zmiana siatki
podzialu w trakcie prowadzenia procesu czasowego jest przejéciem do roz-
wiazania innego juz zadania. Zmiana liczby weztéw lub ich rozmieszczenia
wprowadza w istocie zmiane ogélnej sztywnosci uktadu, a to w konsekwencji
zmiane calej odpowiedzi uktadu. Wobec tego zmiana uktadu dyskretnego
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Rysunek 5.25: Przemieszczenia wezléw w czasie bedace wynikiem adaptacji.

winna sie wiaza¢ z dopasowaniem wszystkich pozostalych poza geometria
parametrow: stalych materiatlowych i wektoréw przemieszczen i predkosci,
jako warunkéw poczatkowych nowego zadania. W dalszych rozwazaniach
dopuscimy zmiane warunkéw poczatkowych ruchu zadania po adaptacji.

Idea adaptacji polega na wyznaczeniu warunkéw poczatkowych nowego
zadania (po adaptacji) tak, aby wyniki prowadzonych (kontynuowanych) ob-
liczeri réznity sie w mozliwie najmniejszym stopniu od wynikéw oblicze/n
prowadzonych przy siatce pierwotnej. Sprawa otwarta pozostaje, co ro-
zumie sie pod pojeciem wynikéw obliczeri. Moga to byé przemieszczenia
wezlow, ich predkosci, odksztatcenia itd. W dalszej czesci za miarodajne
przyjmiemy: (a) przemieszczenia weztow, (b) odksztalcenia. Okazuje sie, ze
dopiero kombinacja liniowa obydwu tych przypadkéw daje pozadane rezul-
taty.

Zmiana siatki weztoéw nastepuje przez dodanie lub usuniecie pewnej liczby
weztéw, przy czym co najwyzej co drugi wezel moze zostaé¢ usuniety i co
najwyzej jeden wezel moze by¢ wprowadzony miedzy dwa kolejne. Takie
postepowanie zapewnia pozostawienie przynajmniej potowy weztéw wspoél-
nych, oznaczonych przez C, w siatce pierwotnej A i zmodyfikowanej B (rys.
5.26).
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Rysunek 5.26: Modyfikacja siatki: h-adaptacja.

Przejscie przemieszczeniowe

Wektor przemieszczen weztow siatki pierwotnej A w chwili ¢ oznacza sie przez
q; a siatki zmodyfikowanej B przez q;. Aby wybraé¢ z tych wektoréw ele-
menty opisujace przemieszczenia weztow wspolnych C wektory te mnozy sie
przez zero-jedynkowe macierze przyporzadkowania II i II. Btad przejscia do
nowej siatki okredla sie jako réznice przemieszczen

R; = IIq; — 11q; . (5.91)

Miare btedu w sensie najmniejszych kwadratow na przestrzeni n warstw
czasowych okresla wyrazenie

n n

“ T “

I = E R R = E <qu+1 —HCMH) (HQiJrl _Hqi+1> - (5.92)
=0 =0

Proces rekurencyjny rozwiazania w kolejnych chwilach czasowych, prowa-
dzony w bazie weztéow A, opisuje zwiazek

qi+1 = Aq;_; +Bq; , (5.93)
a w bazie weztow B zwiazek
di+1 = Aqi_1 + Ba;. (5.94)

Rekurencyjne zwiazki (5.93) i (5.94) mozna zredukowa¢ do formut, w ktoérych
przemieszczenia w chwili ¢ 4 1 zaleza od przemieszczen w chwilach 11 2:

QG =Pia + Qi , (5.95)

Qi+1 =Piqr +Q;qz . (5.96)
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Macierze P; i Q; otrzymuje sie wedtug schematu:

Pii1=QA, Po=I,
Qi1 =P;+Q;B, Qy=0. (5.97)
Analogicznie tworzy sie P; 1 Q;.
Podstawienie n razy (5.95) i (5.96) do (5.92) daje w efekcie wyrazenie
n N L \T
I = Z (HPiQI + 1Qiqz — IIP;q1 — HQz’CI2>
=0
: (HPi(h +11Qiq2 — ITP; ¢y — ﬂQiém) : (5.98)
Minimalna warto$¢ I; uzyskuje sie przy spelhieniu warunkéw:

on _, . o

a1

—=0. 5.99
2% (5.99)

Prowadzi to do uktadu rownan:
S PITIT TP, - ¢ + Z?:Q PZﬁT nQ; ¢ =
> ico PiTHTH (Pia1 + Qia2)

S ,QIMT TP, - q1 + Z?:Q QZﬂT nQ; 4 =
S8 QI (Piqr + Qi92)

(5.100)

Przejscie odksztatceniowe

Btad wynikajacy ze zmiany siatki mozna opisa¢ odksztalceniami w poszcze-
gblnych podobszarach j siatki C

€; = 6]' — éj . (5].0].)

Odksztalcenia € i €; wyznacza sig poprzez dzialanie operatora rézniczkowego
B, na odpowiednie przemieszczenia

g5 = Bjqui, éj = Bjﬂjd, . (5.102)

Trzeba tu zwrocié uwage, ze w obszarze jednego elementu siatki A moga
znajdowac sie 2 elementy siatki B lub odwrotnie. Miara bledu jest wowczas
funkcjonat

I = ZZ/V (e — &))" D (g5 —¢;)dV; . (5.103)

=0 J
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Podstawienie (5.102) do (5.103) oraz uwzglednienie schematéw przejécia (5.95)
i (5.96) daje w wyniku

n
o o AT
L= 3. /V (BjHjPi(h + B;11;Q;q2 — B;IL;P;q; — BﬂL‘Qidz)

1 J

=0 7
(BjHjPiql + B,I1;Qiq2 — B;ILP;é1 — B,II,C z‘fl2> d(;104)
Warunki minimum I

015 ) 015
—— =0 1 — =0 5.105
oq: 0q2 ( )

prowadza do uktadu réwnan:

SO PIRP 4 + S PIRQ @ = SO PY R

o o - . (5.106)
Yo QIKP; a1 + Y, QTKQi - = YL QfFiny
gdzie:
K = Zﬁf/ BT DB;dv; 11, (5.107)
j Vj

Fip=Y M / B Delav; . (5.108)

- Vi

J J

K jest macierza sztywnoéci uktadu B.

Przyktad 5

Jako zadanie modelowe przyjeto osiowo drgajacy pret podzielony na 20 ele-
mentow przestrzennych. Warunki poczatkowe stanowia: q; = 0, qo =
{1,0,...,0}T. Miare btedu stanowi kombinacja I; (5.92) i I (5.103)

I=(1—-a)+aly , 0<a<1. (5.109)

Rys. 5.27 pokazuje przemieszczenie w czasie swobodnego korica preta. Pierw-
szy z wykreséw dotyczy zadania pierwotnego, do ktérego nalezy dopaso-
wa¢ zachowanie zmodyfikowanego uktadu. Nastepne wykresy otrzymano
po dwukrotnym zageszczeniu podziatu, przy réznych warto$ciach parame-
tru a. Przypadek a = 0,0 wytwarza pasozytnicze drgania o duzej czestosci.
Przyczyne tego mozna odgadnaé z rys. 5.28, na ktérym pokazano wyliczone
wektory przemieszczen poczatkowych qo przy wybranych wartodci a. Przy



170 5 Elementy sympleksowe

a = 0,0 wynikowy wektor mocno odbiega od ksztattu zadanego przemiesz-
czenia w ukladzie pierwotnym. Z pozostatych wykreséw widaé, ze nawet
niewielki udzial cztonu I, (a wiec uwzglednienie odksztalceni) skutecznie sta-
bilizuje rozwigzanie.

Adaptacja siatki przestrzennej jest przydatna lub wrecz konieczna w wielu
przypadkach probleméw technicznych. Oprécz zadan pokazanych na rys. 4.2
sa to zadania ksztaltowania materialéw w procesie kucia lub ttoczenia. Sto-
sowanie siatek niestacjonarnych jest stosunkowo tatwe, jesli liczba weztow
w siatce przestrzennej w kolejnych chwilach nie ulega zmianie (np. rozdz.
4.3). Mamy do czynienia z r-adaptacja. Trudnosci pojawiaja sie w przy-
padku wprowadzania lokalnego zageszczenia weztéw przez dodanie nowych,
czyli h-adaptacji. W zadaniach opisujacych np. transport ciepta mozna sto-
sunkowo latwo zmienia¢ siatke, gdyz wprowadzanie w tym przypadku zabu-
rzenie propaguje si¢ z malejaca amplituda. W zadaniach dynamiki konstruk-
cji zmiana zageszczenia siatki podzialu zmienia wtasnosci zadania. Przy-
ktadowo drgania preta opisanego gesta i rzadka siatka weztdéw maja rézne
czestosci. Jest to wynikiem btedow fazowych. Z fizycznego punktu widzenia
oba zadania obrazuja nieco inne zadania, rézniace sie sztywnoscia lub masa.
W zwiazku z tym zmiana siatki podzialu przestrzennego zadania jest ni-
czym innym jak zmiana sztywnosci lub gestosci materiatu badanego obiektu.
Zmieniajac siatke wprowadzamy impulsy sit. Dokonujac zmian w odpowied-
nio dobrany spos6b mozna drgania wyttumi¢ badz wzbudzi¢. Biorac to pod
uwage, trudnosé z realizacja algorytmow h-adaptacji jest znaczna.

5.5.3. Ciagta w czasie h-adaptacja w opisie predkosciowym

Ponizej oméwimy metode zageszczania siatki z wykorzystaniem tréjkatnych
elementow czasoprzestrzennych (rys. 5.29) [1]. Elementarnym przypadkiem
bedzie wstawienie wezta miedzy dwa istniejace, jak na rys. 5.30.  Prze-
chodzimy 7 siatki o dwoch weztach do siatki o trzech weztach. w uktadzie
rownan algebraicznych opisujacych warstwe elementéow brakuje réwnan od-
powiadajacych stopniom swobody dodatkowego wezla 6. w dalszej czesci
omowimy sposob postepowania na przyktadzie drgari osiowych preta. Na-
lezy skonstruowaé réwnanie okreslajace przemieszczenie i predkosé wezta 6
jako pewna srednia wartos¢ z wartosci parametrow wezléw otaczajacych.
W réwnaniu rézniczkowym drgan preta zastosujemy funkcje wirtualng Ny,
kawalkami liniowa w obszarze elementow e, es,e3 i eq. Funkcja ta spetnia
warunki Ng(zg,ts) = 1 oraz Ng(zk,tx) = 0, przy k=2, 3, 4, 6 (rys. 5.31).
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Rysunek 5.27: Przemieszczenia w czasie konica preta przy podziale na 20 elemen-
tow oraz po dwukrotnym zageszczeniu podziatu przy réznych wspoétczynnikach a
(n=25).
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5 Elementy sympleksowe
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Rysunek 5.28: Przemieszczenia poczatkowe qo (podziatl wtorny na 40 elementow)

przy réznych wartosciach a.

Rysunek 5.29: Zageszczanie siatki podzialu w zadaniu jednowymiarowym.
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Rysunek 5.30: Zageszczenie siatki podzialu w zadaniu jednowymiarowym.
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Rysunek 5.31: Obszar funkcji interpolujacej Ns.
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Rozdziat

Metody bezsiatkowe

Wszystkie dotychczas stosowane metody obliczeniowe opieraty sie na precy-
zyjnej dyskretyzacji obszaru konstrukcji lub obszaru, w ktérym opisane jest
badane zjawisko. Dyskretyzacja obszaru jest procesem skomplikowanym.
O ile w obszarach jedno i dwuwymiarowych podziat odpowiednio na odcinki
i trojkaty jest stosunkowo tatwy, to wypelnienie obszaréw trojwymiarowych
elementami czworosciennymi lub szesciosciennymi jest trudny. Nawet skom-
plikowane algorytmy tworza siatki tréojwymiarowe z btedami w okolicach
pustek, otwordéw lub wycie¢. Co wiecej, zageszczenie dyskretyzacji czesto nie
jest zadawalajace. W strefach opisanych duzymi krzywiznami oczka siatki sg
bardzo drobne i w wielu przypadkach wydtuzone. Takie rozdrobnienie pod-
nosi koszt obliczeniowy, a nie poprawia doktadnosci obliczenn. W okolicy nie-
obciazonych, cho¢ zakrzywionych krawedzi, gromadzona energia potencjalna
jest niewielka. Do opisania energii kinetycznej wystarcza z kolei zgrubne
przyblizenie krawedzi obszaru. Mozolna reczna poprawa jakosci siatki moze
poprawi¢ wprawdzie uwarunkowanie wynikowego uktadu rownan algebraicz-
nych i w konsekwencji doktadno$¢ obliczen, jednak najczesciej uzytkownik
pozostawia pelng inicjatywe automatycznym generatorom siatek.

Alternatywa metod siatkowych pozornie staly sie metody bezsiatkowe
[34, 35, 58, 128, 129]. Najkrocej mozna je scharakteryzowaé ukazujac rys.
6.1. Badany obszar opisywany jest chmura punktéw. W kazdym punkcie de-
finiujemy rozwiazanie przyblizone. Pustki pozbawione sa punktéow. Funkcje
interpolujace (odpowiednik funkeji ksztattu metody elementow skoriczonych)
opisywane sg nie w elementarnych podobszarach, a w dowolnie rozmieszczo-
nych punktach weztowych.
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wezel zbior Q  konstrukcja

N\

Rysunek 6.2: Obszar () przesuwajacy sie wzdtuz konstrukeji.

wezltach znajdujacych sie w sasiedztwie danego wezta w przesuwajacym sie
podobszarze 2. Blad interpolacji w metodzie ruchomych najmniejszych kwa-
dratow okresla zaleznosé

J = i Wz — ;) [uh(az,xi) - ui]2 , (6.1)
i=1

gdzie W (z — ;) jest funkcja wagowa, u”(z,z;) jest wielomianem aproksy-
macyjnym, a u; sa wartosciami weztowymi. Zakladamy funkcje ksztaltu
w postaci wykladniczej:

z—m;\2
W(m . xz) _ e_( « ) Jezell (,I — ,IZ) <1 ) (62)
0 jezeli (x —x;) > 1

Wspoétezynnik « zalezy od wymiaru obszaru ) oraz liczby punktow w obsza-
rze. W zadaniu jednowymiarowym

u(z,2;) = pT(w)alz) . (6.3)

Jednomiany w wielomianach interpolacyjnych maja postaé
pl = (1L,z,2%,..)), (6.4)
ze wspolczynnikami aproksymacji

al(z) = (ap(x),a1(x),az(x),...) . (6.5)

Minimalizujemy btad aproksymacji. J jest minimalizowane ze wzgledu na
wspo6tczynniki a:

oJ

= =0, (6.6)
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Po zrézniczkowaniu (6.1) otrzymujemy:

a(z) = A7'(z) As(z)u; | (6.7)
gdzie:
Ay = PPW(z—a)P Ay = PTW(z — ) (6.8)
pi(z1) p2(x2) - pm(Tn)
P _ pi(z1) pa(z2) -+ pmlzn) (6.9)
pl(:%'n) p2(:%'n) pm(xn)

Rownania (6.3) i (6.7) prowadzg do rownania:
uM(@,2;) = pT(w:) AT (@) As(@)w; = Y B (2) s (6.10)
i=1

gdzie gbf (x) jest funkcja ksztattu, a k jest stopniem wielomianu aproksymu-
Jacego

oF = P () AT (1) Aa(2) = [ob(@),éb(@). . ah(@)] . (611)
Macierz A w pelnej postaci nie moze by¢ w prosty sposoéb odwrécona. Z tego

wzgledu w praktyce ograniczamy stopienn wielomianu do czlonu zerowego
stopnia p? = 1. W ten sposob otrzymujemy tzw. funkcje Sheparda:

0 W(x — z;)

Q; = . 6.12
LTSI W - 012
Rownanie (6.12) oraz rownanie rozniczkowe ruchu
0ijj + by = piy (613)
pozwala wyznaczy¢ macierz sztywnosci i bezwladnosci:
kij = / BlI'N B; dQ
Q
mij = / &F pAg; dS, (6.14)
Q

gdzie B = g—i’, N jest rozciagajaca sita osiowa, a p — gestosdcia masy. Macie-
rze weztowe k i m obliczone w obszarze () sa nastepnie sktadane w macierze
globalne K i M. Problematycznym pozostaje doboér parametru a. W obsza-
rze o jednakowym przestrzennym rozproszeniu weztéw mozna ten parametr
dobraé¢ stosunkowo tatwo. W przypadku zmian zageszczenia wynik zalezy
od skorelowania « z odlegtosciami miedzy punktami. Precyzyjny doboér «
jest podstawowym problemem w réwnaniu (6.2).
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Rysunek 6.3: Przemieszczenia przy obcigzeniu ruchoma sitg: (1) pod ruchoma
sita, (2) w srodku przesta (10 punktoéw w zbiorze ).

6.2. Wyniki

Wyniki obliczeri poréwnano z wynikami analitycznymi. Na rys. 6.3 przed-
stawiono przemieszczenia punktu pod poruszajaca sie sity oraz w $rodku
przesta. Wyniki analityczne pokrywaja sie z wynikami metody elementéw
skoniczonych lub metody réznic skonczonych. Wyniki metody bezsiatkowe]
do$¢ dobrze odpowiadaja wynikom analitycznym. Mozemy zaobserwowad
pewien blad fazowy, widoczny zwlaszcza w drugiej fazie obliczeri. Wskazuje
to na nieco wyzsza sztywnos¢ lub nizsza bezwtadno$é. Widoczny jest efekt
wyoblenia wykresu i to gléwnie rézni wyniki metody bezsiatkowej od wyni-
kow teoretycznych. Zmniejszenie liczby wezléw w oczku z 10 do 2 daje po-
dobne wyniki (rys. 6.4). Mozna zaakceptowaé¢ zaréwno amplitude jak i okres
drgan. Nalezy jednak pamietaé, ze wezly rozmieszczono w sposob regularny,
rownoodleglty. W przypadku nieregularnego rozmieszczenia weztéw wyniki
sa zdecydowanie gorsze.

Mozna przytoczy¢é przyktadowe wyniki analizy numerycznej struny umiesz-
czonej na podtozu Winklera. Obliczenia nie réznia sie zasadniczo od roz-
wigzania analitycznego. Obciazenie w postaci poruszajacej sie sity skupio-
nej w obliczeniach komputerowych zastepowane jest przyktadana do wezlow
para sit. Wyniki pokazano na rys. 6.5.

Doswiadczenia autoréow pracy [61] wykazuja umiarkowana przydatnosé
metod bezsiatkowych w obliczeniach dynamiki. Problemy z doktadnoscia
ujawniaja sie juz na etapie pojedynczego rozwigzania statycznego. W ciagu
zadan statycznych niedoktadno$é¢ narasta. W przypadku zadan rzeczywi-
stych, dwu lun tréjwymiarowych o nieregularnym rozproszeniu weztéw, gru-
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Rysunek 6.4: Przemieszczenia przy obcigzeniu ruchoma sitg: (1) pod ruchoma
sita, (2) w srodku przesta (2 punkty w zbiorze Q).
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Rysunek 6.5: Przemieszczenia przy obciazeniu ruchoma sita struny poltozonej na
podtozy sprezystym Winklera: (1) pod ruchoma sita, (2) w §rodku przesta.

powanych w wybranych obszarach stosowanie metody bezsiatkowej w statyce
i dynamice wymaga jeszcze badan.



Rozdziat

Obciazenia ruchome

Konstrukcje poddane obciazeniom ruchomym czesto spotykamy w praktyce
inzynierskiej. Sa to mosty i wiadukty obciazone pojazdami [116, 180], es-
takady kolei tradycyjnej lub unoszonej magnetycznie, ptyty drog lub lot-
nisk, suwajace sie manipulatory robotéw, obrabiarki, lufy broni w chwili
wystrzatu, systemy transpostu linowego, odbieraki pradu w systemach za-
silania pojazdow szynowych (rys. 7.1). Narazone sa one na znacznie wiek-
sze przemieszczenia niz poddane odpowiednim obcigzeniom statycznym lub
wolno przesuwajacym sie. Staje sie to oczywiste, jesli spojrzymy na kon-
strukcje nieobciazong w stanie spoczynku, ktora obciazymy nagle uktadem
sit. Konstrukcja taka zaczyna drga¢ od potozenia réwnowagi w stanie nieob-
ciazonym, poprzez stan rownowagi statycznej pod obciazeniem, do uzyskania
amplitudy rownej podwdjnej wartosci ugiecia statycznego pod obciazeniem.
W zwiazku z tym szybki wjazd sily obciazajacej wywotuje podobny efekt.
Przejazd obciazenia odbywajacy sie w sposéb cykliczny z okreslona czesto-
§cia powoduje powiekszenie sie ugiecia. Jesli czestos¢ najazdu obciazenia
powiazemy z predkoscia przejazdu w taki sposéb, ze w chwili zjazdu jed-
nego obciazenia nastapi wjazd nastepnego, to mozemy uzyskaé zaleznosé
maksymalnego ugiecia konstrukcji pod obciazeniem od predkosci przejazdu
tego obciazenia Uy, (v). Maksymalne ugiecie wystepuje z reguly w punkcie
zlokalizowanym w okolicy 0,5-0,7 rozpietosci przesta, zaleznie od predkosci
przejazdu. Postepujac dalej, mozemy zbadaé, przy jakiej predkosci prze-
jazdu maksymalne ugiecie bedzie najwieksze. Predko$¢ ta nazywana jest
predkoscig krytyczna. W przypadku struny predkosé¢ krytyczna odpowiada
predkosci rozchodzenia sie fali ¢. Predko$¢ krytyczna jest wielkoscia wazna
z praktycznego punktu widzenia. Okresla bowiem najniekorzystniejsza war-
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Rysunek 7.1: Przyktady zagadnien z ruchoma masg.
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a b C

Rysunek 7.2: Obciazenie: a) bezmasowe, b) inercyjne, ¢) inercyjne i grawitacyjny.

tos¢ ugiecia, jaka konstrukcja powinna wytrzymac. Z tego wzgledu badanie
konstrukcji pod obciazeniem ruchomym jest waznym problemem inzynier-
skim. Mimo to istniejace na rynku komercyjne pakiety obliczeniowe nie
umozliwiaja symulacji tego typu zadan. Jak sie dalej przekonamy, problem
jest trudny i w tym mozna upatrywaé¢ braku odpowiednich procedur kom-
puterowych.

Tu nalezy poswieci¢ uwage klasyfikacji obciazenia. Najprostszy przypa-
dek bezmasowej sity pokazuje rys. 7.2a. Bez znaczenia jest tu fakt, ze silte
przytozona wprost do konstrukcji zastapimy oscylatorem, ktérego masa be-
dzie niezerowa. Wprawdzie wplyw masy widoczny bedzie w wynikach, to
nie bedzie to wynik zadania z obciazeniem masowym. Co wiecej, mimo ze
wplyw masy oscylatora bedzie rost wraz ze zwiekszajaca sie sztywnoscia spre-
zyny, to rozwigzanie nie bedzie jednostajnie zmierzaé¢ do rozwigzania z ob-
ciazeniem masowym. Oscylacje dodatkowego stopnia swobody wprowadzaja
dodatkowe sztuczne efekty w postaci rezonanséow, wzrostu lub spadku ampli-
tud przy okreslonych predkosciach. Obciazenie masowe pokazuje przypadek
rys. 7.2b. Ruch masy wpltywa na wynik przy niezerowych przemieszczeniach
u(x,t) wchwili 0 < t < L/v. W przeciwnym wypadku wymagany jest udziat
czynnikow wywolujacych przemieszczenia, np. impulsu sity (rys. 7.2).

W dalszej czesci zajmiemy sie opisem analitycznym drgan poprzecznych
struny obciazonej poruszajacy sie ze staty predkoscia sita (rys. 7.3). Czesciowe
rozwigzanie znalez¢ mozna w literaturze (np. [71]). Tutaj postuzy nam do
poréwnania i oceny wynikéw numerycznych otrzymanych metoda elemen-
tow czasoprzestrzennych. Bogaty material przegladowy dotyczacy dynamiki
konstrukcji pod obciazeniem ruchomym ukazuja prace Szczesniaka [166, 167].
Sa to bez watpienia najobszerniejsze prace w tym zakresie.

W nastepnych rozdziatach podamy rozwiazania analityczne i potanali-
tyczne drgan poprzecznych belki poddanej obciazeniu ruchomemu nieiner-
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Rysunek 7.3: Stala poruszajaca sie sita.

cyjnemu i inercyjnemu. Rozwigzanie zadania dotyczacego wplywu poru-
szajacej sie masy na drgania struny wraz z obszerna analiza przedstawil
Dyniewicz w pracach [60, 64|. Po raz pierwszy pokazal w nich osobliwos¢
rozwigzania w otoczeniu koricowej podpory. Efekt ten wpltywa mocno na sku-
tecznosc¢ stosowanych przez réoznych badaczy metod numerycznych. Z reguty
nie pokazuja oni poprawnych rozwigzan. Opisywane podejécia stosowane sg
najczesciej do opisu dynamiki belek [68|, przy matej predkosci ruchu masy
oraz malej wartosci stosunku masy poruszajacej sie do masy belki. W ta-
kim przypadku wartos$¢ btedu nie jest duza i mimo niepoprawnych rozwigzan
uznawana jest za dopuszczalng. Podobnie jak w przypadku struny obciazo-
nej nieinercyjnie, postuzy ono do poréwnar z rozwigzaniami numerycznymi.
Modelowanie numeryczne tego problemu ukazuje praca [30].

Przyktadem badanego obiektu obciazonego poruszajacym sie obciaze-
niem inercyjnym moze by¢ struna. Jej ruch opisuje réwnanie rézniczkowe

- N % pA % = §(x—vt) P — 6(m—vt)m% (7.1)
wraz z warunkami brzegowymi
u(0,t) = 0, u(l,t) = 0 (7.2)
i warunkami poczatkowymi
u(z,0) = 0, du(,?) = 0. (7.3)

ot o
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7.1. Stafa poruszajaca si¢ sita — rozwigzanie analityczne

Punktowa site poruszajaca sie po strunie mozna wprowadzi¢ jako iloczyn
sity P i funkcji Diraca d(z). Rownanie rézniczkowe ruchu mozemy napisac
nastepujaco:

02%u(z,t)
dx?

02%u(z,t)

- N bl Sed Rl
at?

+ pA = d(x —vt)P . (7.4)
N jest sity rozciagajaca, a pA — gestoscia masy przypadajacej na jednostke

dtugosci. Dotlaczamy warunki brzegowe
u(0,t) = 0, u(l,t) = 0 (7.5)
i warunki poczatkowe

du(zx,t)

’U,(.%',O) = 0, T

~ 0. (7.6)

t=0

Postuzymy sie sinusowa transformacja Fouriera w skonczonym przedziale
< 0,0 >.

5 ‘

u(et) = 7 D V(i) sin$ . (7.7)
j=1
! Jmx

V(j,t) = / u(x,t) sianx, (7.8)
0

Zwiezle przedstawimy najwazniejsze etapy rozwiazania oraz wynik koricowy.
Pelny opis wraz z dowodami zbieznosci rozwiazan zawiera praca [60]. Trans-
formata rownania (7.4) przyjmie posta¢ nastepujaca:

.. P
V(j,t) + w]z V(j,t) = oA sinwt | (7.9)
gdzie:
. 2 2
_Jme o Jm N

Do rozwigzania réwnania rézniczkowego (7.9) postuzymy sie transformacja
Laplace’a—Carsona (L-C). Przechodzimy do dziedziny zespolonej. Rozwia-
zanie staje si¢ prostsze:

Puw P 1
pA P+ wp? W

V*(j,p) = (7.11)
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Odwrotna transformacja L-C umozliwia powr6t réownania (7.11) do prze-
strzeni rzeczywistej

. P 1 . w .
V(j,t) = p_A m <Sln wt — w_] S11 w]t> . (712)
J

Na podstawie (7.7) przechodzimy ze wspotrzednych uogélnionych V' (j,¢) do
przemieszczen rzeczywistych struny

(e 9]

2P 1 . w . . jJmx
u(z,t) = ; JA m <smwt — w—] smwﬂ) sin —— . (7.13)

Na marginesie powyzszych przeksztalceri mozemy powiedzie¢, ze w podobny
spos6éb mozemy potraktowaé przypadek struny potozonej na podtozu spre-
zystym typu Winklera. Rownanie rozniczkowe ruchu struny ulozonej na
podtozu Winklera o stalej sztywnosci k£ ma z lewej strony dodatkowy czton
ku(x,t):

2 2
N 0°u(z,t) N 0°u(z,t)

W M W + ku(x,t) = (5(1’—1)t)P . (714)

Rozwigzanie wyglada wowczas podobnie do rozwiazania rownania (7.4), z na-
stepujaca roéznica w 7.11:
j?m? N k

> — L — . 1
wj B pA+pA (7.15)

7.1.1. Poruszajace sie obcigzenie inercyjne - rozwigzanie analityczne

Wplyw masy stowarzyszonej z poruszajacym sie obciazeniem jest znaczny
i nie moze zosta¢ pominiety w obliczeniach. Obcigzenie bezmasowe poru-
szajace sie po konstrukcji sprezystej dotad nie moze by¢ w prosty sposob
wprowadzone do obliczeri pakietami komercyjnymi przeznaczonymi do sy-
mulacji komputerowych. Mozna wprawdzie w niektérych pakietach przesta-
wia¢ wektory sil do nowych pozycji, jednak jest to sposéb mato skuteczny
w praktycznym zastosowaniu. Obciazenie inercyjne z kolei w ogole nie moze
by¢ wprowadzone do modeli numerycznych w programach komercyjnych.
Mimo pewnych zabiegéw polegajacych na przestawianiu obciazenia, a wiec
i masy, w kolejnych etapach czy krokach obliczeniowych do nowego potoze-
nia, wyniki nie sg poprawne, gdyz nie uwzgledniaja efektéw wynikajacych
z matematycznych sformutowan. Rozmieszczenie masy w weztach w sposéb
wazony (rys. 7.4) réwniez nie jest poprawne.
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Rysunek 7.4: Granulacja masy ad hoc w weztach elementu.

Zadania z poruszajaca sie masa sa wazne w wielu problemach inzynier-
skich. Moze to by¢ masa pantografowego odbieraka pradu, sunacego po kablu
trakcji elektrycznej w kolejnictwie (rys. 7.6). Innym przyktadem jest sprze-
zenie 500 kg masy kota kolejowego z szyna. Masa kota, lub nawet tylko jego
czedci, jest poréwnywalna z masa odcinka szyny, po ktoérej jedzie. Wplyw
masy na przemieszczenia w punkcie $ledzacym na strunie pokazuje rys. 7.5.
Przemieszczenia przy réoznym stosunku jadacej masy do masy struny przed-
stawiono przy predkosci v=0,2c.

Obciazenie inercyjne analizowane jest w wielu publikacjach. Niestety,
dotad nie udato sie znalezé¢ rozwigzania zamknietego w przypadku ogdlnym.
Czesciowe rozwigzanie zadania drgan struny bezmasowej obciazonej ruchoma
masa znajduje sie np. w pracach [71, 164]. W pracy [71] koricowe wyniki sg
jednak btedne. Poprawna koricowa postaé¢ rozwiazania prezentuje praca [64].
Ponizej przedstawimy w skrocie opisany tam tok postepowania.

Przypadek struny nieinercyjnej

Przytoczymy podstawowe fakty wynikajace z analizy struny bezmasowej ob-
ciazonej jadaca masa. Bedzie to przydatne przy omoéwieniu wtasnosci roz-
wigzan analitycznych. Tych samych efektéw oczekiwaé bedziemy w rozwia-
zaniach numerycznych.

Rownanie ruchu struny bezmasowej (p = 0) pod ruchomym obciazeniem
inercyjnym opisuje nastepujace roéwnanie

0%u(x,t)
_NW = d(x—vt)P — 0(z —vt)m

9 %u(vt, t)

579 (7.16)
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Rysunek 7.5: Przemieszczenia struny pod masg przy réznej wielkodci masy i przy
predkosci v=0,2c.

Rysunek 7.6: Przyktady obciazen inercyjnych.

Aby je rozwigzaé korzystamy z wtasnosci splotu

l
w(z, 1) = /0 Gla, $) p(s, 1) ds , (7.17)
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Rysunek 7.7: Ruchome obciazenie inercyjne.

gdzie p(z,t) jest niejednorodnoscia (7.16) dana wzorem

2u(v
p(z,t) = o(z — ot) <P - m#) . (7.18)

G(z,s) jest funkcja Greena, ktora otrzymujemy rozwigzujac tzw. réwnanie
podstawowe, zastepujac prawa strone (7.16) delta Diraca d(x — s)

0%G(z, s)
W wyniku catkowania wzgledem x otrzymujemy
1
G(z,s) = N [H(x — s)r — H(x — s)s] + Cix + Cs . (7.20)

Na podstawie warunkow brzegowych (3.2) obliczamy state C7 i Cy

l—s
C, = N Cy =0. (7.21)

Funkcja Greena przyjmuje zatem postac

)5 dlaz>s ,

(7.22)
) r dlax<s .

@
—~
8
N
|
—
—
—_
|
~ln ~|8

Na podstawie (7.18) i (7.22) obliczamy catke (7.17). Otrzymujemy dwa
réwnania

1 02u(vt,t
F[p - m 2] 0 - gt

u(z,t) = (7.23)

02u(vt,t
A (U OE
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W tym momencie zakladamy uproszczenie rozwazanego zadania ogranicza-
jac sie tylko do przypadku szczegélnego. Przyjmujemy x = vt, a wiec rozpa-
trujemy tylko przypadek przemieszczen pod ruchomym obcigzeniem. Ozna-
czajac uq(t) = u(vt, t) otrzymujemy rézniczkowe rownanie ruchu struny bez-
masowe]j pod ruchomym obciazeniem inercyjnym

w(t) = <P - maQ;;(t)> % <1 - UTt) vt} . (7.24)

Przyjmujemy bezwymiarowe przemieszczenia struny y oraz bezwymiarowy

Czas T

u(t) , vt
W = L2 = (7.25)
gdzie
Pl
= — 2
() AN 7&0 (7 6)

jest ugieciem statycznym w $rodku struny. Podstawiajac (7.25) do (7.24)
otrzymujemy réwnanie rozniczkowe zwyczajne, niejednorodne o zmiennych
wspotczynnikach

7(1 —71)yg(r) + 2ay(t) = 8ar(l — 1), (7.27)
gdzie
a = 2]7\25)2 . (7.28)

Dalsze postepowanie uzaleznione jest od warto$ci parametru a. Rozpa-
truje sie przypadek a # 01 a = 0.

Przypadek o # 1 Jako rozwigzanie (7.27) zaktadamy nastepujaca funkcje
y(7)

y(r) = 7(1 — 1)v(r) . (7.29)
Podstawiajac ja oraz jej pochodna do (7.27) otrzymujemy niejednorodne
rownanie hipergeometryczne [163]. Dzieki zatozonym warunkom poczatko-
wym (7.6) rozwigzanie rownania (7.27) przy a # 1 znacznie sie upraszcza.
Ostatecznie przemieszczenia struny w przypadku « # 1 opisuje zwigzek

4o
a—1

y(r) = 7(1 —=7)[1 — F(a,b,e,7)] , (7.30)

gdzie szereg hipergeometryczny F(a, b, c,T) opisany jest wzorem

Flaber) 1 4 f: (ax) (bx) 7

k=1 W k! (7.31)
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Oznaczono w min symbolicznie nastepujace iloczyny
(ag) =a(a+1)...(a+k—-1),

(b)) =bb+1)...6+k —1),
(k) =cle+1)...(c+k—1).

Szczegoly powyzszego rozwiazania zostaly przedstawione m. in. w [71].

Przypadek « = 1 W przypadku o = 1 réwnanie (7.27) przyjmuje prostsza
postac:

T(1 = 7)g(r) + 2y(r) = 87(1L — 7). (7.32)

Warto zauwazy¢, ze rownanie (7.32) ma pelne rozwigzanie analityczne w za-
mknietej formie

y(r) = gT(T —-1)+ gT (I+27In(1 —7)—-2In(1 —1)) . (7.33)

Rozwiazanie analityczne przy strunie inercyjnej

Rozwigzanie przedstawione ponizej zostato uzyskane przez Dyniewicza [63].
Rozme jego aspekty opisano w pracach [62, 64].

Rozpatrzmy strune o dtugosci [, polu przekroju poprzecznego A, gesto-
$ci masy p, z sita rozciagajaca N, obciazona masa m stowarzyszona z silta
skupiong P (rys. 7.7), poruszajaca sie ze stala predkoscig v. Rownanie roz-
niczkowe ruchu struny pod obciazeniem inercyjnym poruszajacym sie ze stata
predkoscia v ma postaé nastepujaca:

0%u(x,t) 0%u(x,t) 0%u(vt, t)
(7.34)
Uwzgledniamy warunki brzegowe
u(0,t) = 0, u(l,t) = 0 (7.35)
i warunki poczatkowe
0 t
w(z,0) =0, ~2umb) =0 . (7.36)

ot f_g
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Redukujemy réwnanie rézniczkowe czastkowe do réwnania zwyczajnego. Sto-
sujemy sinusowg transformacje Fouriera w skoriczonym obszarze, odpowia-
dajacym dlugosci struny. Przedstawiamy kazda z funkcji jako nieskoriczony
szereg sinusowych funkcji

o0

2 Jjmx
u(x,t) = 7 Z V(j,t smT (7.37)
7j=1
o wspotczynnikach
! jrx
V(j,t) = / u(z,t) sdex . (7.38)
0

Wowczas rozwiniecie cztonu przyspieszenia poruszajacej sie masy w szereg
ma nastepujaca forme:

0 2u(vt,t 2 [ - kmot
k=1
9 ) 2.2 9
b 2y cos M TV Gk 1) sin ST

Mozna teraz przeprowadzi¢ transformacje catkowa (7.38) réownania (7.34)
z uwzglednieniem

j2 7'('2

l2

N V(j,t) + pAV (j,t) = (7.40)

ot 0 2u(vt,t)
jﬂlv —-m 8:2 /5x—vt) sdex

Obliczamy caltke zawierajaca w powyzszym roéwnaniu delte Diraca

= P sin

jmot

l

1 .
/ d(z — vt) sin % dr = sin (7.41)
0

Rozpatrzmy teraz rozwiniecie przyspieszenia (7.40) z uwzglednieniem (7.41).



7.1 Poruszajaca sie sita 193

Otrzymujemy
292
7°m . .o
2 N .
= Psi Jﬂévt—Tm;V(k‘,t) in lvt sin jﬂévt—
_2m f: 2kmy V(k: t) cos kot sin Jmot e
l l ' l l
k=1
2 k2m2o? t t
Tm ; 7;2v V(k,t) sin 7 sin ]7Tlv

Ostatecznie réwnanie ruchu po transformacji Fouriera mozna przedstawic¢
nastepujaco

pAV (j,t) + a Z V (k,t) sin wyt sinw;t + 20 Z wi V(k,t) coswyt sinw;t+

k=1 k=1
o0
+Q*V(j,t) — aZwi V(k,t) sinwit sinw;t = P sinw;t
k=1
(7.43)
gdzie
k . .2 2 2

Analityczne rozwigzanie powyzszego uktadu rownan praktycznie jest nie do
uzyskania. Dalsze oblicznia wykonujemy numerycznie. Roéwnanie (7.43)
mozna zapisa¢ w postaci macierzowej. Macierze M, C and K sa macie-
rzami kwadratowymi (j, k = 1...n)

(1, 1) V(1) V(L)
V(2,t V(2,t V(2,1)

LY O I o R T I I (7.45)
7 (n, ) V(n,t) Vin.t)

lub
MV +CV+KV =P, (7.46)
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gdzie
pA 0 0
0 pA 0
M = - (7.47)
0 0 pA
sin 17;” sin 17;” sin 17;” sin 27;” -+ gin 17;” sin —"T’t
stItsmllt smzltsmzlt 81n27;”tsm—"7;”t
+ « )
| sin ”T’t sin 17;”25 sin ”T’t sin 27;“ --+ sin ”T’t sin —”T’t
17lrv sin 17;Ut coS 17;Ut n7lrv sin 17;Ut coS n7;vt
1mv 2mvt 1ot NIV 3., 270t nmot
sin COSs —— —— sin cos
C=2a| ! ! ! ! ! ! , (7.48)
17lw sin n7;vt cos 17;1}25 n7lrv sin n7;vt cos n7;vt
2.2
LN 0 0
2.2
0 25N 0
K = _ — (7.49)
2.2
0 0 n l; N
2 _2 . . 2.2 2
1 7;2 sin 1mvt sin 17rlvt n 7lr2 v" gin 17;1}25 sin n7;vt
2.2 . . 2,2 2
. 1 7;2 sin 2t sin 17rlvt n 7lr2 v" gin 27;Ut sin n7;vt
)
2.2 . . 2.2, 2
1 7lr2 sin nmut sin 1ot n 7;2 Y7 gin n7;vt sin n7;vt
sin I’Tl”t
2t
sin
P=P U (7.50)
sin nﬂvt

T

Po obliczeniu wspotczynnikow V' (j,¢) wyznaczamy przemieszczenia struny
(7.37), bedace rozwiazaniem roéwnania (7.34). Uzyskujemy rozwiazanie wazne
w pelnym zakresie predkosci v > 0, réwniez v > ¢. Mozna wyznaczy¢ prze-
mieszczenia w funkcji czasu w dowolnym punkcie przestrzeni. Zerujac gestosé
masy p = 0 w (7.48) otrzymujemy rozwiagzanie drgan struny bezmasowe;.
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Rysunek 7.8: Zbieznosé szeregu trygonometrycznego przy v = 0.2c.

7.1.2.  Wyniki obliczen

Rozwiazanie poétanalityczne uzyskuje sie przy umiarkowanej zbieznosci sze-
regu stanowiacego rozwigzanie (rys. 7.8). Oznaczmy przez ¢ predkosc pro-
pagacji fali w nieobciazonej masa strunie: ¢ = N/pA. Nastepne wykresy
pokazuja pionowe przemieszczenia struny u odniesione do ugiecia statycz-
nego ug punktu w srodku rozpietosci. Zauwazamy, ze juz pierwszy wyraz
daje stosunkowo doktadne rozwiazanie. Trzy do pieciu wyrazéw wystarcza
do uzyskania duzej doktadnosci do celéw inzynierskich. Nalezy jednoczesnie
podkredli¢, ze wyzsza predkos¢é masy, np. 0,9¢ lub 1,0c wymaga nawet stu
i wiecej wyrazow szeregu, przy jednoczesnie krotkim kroku catkowania row-
nania rézniczkowego. Powodem jest niecigglosé rozwigzania i skok wartosci
w poblizu koricowej podpory. Rys. 7.9 przedstawia wykresy przy roéznych
warosciach predkosci v.

Bardziej szczegdtowo wyniki obliczern uwidoczniono na rys. 7.10. Do-
strzec mozna ostre linie obrazujace czolo fali oraz trajektorie masy. Wi-
doczne sa tez linie stanowigce czoto fali odbitej od podpory oraz od samej
masy. Doktadniej zjawiska falowe pokazano na wycinkach wykresow, uka-
zujacych ostatnia faze przejazdu masy (rys. 7.11). Zobrazowany ruch masy
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Rysunek 7.9: Przemieszczenia masowej struny wyznaczone pétanalitycznie.

z predkoscia naddzwiekowa odbywa sie zgodnie ze zjawiskiem fizycznym.
Przemieszczenia pionowe masy sa zerowe. Na rys. 7.12 przedstawiono wy-
kres przemieszczenn struny w punkcie pod masa przy predkosci v = 1,05c.
Pokazano zbiezno$¢ rozwiazania poétanalitycznego do wartodci zerowej wraz
ze wzrostem liczby wyrazow szeregu.

Wyniki rozwiazan poétanalitycznych postuza w rozdziatach 7.2 1 7.3 do
poréwnan wynikéw uzyskanych w pelni numerycznie, z wykorzystaniem dys-
kretyzacji przestrzennej struny.

7.1.3. Nieciagtos¢ rozwigzania

Niecigglosci rozwigzania poswiecimy tu nieco uwagi. Przeanalizujmy fi-
zyczng nature skokow rozwiazania w okolicy koricowej podpory. Najprostsze
wyttumaczenie opiera sie na analizie rownowagi sit (rys. 7.13). Pamietamy,
ze podstawowym zalozeniem poczynionym przy tworzeniu réwnania réznicz-
kowego jest stala wartosé¢ sity naciagu struny N. Co wiecej, pozioma sita
dziatajaca na punkt masowy i utrzymujaca stata predkosé jazdy v musi zo-
sta¢ uwzgledniona w rownaniach rownowagi sit. Ostatni odcinek pokonywa-
nej drogi d przebywany jest w czasie d/v. W tym czasie masa m musi zostac
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Rysunek 7.10: Symulacja drgan struny obcigzonej inercyjnie, przy predkosci
v=0,2¢, 0,3¢, 0,5¢, 1,0c 1,2¢ i 1,5¢.
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Rysunek 7.11: Korcowa faza przejazdu masy przy predkosci v=0,2¢, 0,5¢, 1,0c
il,2c

uniesiona z wysokosci —up do wysokosci 0. Jesli up jest znaczne, punkt
masowy winien doznaé¢ znacznego przyspieszenia. W efekcie pojawia sie sita
F ~ umv?/d%. Moze ona przewyzsza¢ wartosé naciagu N, a to jest sprzeczne
z zatozeniami o malych przemieszczeniach (Ou/0x)? < 1.

Niezaleznie od powyzszej argumentacji mozemy dowiez¢ nieciggtosci roz-
wigzania droga matematyczna. W tym przypadku rozwazymy przypadek
struny bezmasowej oraz masowe;j.

Zajmijmy sie najpierw przypadkiem struny bezmasowej. Rozwigzanie
przedstawione jest w postaci sumy (7.30)

ook

@ (a+1i— i—1) 7*
yir) = —2 7 (r - 1) ) ST Detizl) = (7.51)

J— '_ ' b
o 1 — ct+i—1 k!
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Rysunek 7.12: Zbieznos¢ przemieszczen pod masa przy predkosci v=1,05¢.

A‘d‘«

B.

i
P+mu

Rysunek 7.13: Koncowy etap ruchu masy.

gdzie 7 = vt/l > 0 jest parametrem czasu, a o = NI/(2mv?) > 0 okresla
parametr bezwymiarowy. Parametry a, b i ¢ zapisane sa ponizej:

3+ +V1+ 8« 3F V1 + 8«
I bio = — c=2. (7.52)

a2 =
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Rysunek 7.14: Wykres trajektorii masy poruszajacej sie po strunie bezmasowe]
(7.53).

Przy a = 1 rozwiazanie ma zamknieta postac:

u(r) = gT(l —7)— gT (I4+2rIn(1 —7)+2In(1 —7))| . (7.53)

Na rys. 7.14 przedstawiono wykres funkcji (7.53) wraz z krzywa uzyskang
z rozwiazania poétanalitycznego przy odpowiednio dobranych parametrach.
Przy © = | widzimy nieciaglosé¢ trajektorii masy. Spojrzmy na przypadek
a = 1. Na rys. 7.15 widzimy wptyw liczby wyrazéw w rozwiazaniu na do-
ktadnos$¢ wyniku w poblizu konicowej podpory. Mozemy zbadac¢ rozwigzanie
opisane rownaniem (7.51). Korzystajac z kryterium Rabbego i postepujac
w sposob opisany w [64] dowodzimy, ze rozwigzanie przy T — 1 jest skon-
czone i wieksze od zera (przy P > 0). Co wiecej, pochodna rozwiazania
lim dy/dr = oco.

T—1"

Te same wlasnodci obserwujemy w przypadku struny masowej. Niestety,
nie potrafimy tego udowodni¢ matematycznie. Pordéwnanie przypadku bez-
masowej i masowej struny przedstawia rys. 7.16. Wyniki struny masowej
uzyskano przy m/pAl = 1. W przypadku matych wartosci m/pAl pary
krzywych niemal sie pokrywaja. Zbiezno$¢ do rozwiazania nieciagtego wraz
ze zwiekszaniem dokladnosci rozwiazania réwnania rozniczkowego obrazuje
rys. 7.17.
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Rysunek 7.15: Trajektorie masy na bezmasowej strunie przy matej liczbie wyra-
zo6w w sumie (lewy wykres) i duzej liczbie wyrazow (prawy wykres).

T T
‘ struna bezmasowa
R struna masowa -------

u/u0

vt/L

Rysunek 7.16: Poréwnanie trajektorii czastki masowej poruszajacej sie po strunie
bezmasowej i masowej.

7.1.4. Uwagi koncowe

Rozwazania dotyczace nieciaglosci trajektorii masy nie pozwalaja dowiezé
nieciggtosci struny. Ksztaltu struny, zaréwno bezmasowej jak i masowej,
nie mozemy wyznaczy¢ analitycznie. Mozemy jedynie spodziewad sie takiej
nieciggtosci na podstawie wyniko6w numerycznych. Na ich podstawie jedno-
znacznie mozna powiedzie¢, ze w okolicy podpory koricowej, w chwili zbli-
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Rysunek 7.17: Zbieznosé trajektorii ruchu masy do rozwiazania nieciaglego przy
rosnacej liczbie wyrazow szeregu.

zania sie do niej masy, linia ugiecia przyjmuje ksztatt o duzym nachyleniu.
Nachylenie to rosnie do nieskoriczonosci wraz ze zwiekszaniem doktadnogci
obliczenn. Rozwigzania ciaggle uzyskuje sie jedynie w przypadku trywialnym
m = 0.

Rozpatrzyliémy drgania w zakresie matych przemieszczeri. Dowodzenie
nieciggtosci trajektorii masy w zastosowaniach inzynierskich ma mate znacze-
nie, cho¢ w praktyce obserwuje sie efekt duzych skokéw potozenia obciazenia
inercyjnego. Ma to miejsce na koncach ptyt drogowych oraz przy stupach
podtrzymujacych trakcje elektryczna na kolei. Pokazane zjawisko jest jed-
nak fundamentalne, kiedy opracowujemy poprawne schematy numeryczne.
W takim przypadku oczekujemy, by rozwiazanie numeryczne w pelnym za-
kresie predkosci pokrywalo sie z rozwigzaniem analitycznym.

7.2. Klasyczny opis numeryczny ruchomej masy

Jak juz wspomnieliémy wcze$niej, numeryczne rozwigzania problemoéw z ru-
choma masa spotykane w literaturze sa niepoprawne. W przypadku dyna-
miki belek btedne sformutowania numeryczne objawiaja sie w postaci linii
ugiecia i trajektorii masy znacznie odbiegajacych od poprawnych. Wynika to
czedciowo z parabolicznego charakteru réwnania drgan belki. W przypadku
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Rysunek 7.18: Rozbiezno$¢ rozwigzania metoda elementow skonczonych.

rownania drgan struny, czysto hiperbolicznego, najczesciej rozwigzania sa
rozbiezne. Przykladem btednego, rozbieznego rozwiazania moze byé zasto-
sowanie opisanej w pracy [68] metody do analizy drgan struny obciazonej ja-
daca masa (rys. 7.18). Zastosowano w obliczeniach metode elementow skon-
czonych wraz z metoda Newmarka do calkowania w czasie. Uwzgledniono
cztony wynikajace z dwukrotnego rézniczkowania przemieszczenia w uktadzie
zwigzanym z poruszajaca sie masa. Podejsécie to figuruje w literaturze jako
rozwigzanie Renaudot. Odpowiednie cztony maja charakter przyspieszenia
liniowego, przyspieszenia Coriolisa oraz przyspieszenia odsrodkowego. Trud-
nosci w numerycznym modelowaniu zadan z ruchoma masa potwierdzaja ko-
mercyjne pakiety do symulacji komputerowych. Jak dotad nie mozna z ich
pomoca dokonaé odpowiedniej analizy numerycznej.

Zdecydowanie bezpieczniejsze jest zastapienie statego co do wartosci ob-
ciagzenia inercyjnego (rys. 7.19a) uktadem dwoch ustrojow: wazkiej struny
oraz poruszajacego sie po niej oscylatora (rys. 7.19b). Zwiekszajac sztyw-
nos¢ sprezyny zblizamy nasz uktad do uktadu podstawowego. Analize nu-
meryczng mozna wykonaé jedna z wielu metod dyskretyzacji rownan roz-
niczkowych. Tu do zmiennej przestrzennej zastosowano metode elementdw
skoniczonych, a do czasu metode Newmarka oraz metode réznic centralnych.
Podstawowy algorytm polega na krokowym catkowaniu réwnania réznicz-
kowego ruchu kazdego z uktadéow oddzielnie. W kazdym kroku czasowym
najpierw uzyskuje sie przemieszczenia i predkosci wezléw struny. Nastep-
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Rysunek 7.19: Schemat uktadu podstawowego (a) i uktadu zastepczego (b).

nie warto§¢ przemieszczenia lub predkosci w punkcie kontaktu oscylatora
i struny staje sie warunkiem brzegowym rozwigzania rownania ruchu oscy-
latora, przyjetego jako uktad o dwdch stopniach swobody. Reakcja uktadu
w punkcie kontaktu jest z kolei sita obciazajaca strune. Iteracyjna poprawa
wynikow pozwala uzyska¢ koncowe rozwigzanie w danym kroku czasowym.

Mozliwe sa dwa podejscia: predkosciowe i przemieszczeniowe. W pierw-
szym przypadku predkos¢ punktu struny pod oscylatorem obcigza oscyla-
tor poprzez warunek brzegowy. Zgodnos¢ przemieszczen w tym przypadku
jest spetniona jako suma przyrostow przemieszczenn wynikajacych z krokowo
zmiennej predkosci. W drugim przypadku zgodnoé¢ ta wynika bezposrednio
ze zgodnosci zadawanych przemieszczen, jako warunkéow brzegowych. Wyniki
obu podejs¢ pokazano na rysunkach 7.20. Podstawowa sprawa jest zadanie
odpowiednio wysokiej sztywnosci oscylatora. Przy niskiej wartosci uktad
zastepczy mocno odbiega od uktadu podstawowego. Przy wysokiej warto-
sci wspotezynnika kg uktad jest 7Zle uwarunkowany i iteracyjne réwnowazenie
sity kontaktowej moze nie by¢ zbiezne. Rys. 7.21 pokazuje zmiany trajektorii
przy rosnacej wartodci kg. Nalezy tu podkresli¢ koniecznosé¢ wielokrotnego
rozwiazywania zadania w pojedynczym kroku czasowym. Niepewna jest tez
zbiezno§¢ rozwiazania iteracyjnego. Z tego wzgledu taka droga postepowania
nie jest zalecana.
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Rysunek 7.20: Trajektorie ruchu masy przy réznej predkosci przejazdu: sprzeze-
nie predkosciowe (gorny wykres) i sprzezenie przemieszczeniowe (dolny wykres).
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Rysunek 7.21: Zmiana trajektorii ruchu punktu struny przy rosnacej sztywnosci

oscylatora, przy predkosci 0,3c i 0,5c.
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7.3. Element czasoprzestrzenny struny niosacy mase

Ostatni czton §(x — vt) md2u(vt,t)/dt? w réwnaniu (7.1) opisuje ruchome
obcigzenie inercyjne. Wyrazenie d ?u(vt,t)/dt? jest pionowym przyspiesze-
niem masy oraz jednoczesnie przyspieszeniem struny w punkcie styku masy
ze strung (tj. x = xo + vt). Przyspieszenie masy 0 2u(vt,t)/0t? poruszaja-
cej sie ze staly predkoscia v, zgodnie ze wzorem Renaudota (przedstawiaja-
cego w zasadzie pochodng zupelna), daje w wyniku trzy czlony:

Pu(vt,t)  9%u(z,t)

O*u(x,t) 5 O%u(z,t)
az T or v

0xot |,._,, ox? | ,_.
(7.54)
W ten sposéb mozemy wydzieli¢ czton odpowiadajacy forma przyspieszeniu
poprzecznemu, przyspieszeniu Coriolisa oraz przyspieszeniu od$rodkowemu.

+ 2v

r=vt

W metodzie czasoprzestrzennych elementoéw skoriczonych tworzymy row-
nania zalezne od predkogci. Przyspieszenie masy d 2u(vt,t)/d t 2 réwniez jest
uzalezniane od predkosci:

$Ut:|

(7.55)
Pierwszy czton po prawej stronie, po pomnozeniu przez m, okresla rzeczywi-
ste sity bezwladnosci, a drugi wyraza sity podobne do sit ttumienia. W koni-
cowej fazie analizy uzyskujemy trzy wynikowe macierze odpowiedzialne za
sity poprzeczne (macierz ma posta¢ macierzy bezwtadnosci), sity ttumienia
(macierz po pomnozeniu przez wektor predkosci odpowiada sile Coriolisa).
Ostatnia, trzecia macierz, po pomnozeniu przez wektor predkosci okresla sity
potencjalne, odpowiadajace sile odsrodkowej oraz sity weztowe na poczatku
kroku catkowania h.

O?u(vt,t) _ ov(x,t) L ov(z,t)

ot? ot

N vg ou(z,t)
or  |,_u dt Oz

r=vt

Wykorzystajmy powyzsze rozwazania do numerycznej analizy cztonu okre
slajacego bezwtadno$¢ masy w rownaniu (7.1). Przy wyznaczaniu macierzy
elementu przenoszacego mase skupiona wykorzystujemy identyczne kroki jak
w przypadku samej struny. Calkujemy czton bezwtadnogci

h b 2
d it
/ / N*md(z — vt) u(xgl;i—;) ) dadt . (7.56)
o Jo

Wykorzystujemy liniowa interpolacje predkosci (4.114). Predko$¢ wirtualng
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ah

Rysunek 7.22: Trajektoria masy w elemencie czasoprzestrzennym.

v* przyjmujemy w nastepujacej postaci:

v*(z,t) = N* ¢, = 6(t — ah) [1 . %] ap - (7.57)
D

W wyniku konsekwentnego catkowania uzyskujemy dwie macierze: macierz
bezwtadnodci poprzecznej poruszajacej sie masy M,,

m [ —(1-r)?* —k(1—r)

"k —k(1—k) —K?

(1-k)? K(l—kK)

k(1 — k) K2

] . (7.58)

w ktorej K = (zg + vah)/b, xg jest polozeniem poczatkowym masy w ele-
mencie czasoprzestrzennym w chwili ¢ = ¢y (rys. 7.22) i macierz ruchomej
masy w postaci macierzy ttumienia C,,

o :@[—u—n)(l—m (1-r)(1-B|-0-mB (1-k)p
" —K(1-0) K(1-P) —Kf3 K0

b
Rozpatrzmy teraz wktad przemieszczen poczatkowych na kroku h. Calku-
jemy przez czesdci prace wirtualna

h b 2 h b *
0 u ov* du,
2 * 0 2 0
v /0 /0 U daxdt = —v /0 /0 - dadt . (7.60)

Przemieszczenia lewego i prawego konica wyrazone sa przez predkosci uy, =
ul + h[Bvr + (1 — Bvs] i ug = u% + h[Bva + (1 — B)vg]. Mozemy wiec
wyznaczy¢ potrzebne odksztatcenia dug/dx

] (7.59)

B o _ .0
% _ UR - ur, _ UR ; uL+%[_ﬂv1+ﬁv2_(1_ﬁ)v3—}—(1—ﬂ)v4] . (761)
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Macierz K,,, bedzie wiec macierza sztywnosci

hmv2, [ g —p ‘ 1-8  —=(1-p)
Ky =—3
b -8 6| -(1=-p) 1-p

(7.62)

Czlon (u% — uY)/b w réwnaniu (7.61) daje w wyniku sily weztowe e w war-
stwie czasoprzestrzennej.

7.3.1.  Wyniki obliczen numerycznych

Wyniki przyktadowych obliczen, uzyskane metoda elementéw czasoprzestrzen-
nych moga by¢ poréwnane z wynikami potanalitycznymi. Wezesniejsze roz-
wazania (rozdz. 7.1.1) pokazaly nam specyfike rownania rézniczkowego wy-
korzystywanego do opisu maltych przemieszczeni konstrukeji pod ruchomym
obcigzeniem inercyjnym oraz jego charakterystyczne wtasnosci. W dalszych
testach struna zostata podzielona na 200 odcinkéw przestrzennych. Przy-
jeto krok czasowy rowny b/40v,,. Oznacza to, ze przejazd odcinka miedzy
dwoma kolejnymi weztami odbywa sie w czasie 40 krokéw czasowych. Wyniki
otrzymane matoda elementéw czasoprzestrzennych pokazuja rysunki 7.23.

Mozemy réwniez przeprowadzi¢ oblicznia przy wiekszej predkosci jazdy
v. Rys. 7.24 przedstawia przemieszczenia przy 0,9 < v/c < 1,2. Zauwa-
zamy dobra zbieznos¢ trajektorii ruchu masy do wartosci zerowej przy v > c.
Rowniez inne przyktady obliczeniowe dowodza skutecznosci metody nume-
rycznej. Poréwnania przemieszczen wybranych, ustalonych punktéow struny
w czasie wykazuja jeszcze lepsza zbieznosé z wynikami analitycznymi.

Na podstawie obserwacji wynikéw numerycznych mozemy stwierdzié, ze
przy malych predkosciach przejazdu do celéw inzynierskich poruszajacy sie
punkt masowy mozemy zastapi¢ oscylatorem. Nie mozemy natomiast stoso-
wacé uproszczonego rozkladu masy na sasiednie wezty siatki metody elemen-
tow skonczonych lub czasoprzestrzennych elementéw skoriczonych, wedlug
rys. 7.4. Przy wyzszych predkosciach ruchu mozemy stosowac jedynie sche-
maty numeryczne wyprowadzone poprawnie z réwnan rézniczkowych ruchu.
Nie mozna w prosty sposob wyrazi¢ przyspieszenia d?u/dt? w punkcie x = vt
odpowiednimi pochodnymi i w ten sposéb zmodyfikowaé opis krokowy sche-
mat catkowania réwnania ruchu.
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Rysunek 7.23: Przemieszczenia punktu struny pod jadaca masa uzyskane me-
toda elementéw czasoprzestrzennych przy a=0,5 (rysunek gorny) oraz przy a=1,0
(rysunek dolny) poréwnane z wynikami metody poétanalitycznej.
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Rysunek 7.24: Przemieszczenia punktu struny pod masa przy predkosci v réwnej
09,10, 1,1i 1,2 c.
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7.4. Belka pod ohciazeniem ruchmym - metoda pétanalityczna

Ruch belki Bernoulliego-Eulera obciazonej ruchoma masa opisuje rownanie

O*u(x,t) 0?u(zx,t) O?u(vt, t)
z warunkami brzegowymi
0%u(z,t) O*u(x,t)
t == l t = e S — ) —
u(o? ) 0 ) u( ) ) 0 ) 8152 =0 0 Y 8332 ol 0
(7.64)
i warunkami poczatkowymi
0 t
w(z,0) = 0, u@ )y (7.65)
CLZ P

Stosujemy transformacje Fouriera podobnie jak w przypadku réwnania struny
i otrzymujemy nastepujaca postac¢ koncowa
[e.9] o0
V(j,t) + « Z V(k,t)sinwytsinw;t + 2o Z wiV (k,t) cos wyt sinw;t +
k=1 k=1

o
P
+ Q*V(j,t) — aZwﬁV(kz,t) sinwgtsinw;t = —sinw;t ,

k=1 pA
(7.66)
gdzie
kmv JTv 9 EI j4m4 2m
= — s = — Q = — - — . .
Wi T wj T A « Al (7.67)

Rownanie (7.66) nie daje sie rozwiazaé analitycznie. Tu roéwniez positku-
jemy sie numerycznym calkowaniem wynikowego macierzowego réwnania

rozniczkowego
V(1,t) V(1,t) V(1,t)
V(2,t V(2,t V(2,t)
M _ +C ) +K _ =P. (7.68)
V(n,t) V(n,t) V(n,t)

W skréconej formie mozna to zapisaé¢ nastepujaco:

MV +CV+KV =P . (7.69)
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W przypadku belki Timoshenki postepujemy podobnie jak w przypadku
belki Bernoulliegi-Eulera. Roéwnanie rozniczkowe doprowadzamy do macie-
rzowego rownania

I'V+UV+MV+CV+KV=P . (7.70)

Rowniez w tym przypadku etap koricowy obliczen jestesmy zmuszeni reali-
zowaé numerycznie. Na rys. 7.25 1 7.26 przedstawiono przemieszczenia belki
Timoshenki pod ruchomym obciazeniem, w przypadku dwdch réznych zesta-
wow danych materiatowych.

7.4.1. Klasyczny model numeryczny belki

Belka jest drugim typem konstrukcji poddanej obcigzeniu ruchomemu. Nie-
mal wszystkie obliczenia numeryczne wykonywane obecnie wykorzystuja ma-
cierze metody sztywnosci (obecnie zaliczanej do metody elementow sztyw-
nosci). Model numeryczny belki Eulera jest stosunkowo prosty. Belka Ti-
moshenki ulega dodatkowo odksztalceniom postaciowym i jej opis jest nieco
bardziej ztozony. Oba opisy, w zaleznosci od potrzeb, wykorzystuje sie sku-
tecznie w obliczeniach symulacyjnych.

Belka Eulera

W przypadku obcigzenia bezmasowego bez trudu mozna wykorzystaé kla-
syczny opis metody elementéw skoriczonych. W celach porzadkowych poda-
jemy macierz sztywnosci elementu

12E71 6EI  12FEI 6EI

3 ? 3 2
AET _@21 281
B L L L
K= Bl eEl , (7.71)
3 L2
AET
| (sym.) |
oraz macierz bezwladnosci
156 22L 54 —13L
~ pAL 4L* 13L -3L?
M= 420 156 —22L | - (7.72)
(sym.) 4172

Przyktadowe obliczenia wykonano przy prostym rozwinieciu przyspieszenia
poprzecznego masy wzgledem zmiennej x = vt. Rys. 7.27 przedstawia wykres
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w(L/2,t)wo

Rysunek 7.27: Przemieszczenia pionowe Srodka przesta odniesione do ugiecia
statycznego woy.

ugiecia §rodka belki pod obciazeniem inercyjnym, poruszajacym sie z pred-
koscia v. Predko$¢ wyrazona jest przez parametr o, = vL/7 - \/pA/EI.
Rys. 7.28 ukazuje ugiecia pod jadaca masa. Wyniki te nie odpowiadaja Sci-
sle rozwiazaniom analitycznym.

Belka Timoshenki

Model Timoshenki dopuszcza udziat sit poprzecznych w deformacji przekroju
poprzecznego belki. Powoduja one obrét powierzchni normalnej do osi belki.
W modelu Timoshenki usrednia sie wptyw sit §cinajacych w przekroju po-
przecznym. Odksztatcenie postaciowe ma wartosé¢ v = 6 — w,, i jest réznica
miedzy katem obrotu powierzchni normalnej i nachylenia osi obojetnej. Cal-
kowita energia odksztalcenia wyrazana jest dwoma niezaleznymi funkcjami
w(z) i 6(z). Energie opisuje funkcjonal

L L L
M= / 1/2 EI6.2dx + / 1/2 kGA(O — w,, )*dx — / quwdz . (7.73)
0 0 0

Wspoétezynnik k& uwzglednia poprawke wynikajaca z usrednienia rozktadu
odksztalcenia postaciowego w grubosci belki. W przypadku prostokatnego
przekroju poprzecznego wynosi on 5/6. Macierz sztywnosci, w rozbiciu na
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Rysunek 7.28: Przemieszczenia pionowe punktu pod masg, odniesione do ugiecia
statycznego woy.

czedé zwiazang ze zginaniem Ky i §cinaniem K, ma posta¢ nastepujaca:

0O 0 0 0 1 L/2 -1 L/2
Erlo 1 0 -1 EGh L3/3 —L/2 L*/6
Kb = Q5 ) KS =
2 1l0 0 0 0 L 1 —L/2
0 -1 0 1 (sym.) L?/3
(7.74)

Calkowanie wielomianéw metoda Gaussa (kwadratura Gaussa) polega na
zastapieniu catki oznaczonej sumg iloczynow wartosci funkcji podcatkowej
w odpowiednio dobranych weztach (punktach Gaussa) i wag odpowiadaja-
cych tym punktom (cato$¢ mnozona przez dtugosé¢ przedziatu catkowania).
W zaleznodci od stopnia catkowanego wielomianu n nalezy dobra¢ odpowied-
nig liczbe punktow Gaussa k:

k>2n—1. (7.75)

Z uwagi na blokowanie przemieszczen i przesztywnianie modelu numerycz-
nego stosowano zredukowane catkowanie. Polegalo to na przyjeciu mniejszej
liczby punktow catkowania kwadratury Gaussa. W literaturze mozna sie z
tym zapoznac np. w [154].
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7.5. Element belki niosacy mase

Dyskretny element belki, zar6wno w klasycznej metodzie elementéw skon-
czonych, jak i metodzie elementow czasoprzestrzennych jest duzo bardziej
zlozony niz element struny. Wynika to choé¢by z dwukrotnie wiekszej liczby
stopni swobody elementu belki. Nie udalto sie dotad uzyskac¢ konsekwentnego
przejscia od réwnan rézniczkowych do numerycznego schematu catkowania
rownania roézniczkowego metoda Newmarka. Sukces przyniosto sformutowa-
nie czasoprzestrzenne. Przedstawimy je ponizej.

7.5.1. Elementy czasoprzestrzenne belki Bernoulliego—Eulera niosace mase

Pamietamy, ze kapeluszowa funkcja wirtualna jest statla w czasie i w przy-
padku belki Bernoulliego—Eulera (B-E) zapisuje sie ja w nastepujacy sposob

z? x>

vy (z,t) = (1—3§+2b—3> v3t ... P34+... vat... pg. (7.76)

Rozpoznajemy tu uzycie znanych funkcji ksztattu do opis przemieszczen (lub
predkosci) za pomoca weztowych predkosci liniowych oraz weztowych predko-
sci obrotowych. Ponizej przedstawimy obliczenia prowadzace do wyznacze-
nia pierwszego elementu macierzy bezwtadnosci ruchomej masy M, w belce
B-E:

3\ 2
M)y = / / (x — g — vt) <1 o) +2§ ) dadt =

472 (7.77)
_ / / [ x‘“wt) L pleot ot ] dadt .
b3
Po wprowadzeniu podstawienia
t
P L PCH T (7.78)
b b
otrzymamy
m h 2 3\ 2
M)y = =7 (1—3s"425%)"ds =
0
h
mb (4 - 9 5
= ——- 2 .
hv(? — 258 +5 S+ 8+5)0 (7.79)
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Po scatkowaniu powracamy do zmiennej ¢

~ omb |4 [xo+ vt 7 xg + vt 6 9 xo + vt >
<Mm>n—‘m[?< ) () ()
h

xo + vt 4 xo + vt 3 xo + vt
—2

Uwzgledniajac granice caltkowania, otrzymujemy jeden z elementéw macierzy
bezwladnosci ruchomej masy M,,

(7.80)

(Min)y = = geors [5606° (4r° — 1267 + 0" + i — 657 + 1) +
+2806°°h" (108 — 2087 + 95" + 25— 1) + (7.81)
2100 (2087 — 205 4 3) + 50" |
gdzie
h/2
_ W _ (7.8)

Posta¢ macierzy M,,,, C,, i K,, odpowiedzialnych za opis ruchomej masy
zostalty zamieszczone w dodatku A. Musimy pamietad, ze trzy pierwsze ma-
cierze tacza wektory predkosci w dwdch nastepujacych po sobie chwilach.
Sktadaja sie one z dwoch kwadratowych podmacierzy: lewej i prawej. Lacz-
nie maja one wymiar s X 2s, gdzie s jest liczba stopni swobody w wezle
badanej struktury. Macierz E,, ma wymiar sxs. Wszystkie macierze przed-
stawione w dodatku dotycza masy m = 1, wiec musza by¢ mnozone przez
rzeczywista mase m. Wprowadzono rowniez oznaczenia & = vh/b i k dane
wzorem (7.82). Otrzymane rozwigzania numeryczne (rys. 7.29) sa identyczne
z wynikami podejdcia potanalitycznego z rozdziatu 7.4.
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Rysunek 7.29: Trajektorie ruchu masy poruszajacej sie po belce B-E przy roz-
nych predko$ciach v, uzyskane numerycznie z zastosowaniem kapeluszowych funkcji
wirtualnych.

7.6. O rozwiagzaniu numerycznym réwnan ruchu belki
Timoshenki

Rézniczkowe réwnanie ruchu belki Timoshenki w formie jednego réwnania
(7.63) ma bardzo powazna wade, ze wzgledu na numeryczne podejscie me-
toda czasoprzestrzenna. Wada ta jest czwarta pochodna wzgledem czasu
t. Poniewaz czas w rzeczywistej funkcji ksztattu ma rozklad liniowy, nie
mamy mozliwoéci dyskretnego przedstawienia tej pochodnej. Konieczne jest
przeprowadzenie analizy belki Timoshenki w przypadku, gdy rownanie ruchu
przedstawione jest w postaci dwoch rownan sprzezonych ze soba wzgledem
przemieszczeni i katow. Zagadnienie ruchomego obciazenia bezwladno$cio-
wego poruszajacego sie po belce Timoshenki jest problemem samym w sobie.
Ze wzgledu na swa ztozonos¢ nie zostanie przedstawiony w niniejszej pracy.



Rozdziat

Zagadnienia kontaktowe

Kontakt toczny jest szczegélnym przypadkiem mechaniki kontaktu i po-
jawia sie w wielu zastosowaniach technicznych: kontakt kota kolejowego
7z szyna, opony w droga (rys. 8.1), tozyska toczne, walcowanie. Znaczenie
zagadnienia kontaktu tocznego podkreslano w pracach Johnsona [92, 93],
Kalkera [99, 100, 101], Knothego [79, 119, 162| i wielu innych. Jednostronne
warunki kontaktu moga by¢ wymuszone na wiele sposobow [115]. Spréobu-
jemy w skrocie sklasyfikowaé podstawowe metody obliczeniowe, stosowane
w analizie kontaktu ciat i podac ich najbardziej charakterystyczne cechy.

Metody wiezéw geometrycznych

Rysunek 8.1: Przyktlad stacjonarnej fali w oponie samochodowe;j.
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cialo S

cialo Sp

Rysunek 8.2: Przyblizone modelowanie oddziatywania cial przy przyblizonej kon-
figuracji w przedziale czasowym procesu deformacji.

o Metoda jawna rzutowania.

Metoda jest tatwa w zastosowaniu, lecz nie gwarantuje zachowania
masy w procesie deformacji. Nie sg znane bezposrednio sity kontaktu.

Na koniec kroku czasowego punkt P, ktory przeniknal brzeg ciata
So jest rzutowany na cialo Sy w punkcie Q) i uzyskuje status kon-
taktu (rys. 8.2). Predko$¢ normalna ustalana jest jako rowna zero.
Predkos¢ styczna pozostaje nie zmieniona. Kontrolowany jest znak
sit wezlowych. Nalezy stosowa¢ maly krok czasowy w celu uzyskania
wymaganej doktadnosci.

Metoda niejawna rzutowania.

Metoda zachowuje mase ciata. Sily kontaktu nie sa bezposrednio
znane. Pozostawanie punktu w strefie kontaktu okresla znak sity nor-
malnej. Metoda ta moze by¢ udoskonalona poprzez wprowadzenie
zmodyfikowanych ograniczeni na jednostronne wiezy geometryczne [28].
Wowczas upodabnia sie do metody funkcji kary przy wiezach geome-
trycznych w sformutowaniu predkosciowym.

W kroku czasowym sprawdzany jest jednakowy status punktu kon-
taktu i punktéw swobodnego brzegu. Punkt P} przenikajacy brzeg
ciala Sy w konfiguracji przyblizonej rzutowany jest na cialo S na
punkt nalezacy do odcinka P;@Qq (rys. 8.2). Odcinek ten wynika
z warunku kontaktu cial S; i S5 i jest ustalany w sposéb przyblizony
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w chwili tp. Punkt P; uzyskuje status kontaktu. Predkos¢ normalna
na konicu kroku ustalana jest jako réwna zero. Predkos¢ styczna moze
zmieniaé¢ sie dowolnie. Mozna wyznaczy¢ nowe przyblizenie geometrii
w chwili konicowej przedzialu czasu t1. Znak sily normalnej pozwala
okresli¢ punkt jako swobodny lub bedacy w kontakcie. Krok czasowy
moze byé¢ dtuzszy niz w wariancie jawnym metody.

Metody funkcji kary

Sita normalna kontaktu wyraza sie wartoscig
Fm‘j = CunjiH(_unji) )

gdzie H(-) jest funkcja Heaviside’a, a ( = 1/k z malg wartoscia  jest wspot-
czynnikiem kary:.

Warunki kontaktu Bu > ~, B — macierz kinematyki warunkoéw brze-

gowych, v — wektor poczatkowych szczelin, spelnione sa w sposéb przy-
blizony. Dodawany jest fikcyjny czlon energetyczny (czton funkcji kary)
m(u) = 7(u) + £[(Bu—v)T (Bu—=)], # = 3u’ Ku—ulf, gdzie « jest para-
metrem funkcji kary. Interpretacja fizyczng x moze by¢ sztywnosé fikcyjnej
sprezynki pomiedzy dwoma punktami kontaktu. Ostatecznie otrzymuje sie
(K+ xB'B)u = f + xB~.
Dob6r parametru x omawiany jest np. w pracach [66, 67]. Za optymalna
podano wartos¢ [179] k = ky1/+/ne, gdzie e — doktadnos$é maszyny cyfrowej
(przy ktorej 1+ > €), n — liczba niewiadomych, k; — najmniejsza sztywnoscé
elementow bedacych w kontakcie.

e Funkcja kary natozona na przemieszczenia normalne w sformutowaniu
przemieszczeniowym [157].
Metody te stosuje sie do opiséw przyrostowych, przy matych przyro-
stach odksztalceri.

e Funkcja kary natozona na predkosci normalne w sformutowaniu pred-
kosciowym.
Znajduje zastosowanie w sytuacji, kiedy punkt utrzymuje sie w kon-
takcie w wyniku numerycznej niestabilnosci, podczas zmiany statusu
wezla.

o [unkcja kary natozona na przemieszczenia normalne w sformutowaniu
predkosciowym.
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Przemieszczen normalnych uzywa sie jedynie do okreslenia statusu kon-
taktu. Oblicza sie je catkujac predkosé. Metoda nazywana jest dualng
metoda miekkiej penetracji (ang. dual soft way method) z uwagi na
fizyczna analogie zachowania sie ciata, z mozliwoscia matej penetracii,
proporcjonalnej do sity normalnej, skierowanej w kierunku przeciw-
nym. Metoda jest wygodna pod warunkiem, ze czlon zawierajacy sity
kontaktu nie dominuje w funkcjonale energetycznym.

Metody mieszane [4, 51, 90]

e Metoda mnoznikéw Lagrange’a [88, 48].

Jest ona sformutowana jako zadanie minimalizacji:
L(v,F;) < L(v,F,) < L(v*,F,),

gdzie

L(v,F,) =®(v)+ (F,,v) .
(Fp,v) jest forma liniowa, ®(v) jest wypuklym funkcjonalem pola
predkosci, F,, jest mnoznikiem Lagrange’a, bedacym w praktyce sita
normalng.
Realizujac metode mnoznikéw Lagrange’a w formie dyskretnej poste-
puje sie nastepujaco. Warunki kontaktu Bu > -« dodaje sie do zdyskre-
tyzowanej postaci energii potencjalnej w(u, A) = 7(u) + A(Bu — ~),
gdzie A jest wektorem mnoznikéw Lagrange’a. Ostatecznie otrzy-
muje sie uktad réwnan

5 7))

o rozbudowanej macierzy wspotczynnikéw w stosunku do liczby stopni
swobody zadania. Jest on zle uwarunkowany. Nieodpowiednia ko-
lejnos¢ niewiadomych w podmacierzy macierzy wspolczynnikow moze
prowadzi¢ do osobliwosci. Z tego wzgledu utrudnione jest stosowa-
nie tego podejscia do zadan 3—wymiarowych. Zbieznos¢ metody jest
zwykle staba. Z tego wzgledu stosuje sie metody powiekszonego la-
grangianu (ang. augmented Lagrangian), ktorych zbieznos¢ jest zde-
cydowanie lepsza.

Metoda powiekszonego lagrangianu.
Metode formuluje sie poprzez dodanie do lagrangianu dodatkowego
cztonu. Ostatecznie jest

L.(v,Fp) = L(v,F,) + %Hun —d|?.
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W trakcie realizacji dodanie do energii potencjalnej cztonu —iATA
regularyzuje wynikowy uktad réwnan metody mnoznikéw Lagrange’a.
Zerowa podmacierz zastepowana jest macierza diagonalna —%I. Nie
usuwa, to wprawdzie trudnosci zwiazanych z osobliwoscia podmacierzy
w uktadzie réwnan, ale utatwia jego rozwigzanie. Warunki kontaktu
spelnione sa w sposob przyblizony. Woéwczas u spelnia zmodyfiko-
wany warunek Bu — v — %A = 0. W trakcie iteracyjnego rozwia-
zywania rozszerzonego uktadu réwnan zmienia sie liczba aktywnych
ograniczen. Trudnos¢ ta mozna usunaé wprowadzajac warunki kon-
taktu przy wszystkich weztach mogacych znalezé¢ sie w kontakcie.
Metoda powiekszonego lagrangianu wraz z algorytmem Uzawa [65]
prowadzi do iteracyjnego schematu rozwiazania dwoéch odrebnych za-
dan: zadania opisanego predkosciami z klasycznym rozmiarem ma-
cierzy oraz zadania kontaktowego zawierajacego sily, z predkosciami
jako parametrem. Przyblizone sity normalne daja nowe pole predko-
$ci, a nastepnie wyznaczane jest kolejne przyblizenie sit. W pracy [4]
proponuje sie wykorzystanie uogolnionej metody Newtona—Raphsona.
W innych pracach iteracyjne rozwiazywanie zadania kontaktowego po-
taczone jest z iteracyjna metoda Gaussa—Seidela rozwigzywania wyni-
kowego uktadu réownan (np. [123]).

W dalszej czesci rozdziatu przedstawiony zostanie warunek kontaktu Si-
gnoriniego odniesiony do warstwy czasowej [to,t1]. Do modelowania warun-
kéw kontaktu zastosowana zostanie zmienna w czasie siatka przestrzenna.
Wprowadzenie dodatkowych weztow w czasie (lokalnie gestszy podziat w cza-
sie) pozwala zbudowa¢ wygodniejszy schemat obliczeniowy zadania kontak-
towego. Nieokreslonosci powstalte przy obliczaniu przemieszczeri poprzez cat-
kowanie predkosci (nieciaglych w chwili kontaktu) mozna usuna¢ stosujac
technike hamowania ruchu w kroku poprzedzajacym kontakt. Wymienione
podejscia wykorzystano do symulacji numerycznej kontaktu tocznego w ukta-
dzie kolo—szyna. Pokazano w tym zadaniu proces oscylacji sity kontaktu
i powstajace w efekcie nier6wnomierne zuzycie powierzchni. W przypadku
cial o matej sztywnosci uwzgledniono duze przemieszczenia i obroty. Prze-
prowadzono obliczenia drgan sprezystej obreczy usztywnionej ciegnami przy
odbiciu od sztywnego podtoza.
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8.1. Dynamiczne warunki kontaktu

Wprowadzmy ruch ciata odniesienia. dx bedzie przemieszczeniem PO_Pl (rys.
8.3):

t1
5X:/ vdt (8.1)
t

0

u, =0x-n—d. (8.2)

Szczelina d oznaczana przez QK na rys. 8.3 jest wyznaczana przez
d=(PiPy—PQ) n. (8.3)

F jest sita kontaktu, ztozona z sit normalnych do powierzchni kontaktu i sit
stycznych, zgodnych z prawem tarcia:

F=F,+F,, (8.4)

gdzie:

F, = F - n jest sila normalna, F,, = F}, - n,

Fr =F — F,, jest sita styczna. Przyjete oznaczenia podano na rys. 8.2.
Nalezy tu podkresli¢, ze warunki kontaktu opisane sg przemieszczeniami

normalnymi. Jesli uzywa sie sformutowan predkosciowych, poprawne ujecie

cialo odksztalcalne

cialo odniesienia

Rysunek 8.3: Konfiguracja przed procesem deformacji oraz przesuniecie punktu
P.
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warunku kontaktu (warunku niepenetrowania) uzyskuje sie przy wykorzy-
staniu do wyznaczenia przemieszczenia zwiazku (8.1).

Przyjmijmy, ze cialo S; bedzie cialem odniesienia. Normalna zewnetrzna
sity n;; (rzeczywista badz zalozona) wyznaczana jest w punkcie kontaktu
z innym cialem, przy czym punkt ten moze by¢ rzeczywistym punktem kon-
taktu, badz wstepnie zalozonym w procesie obliczeniowym. W szczegdlnosci
moze dojs¢ do kontaktu miedzy dwoma obszarami tego samego ciata. Ptasz-
czyzna styczna w punkcie kontaktu pozwala wyznaczyé¢ dwie pozostate osie
uktadu odniesienia. Indeksami i i j oznaczaé¢ bedziemy numer ciata. n bedzie
kierunkiem normalnym, a 71" stycznym.

Wrzgledne przemieszczenie normalne punktu ciata S; wzgledem ciata S
wynosi

Un,;; = W15 (85)

gdzie
t

() = wylto) + [ viy . (8.6)

to
v;; jest wzgledng predkoscig punktoéw ciata S; w ukladzie odniesienia zwig-
zanym 7 cialem S; i ma sktadowe normalna vy, i styczna vr;:

Vij = Vo, + V1, (8.7)
Sita normalna skierowana od ciata S; do ciata S; okreglana jest nast¢pujgco:
Fnj = Fjingg, (8.8)
zas styczna sita kontaktu:
Fr,, =Fji — Fp,;nj;. (8.9)
Ogolnie warunki tarcia opisane sa przez warunki dyssypacji
Fr-vr<0 . (8.10)
Prawo tarcia okresla wyrazenie
Fr =H(v) (8.11)

gdzie H(v) jest funkcjonatem historii predkosci, spelniajacym takie same
warunki co rownania reologiczne. Prawo tarcia jako prawo powierzchniowe
winno uwzglednia¢ wtasnosci ciata z wypelniajacym je osrodkiem ciaglym.
Przyktadem prawa tarcia moze by¢:
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AT,

Tji

Rysunek 8.4: Wykres (vr, Fr) prawa tarcia Coulomba.

<

AFy

Vi

Rysunek 8.5: Wykres (vr, Fr) prawa tarcia lepkiego: Fr,, = —alvr, [P~ vr, .
e prawo tarcia Coulomba — ([130], rys. 8.4), jesli |Fr| < f|52H (un)],
to vy =01 Fr = H(un,vr) = —f]%=H (uy)|sgn(vr).
VT,
Fr, = —puF,, — (8.12)
’ HVTij H

e prawo tarcia lepkiego (Nortona-Hoffa) (rys. 8.5)

Fr, = —allvy, [P~ vr,,. (8.13)

e zregularyzowane prawo Nortona—Hoffa

—1
FTN = (HVTU H + HVTL']- H)p VT (8.14)
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gdzie vq jest pewnym malym wektorem, a ||vo|| pewna mala liczba
dodatnia. P jest liczba z przedziatu [0, 1].

Przypadkiem granicznym tarcia lepkiego przy p = 0 jest tarcie Tresci.
Przy p = 01 « zaleznym od sit normalnych utrzymuje sie prawo tarcia
Coulomba.

Prawo tarcia mozna w zwiazku z powyzszym zapisa¢ og6lnie jako

FT.. = H(VTij)' (815)

J

Warunki kontaktu Signoriniego spetnione sa w chwilach ¢g i 1, jesli

unij - dO S 0 )
F, <0 | (8.16)
Fnji (unij - d(]) = 0 9

gdzie dy jest odlegtoscia pomiedzy ¢ i j. Mozna wiec okresli¢ moc sity nor-
malnej w dowolnej chwili ¢ na kroku czasowym jako réwna zero:

Fp;, Onyy = 0. (8.17)

Wowezas praca w przedziale czasu [tg,t1] bedzie rowna zero:

t1
Fyyy Uy, dt = 0, (8.18)
to

Powyzszy zwiazek wyraza dualno$é¢ sity normalnej i normalnej predkodci
wzglednej. Z tego tez wzgledu pole wirtualnych predkosci nalezy dobieraé
w sposoéb zgodny z warunkami kontaktu.

Mozemy wykonaé catkowanie (8.18) przez czesci:

b dF,,
[y, (un,; — do)],! — /t = (un,, —do) dt =0. (8.19)
0

Po uwzglednieniu warunkéw Signoriniego (8.16) otrzymamy

t dF,
Yy, —dg) dt = 0. 8.20
| ey ) (5.20)
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NG R P

Rysunek 8.6: Predkosé¢ wzgledna normalna w przedziale czasu [tg, t1].

8.1.1. Predkos¢ w strefie kontaktu

Predkos¢ punktu materialnego wchodzacego w kontakt z innym ciatem jest
funkcjg nieciagla (rys. 8.6). Istotne sa dwa punkty charakterystyczne pro-
cesu kontaktowego: osiggniecie kontaktu ¢. (punkt ten jest wtagnie punktem
niecigglosci) oraz oderwanie sie t¢ (ten punkt nieciggtosci ma mniejsze zna-
czenie). Najczesciej dlugosé przedziatu czasu At = t1 — tp jest mala na tyle,
ze punkty t. ity nie zawieraja si¢ w nim jednoczesnie.

Konsekwencja rozwazan prowadzonych w p. 8.1.1, a zwtaszcza postulatu
doboru pola predkosci wirtualnych zgodnie z warunkami kontaktu, jest taki
dobor dyskretyzacji czasoprzestrzennej, ktoéry pozwala wyodrebnié¢ w sposob
naturalny punkty ¢.1ity. Konieczne jest zatem zageszczenie podzialu w czasie
w strefie kontaktu poprzez wprowadzenie dodatkowych weztéw o wspotrzed-
nych wtasnie t. it (rys. 8.7). Efektem wspomnianej niecigglosci predkosci
sa trudnodci z wyznaczaniem potozenia punktu w sposéb konsekwentny, tj.
z pola predkosci, np. wedtug zwiazku

r1 =T+ [(1 — ﬁ)vo + ﬂvl] h 0<p<l. (8.21)

Poniewaz x, okre§lane jest przez geometrie cial, a v; winno by¢ réwne zeru
przy t., wobec tego (8.21) moze by¢ spetnione tylko w sposob przyblizony.

Przedstawione ponizej przyktadowe zadania rozwigzano przyjmujac za-
geszczong w czasie siatke elementow. W pierwszym, sprezysty pret o dlu-
goséci L=1, module Younga E=1 i gestosci masy p=1, uderza w sztywna
przeszkode z predkoscia v=1. Podzialu przestrzennego dokonano na dwa
elementy. W strefie kontaktu czworokatny element czasoprzestrzenny zasta-
piono para elementow: trapezowym i trojkatnym. Wezet posredni przypadat
na chwile wejscia swobodnego korica preta w kontakt lub utraty kontaktu.
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At

Tk
| :

Rysunek 8.7: Drgania osiowe preta — rozwoj siatki czasoprzestrzennej w strefie
kontaktu.

Rys. 8.8 przedstawia przemieszczenia obu koncoéw preta w czasie. Drugie za-

%

t

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Rysunek 8.8: Zderzenie sprezystego preta ze sztywna przeszkoda.

danie modelowano identyczna jak poprzednio siatka elementéw, przy czym
jeden z koncoéw preta zamocowano. Drugiemu swobodnemu koricowi nadano
predkos¢ poczatkowa v=1 i ustawiono w odlegtosci d=0,1 od niego sztywna
przeszkode. Linia pogrubiona pokazuje przemieszczenia w czasie swobod-
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Rysunek 8.9: Przemieszczenie punktoéw preta bez kontaktu z przeszkoda (lewy
rysunek) i z uwzglednieniem kontaktu (prawy rysunek).

nego kornca preta, linia cienka za$ punktu w srodku dtugosci preta.
Widoczna na rys. 8.6 nieciagtosé¢ predkosci w strefie kontaktu mozna usu-
na¢. Jednoczesnie konsekwentna stanie sie woéwczas zaleznosé przemieszczen
od predkosci (jak np. (8.21)). W tym celu zwigzki wynikajace z warunkow
kontaktu narzuci¢ trzeba na rozwigzanie w chwili poprzedzajacej penetracje
ciala, tj. juz w chwili ¢g, jesli penetracja nastepuje w chwili ¢;. Nalozone
ograniczenia maja za zadanie wyhamowaé¢ punkt materialny do takiej pred-
kosci vy, aby w nastepnym kroku czasowym moéc speli¢ warunek v; = 0
121 = Trone (rys. 8.10). W najprostszym przypadku, ilustrowanym na rys.

VA |

b, oty te t

Rysunek 8.10: Hamowanie punktu w strefie kontaktu: linia ciggta — ruch swo-
bodny, linia przerywana — ruch po uwzglednieniu ograniczen.

8.10, predkosé¢ w chwili ¢y powinna mieé¢ wartosc¢

_ Lkont — -1

h

Vo

(1=F)va, (8.22)
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polozenie zas
2o =(1—=B)2_1 + BTrons + (1 — B)*hv_1. (8.23)

Wtedy w chwili ¢; predkos¢ vy przyjmie wartosé 0, a x1 wartosé¢ Tient-
Trzeba tu zwroéci¢é uwage, ze hamowanie przed kontaktem jest proce-
sem odbierania energii. Mozna tego dokona¢ dwojako: narzucajac warunek
predkosci na okreslony wezel, albo przyktadajac do tego wezta odpowiednio
dobrang site hamujaca. Oba podejicia sa rownowazne, gdyz wartosc sity
rowna jest wartosci reakcji przy narzuconym warunku na predkosé. Sita ha-
mujaca (reakcja) dziata na kroku At. W efekcie wezel uderza w przeszkode
z predkoscia nieco mniejsza i sztywna przeszkoda zwraca w zwigzku z tym
mniej pedu po odbiciu. Odebrany ped trzeba zwroci¢ w pierwszym kroku,
w ktorym wezel porusza sie swobodnie po oswobodzeniu sie z kontaktu.
Ponizszy przyktad ilustruje oméwione podejscie. Pret sprezysty o dhtu-
gosci L=1, danych materiatlowych EF=1, p=1, porusza sie z predkosciag v=1.
W odlegtosci d=0,5 uderza w sztywna przeszkode. Dokonano podziatu prze-
strzennego na 8 elementow. Parametr a przyjeto rowny 0,8, uzyskujac bez-
warunkowsa stabilnos¢ procedury. Z rys. 8.11 wida¢, ze predkosé po odbiciu

X v
0.5 — ™ 1.0 -

o h=0.01 \\'"z__ 05 )
/ ----- h=0.1 \ : %

v 0.0

i e I h=0.4 v s L
A R il

Vol A . VL[ !
0.1 I % 15 u\v \V\(’J
1=l 7 \ '
0.0 7 7 7 t -2.0 t
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 o] 3 5

Rysunek 8.11: Schemat zadania oraz przemieszczenia i predkosci w czasie punktu
czolowego A przy wybranych warto$ciach kroku czasowego h=0,01, 0,1 i 0,4.

preta pozostaje rowna 1. Widaé to zwtaszcza, jesli obserwacje prowadzi sie
przez dtuzszy okres czasu. Linia ciagla, odpowiadajaca krokowi h=0,4 uwi-
dacznia miejsca hamowania i zwrotu pedu. Widaé to tez, cho¢ nieco mniej
wyraznie, przy h=0,1. Predkos¢ konica preta po odbiciu zaburzona jest drga-
niami pasozytniczymi. Wprowadzenie niewielkiego ttumienia moze poprawic
obraz odpowiedzi uktadu. Warunkiem jest jednak wzglednie drobna dyskre-
tyzacja (rys. 8.12). Przy gestym podziale drgania pasozytnicze maja wysoka
czestosc i daja sie tatwiej ttumi¢. Widaé, ze dopiero podzial na 20 lub 40
elementéw daje wtasciwa postaé wynikow.
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elem. y=0
elem. y=0.2
v elem. 7=0.2
0.00 q
elem. y=0.2
-0.50 A
~1.00 elem. y=0.2
-1.50 t
0 4 10 12

Rysunek 8.12: Predkos¢ korica preta po odbiciu przy réznej gestosci podziatu
przestrzennego, bez ttumienia (y = 0) oraz z maltym ttumieniem (y = 0,2) (o =
0,75, h =10,02).

Algorytm obliczeniowy jest prosty i mozna go zbudowa¢ sprawdzajac
kazdorazowo kilka warunkéw. W zaleznosci od sytuacji obliczenia kontynu-
uje sie, powtarza sie biezacy krok lub powraca i powtarza krok poprzedni.
Schemat obliczent pokazuje tabela 8.1. Metode przedstawiong w tabeli 8.1
wykorzystano do rozwigzania zadania kontaktowego odksztalcalnego kota
toczacego sie po sztywnym podlozu.



8.2 Kontakt jednostronny i tarcie 235

Tablica 8.1: Schemat obliczeniowy zadania kontaktowego z hamowaniem i zwra-
caniem pedu.

1° poczatkowo:
indeks=0, krok i;

2° modut obliczeniowy:
Av;,1 +BV,+s; =F;;

3° jesli indeks=0 i nie ma penetracji, to
ii=1+1, — 2°%

4° jesli indeks—0 i zachodzi penetracja, to
zadana predko$¢ v = (Tpont — xi—2)/h — (1 — B) vi_a,
indeks=1, 7 :=i — 1, — 2°;

5° jesli indeks=1, to
obliczy¢ reakcje i zapamietaé¢ R,
v=0, indeks=2, — 2°;

6° jesli indeks=2 i zachodzi Sciskanie w kontakcie (odpowiedni zwrot sit
kontaktu), to
v=0,i:=1+1, — 2°;

7° jesli indeks—2 i zachodzi odrywanie w kontakcie, to
indeks—0, sila zewnetrzna F:=F+ R, — 2°.

8.2. Kontakt jednostronny i tarcie

Jednym ze zjawisk towarzyszacych oddzialywaniu walca i pasma (kota i szyny)
jest pofalowanie powierzchni pasma, ktore przy wielokrotnym walcowaniu na
zimno (jak np. walcowanie blachy) moze mie¢ tendencje do wzrostu ampli-
tudy nieréwnosci. Zjawisko to jest rowniez obserwowane w eksploatacji szyn
i kot kolejowych.

Drgania w transporcie szynowym sa przede wszystkim wynikiem kon-
strukcji toru i samego pojazdu szynowego. Zrodta drgan to:

e okresowa stuktora toru z podktadami, powodujaca, ze jadacy wagon
na zmiane zapada sie miedzy podktadami i wznosi na podktadach,

o stozkowy ksztalt kol, w wyniku czego zestawy kotowe maja tendencje
do wezykowania; rézna $rednica kot przy tej samej predkosci katowej
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Rysunek 8.13: Wezykowanie przy réznej predkosci liniowej toczenia.

powoduje, ze lewe i prawe kolo toczy sie z r6zna predkoscia liniowa
(rys. 8.13),

o odksztatcalnosé kot i szyn; poprzeczne sity statyczne oraz drgania wy-
woluja boczne przesuniecia, powodujac boczne uderzenia i potegujac
wezykowanie,

e faliste zuzycie kot i szyn; w wyniku zjawisk dynamicznych, jazdy po
tukach, tarcia, powstaja pofalowania powierzchni tocznych kot i szyn
(rys. 8.14);

Nieréwnosci powstaja po kilku latach przecietnej eksploatacji i wystepowad
moga zaréwno na gtowce szyny, jak i na powierzchni kot pojazdow (rys. 8.14).
Obserwowana jest tez duza szkodliwo$¢ hatasu [69].

Zjawisko to jest od dawna obserwowane, ale dotychczas nie jest w pelni
wyjasnione. Istniejace hipotezy [119, 159] nie sa zadawalajace, gdyz nie
obejmuja wiekszosci warunkoéw generacji korugacji, a tylko niektére z nich.

Dotychczasowe badania numeryczne zagadnienia kontaktu toczonego z wy-
korzystaniem metody elementéw skoniczonych ograniczaty sie do analizy qu-
asistatystycznego procesu toczenia walca po sprezysto-plastycznym pasmie
[126, 83, 40] lub symulacji numerycznej krotkotrwalych procesow niestacjo-
narnych [37]. M.E.S. wykorzystywano na ogol do okreslenia czestosci wta-
snych poduktadow [127, 119, 38] poszukujac zwiazku pomiedzy dtugoscia
fali nieréwnosci i predkoscig wzglednego ruchu. Poszukuje sie tez rozwigzan
z wykorzystaniem modeli zuzycia, pokazujacych pogtebianie poczatkowo ma-
tych nieréwnosci szyn po wielokrotnych przejazdach wozka [120, 79].
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Rysunek 8.14: Korugacje na powierzchni kota i szyny.

Do pelnego zbadania zjawiska wymagane jest uwzglednienie m.in. teorii
plastycznodci, teorii drgan, tarcia i zuzycia. Ze wzgledu na zlozony model
dynamiczny pojazdoéw czy urzadzen walcowniczych niemozliwe jest zbadanie
analityczne zagadnienia.

Rozwazajac zagadnienie toczenia sie odksztatcalnego walca (kota) analize
numerycznej ograniczono do przesledzenia efektéw wywotanych zjawiskami
dynamicznymi kontaktu. Do obliczen przyjeto koto o promieniu R=10 cm,
grubogci 1 cm, wykonane ze stali (£—2,05-10"' N/m?, v=0,3, p—7,83 g/cm?).
Koto toczy sie po sztywnym podtozu z predkoscia katowa w. Rozpatrywane
predkosci liniowe miescily sie w przedziale 90-180 km /h. Przyjeto material
sprezysty, w ptaskim stanie naprezenia. Obszar podzielono na 864 elementy
trojkatne z 469 weztami (rys. 8.15). Aby uniknaé¢ wielokrotnych obrotow
macierzy, zwiazanych z obrotem struktury i tym samym akumulacji btedéw
zaokragleni przyjeto, ze kolo pozostaje nieruchome, a obraca sie wokot niego
sztywne podtoze. Nadano przy tym kotu wszystkie obciazenia wynikajace
z ruchu wirowego. W poczatkowej fazie koto obracajac sie osiada tagodnie na
podiozu. Sptaszczenie powodowane przez podloze osigga wartosé ostateczna
d=0,1 cm (rys. 8.16). Aby usuna¢ wplyw warunkéow poczatkowych oraz
zmniejszy¢ efekt odbicia fal i interferencji przyjeto stosunkowo duze ttumie-
nie numeryczne. Warto$¢é parametru ~ (4.109) wyniosta w obliczeniach 0,2
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Rysunek 8.16: Schemat zadania.

i data w efekcie ttumienie o dekremencie logarytmicznym A = 0,03. W prak-
tyce w tym przypadku drgania zgodne 7z pierwsza forma wlasng i okresie T' &
80 ps wyttumity sie w 95% juz po 1/4 obrotu kola.

Wryniki obliczen wykazaty, ze sita w strefie kontaktu jest zmienna, mimo
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Rysunek 8.17: Reakcja kontaktu w czasie przy predkosci w=0,3-1072 rad/s.
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Rysunek 8.18: Fragment wykresu reakcji kontaktu w czasie.

jednostajnego toczenia sie kota i znacznego ttumienia. Przebieg pierwszych
pieciu obrotéw przy predkosci w—0,3-1073 rad /§ przedstawia rys. 8.17. Wycinek
wykresu doktadniej pokazano na rys. 8.18. Aby przesledzi¢ rozktad napre-
zenn w materiale w kolejnych fazach obrotu zsumowano drugi niezmiennik
naprezen Jy ze wszystkich krokow jednego pelmego obrotu (rys. 8.19 (a)).
Rysunek nie ma interpretacji przestrzennej. Obrazuje jednak periodyczny
rozktad ewentualnego zuzycia powierzchni kota podczas eksploatacji. Liczba
oscylacji reakcji zmniejsza sie wraz ze wzrostem predkoéci. Zaobserwowano
to np. w pracach [135, 115] w przypadku kola gumowego. Mozna wyko-
na¢ przyblizony wykres zaleznosci liczby cykli przypadajacej na jeden pelny
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1000. 1600.

Rysunek 8.19: Drugi niezmiennik naprezenia J, podczas pelnego obrotu przy
predkoéci (@) w=0,30-10"3 rad/s i (b) w=0,52-1073 rad/s [MPa].
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Rysunek 8.20: Zalezno$¢ liczby cykli reakcji n i jej maksymalnej wartosci R od
predkosci katowej w.

obrot od predkosci katowej w (rys. 8.20).

Aby przedstawi¢ zmiane rozktadu predkosci w kolejnych etapach tocze-
nia, zamieszczono rys. 8.21. Strefa kontaktu rozposciera sie w dolnej cze-
$ci kota i przesuwa sie przeciwnie do ruchu wskazowek zegara (przechodzi
z godziny 6 na 5). Material obraca sie wzgledem osi kota raz w lewo, raz
w prawo. Wzbudzenia ruchu za$ doznaje w strefie kontaktu. Jednocze$nie
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wartodci sit kontaktu ro$na wraz ze wzrostem czestoéci w. W celu doko-
nania poréwnania przedstawiono wykres Jo wykonany przy predkosci wiek-
szej, w=0,52-1073 rad /s (rys. 8.19 (b)). Obserwuje sie spadek liczby karbow
przy jednoczesnym wzroscie warto$ci napezeri. W przedstawionym rozwiaza-
niu, przy przyjetej wielkosci nacisku statycznego i predkoéciach obrotu kota,
przekroczona zostaje granica plastycznosci. Uklad rzeczywisty w praktyce
nalezaloby przeprojektowac.

Obserwacje prowadzono do czasu pelnego obrotu kota. Jedli liczba kar-
bow przypadajaca na jeden obrét nie jest liczba catkowita (tzn. nastepuja
przesuniecia fazowe przy kazdym kolejnym obrocie), to zaburzony zostaje
wykres w okolicy dolnego punktu obwodu kota, od ktérego zaczyna sie i na
ktorym koriczy sie obserwacje. Rys. 8.22 przedstawia pola predkoéci wybra-
nych chwilach, po dtugim okresie toczenia. Po przebyciu 4-5 pelnych obrotéw
i ustabilizowaniu sie drgan dostrzegamy rozktad predkoéci na brzegu kota,
prowadzacy do powstania brzegu falistego.
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Rysunek 8
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8.3. Duze przemieszczenia

W poprzednich punktach wykazano, ze formuly predkosciowe, mimo pew-
nych wad, moga okazaé sie uzyteczne w modelowaniu zjawisk kontaktowych.
W punkcie 8.1.1 zwr6écono uwage, na sformulowanie wyrazone predkosciami,
kiedy to na predkosci naktadane sa warunki brzegowe. Ma ono wade niecig-
glodci pola predkosci w chwili kontaktu. Zaleta formut predkosciowych jest
fakt, ze utatwiaja one uwzglednienie bardziej ztozonych reologicznie zwigz-
kéw konstytutywnych. Nie ma wiec jednoznacznej oceny przydatnosci wy-
branego sformutowania. Tym bardziej jest ona trudna, im bardziej ztozony
jest problem.

Ponizej przedstawimy sposob uwzglednienia duzych obrotéw materiatu
w opisie predkosciowym oraz podamy przyrostowy opis przy duzych od-
ksztalceniach. Okazuje sie, ze uwzglednienie tego typu zjawisk réwniez nie
przedstawia trudnosci. Przyjeto, ze przypadajace na krok czasowy wielkosci
przyrostéw odksztalceri nie sa tak duze, by znaczaco pogorszy¢ zbieznosé
i doktadnosé rozwiazania |78, 156].

8.3.1. Duze obroty

Oznaczmy przez dx wektor wyznaczony w chwili tg. Wektor d'x w chwili
t dany jest jako wynik transformacji stycznej

d'x =, Fd"x . (8.24)
Rozniczkowanie (8.24) wzgledem t prowadzi w rezultacie do zwiazku

dt
d—:‘ = (‘W +'D)d"x , (8.25)
gdzie czton ‘W'dx okregla ruch sztywny

"W = (gradv — (gradv)") , (8.26)

1
2
a czton ‘D'dx dotyczy czystego odksztalcenia

‘D = = (grad v + (grad V)T) . (8.27)

1
2
Po rozktadzie

WF= RLY (8.28)
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zwigzek pomiedzy | R i "W mozna okredli¢ w nastepujacy sposob:

d R,

“=(L,R) "~ 'W=o0. (8.29)

Po scatkowaniu (8.29) otrzymujemy macierz obrotu w przedziale [to, t]
_ W (—
ER =Te Who) (8.30)
ktora moze by¢ rozwinieta w szereg z dwoma cztonami

(t — t0)2 t

IR =1 (t—1t)'W + 5

W2 — . (8.31)
Zwiazek konstytutywny w przypadku materiatu hyposprezystego opisany jest

przez zwiazek

dyjo
—— =ED. 8.32
P (8.32)

% jest pochodna czasowa we wspotobrotowym uktadzie wspotrzednych,

a D jest tensorem predkosci obrotu. Tensor odksztatcenia w chwili ¢ opisuje
zaleznosc¢

t
o =0 —i—/ EDd¢ . (8.33)
to

Po wprowadzeniu dyskretyzacji czasoprzestrzennej wektora predkosci w ukta-
dzie odniesienia w konfiguracji ¢; (przy przyjetym liniowym rozkladzie) ma
on postac

o= (,';]R)‘1 (ao + (1 — a2)gED0> [(ioR)‘l}T + angD . (8.34)

gdzie a = (t; — to)/h, h = t; — to. Odksztalcenie okreslone przez (8.34)
mozna wprowadzi¢ do rownania pracy wirtualnej.

Dalsze przyktadowe rozwazania poprowadzimy rozwijajac element ra-
mownicy ptlaskiej.

8.3.2. Element ramownicy ptaskiej

Rozpatrujemy prosty element ramownicy ptaskiej (rys. 8.23). Przyjmujemy
liniowa interpolacje przemieszczen u, w, v:
u = Niuji + Nousg
w = Niwy + Nows (8.35)
¥ = N1y + Notvs
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Rysunek 8.23: Przemieszczenia elementu ramownicy ptaskie;j.

gdzie Ny = %(1 —&), Ny = %(1 +¢), —1 < ¢ < 1. Macierz funkcji interpolu-
jacych ma postaé

Ny N,
N = N N, . (8.36)
N N,

Wektor predkosci odksztalcen zawiera predkosci odksztalcenia osiowego &,
$redniego kata Scinania 8 oraz krzywizny &

€x Z 0 0 i
e=< B =10 & 1 Wy =D,q. (8.37)
. o 3
K 0 0 5 0
Odpowiedni wektor naprezeri ma postac
P, EA O 0
o= Q ;=| 0 S 1 |e=Ee. (8.38)
M 0 0 FEI

Obrotu elementu o kat ¢, a wraz z tym macierzy funkcji ksztattu dokonuje sie
przez przemnozenie odpowiednich wyrazen przez macierze obrotu T.

N*=NT, (8.39)
gdzie
[ cosp sing 0 i
—sing cosp 0 (0)
0 0 1

T= cosp sing 0 ’ (8.40)

(0) —sing cosp 0

I 0 0 1
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Rysunek 8.24: Element ramownicy w chwili ¢; i t;41.

Poniewaz polozenie elementu w przestrzeni jest rézne w kazdej chwili (rys.
8.24), wobec tego macierze funkcji ksztaltu elementu czasoprzestrzennego
otrzymujemy w nastepujacej formie:

N' = [NT((Pa) Hg; NT(‘:OP) Hp] : (8'41)

H, i Hj s funkcjami interpolujacymi, ktorych najprostsza, liniowa postac
jest nastepujaca:

H, = %(1 —7), Hy— %(1 +7). (8.42)

©q 1 ¢p sa katami nachylenia osi preta w chwilach tg i tg + At. Dystrybucja
przemieszczen wirtualnych moze by¢ opisana funkcjami wyzszego rzedu, typu

H, =

(1-7)—a(-1), ﬁp:%(l—FT)—i-Oé(Tg—T). (8.43)

DO | —

[teracyjny, niejawny schemat obliczen przedstawia rysunek 8.25.
Przyktadowe obliczenia wykonano rozwazajac okrag ztozony z 2x32 ele-
mentéw, spadajacy pionowo z predkoscia v na nieskonczenie sztywna, nie-
ruchomg powierzchnie. Przyjeto nastepujace wartodci liczbowe: E = 0,004,
A=401=0,333 p=1,0 K =12 v=0,1, At = 25 v = 0,0015
(w jednostkach: cm, g, ps). Wyniki podano na rysunku 8.26. Zdeformo-
wany okrag pokazano w odstepach czasu 200 At. W drugim przykltadzie do
sprezystego okregu dodano sztywny pieréciein wewnetrzny i szprychy—ciegna,
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iter:—iter+1

'

iter—1 | | iter>1

geometria przyblizona geometria doktadna

(x7y)|ti+1 = (x>y)|ti + qz At (xhy)’ti-kl - (x7y)‘ti + % (qz + C'12‘-1—1) At

macierze struktury A;, B;, C;, Dy,

w funkcji geometrii (z,y)[s, 1 (2, 9)]4,

l

sity zewnetrzne
— przy iter—1: F = —-R, F* =F
— przy iter>1: F* =F

l

wektor prawych stron
F:=F-C;1qi-1 — (Di1 + Aj)q

l

warunki brzegowe:
B, —-B/,F - F*

l

rozwiazanie uktadu rownan

B qi+1 =F
l

obliczenie reakcji R'
Ry, = —F) + Bl(cg q'(,ZJrl)

test zbieznosci ;41

Rysunek 8.25: Schemat obliczenn w przypadku duzych przemieszczen.
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Rysunek 8.26: Odbicie sprezystego okregu.

OGO

0.0025 s 0.0050 s 0.0075 s 0.0100 s
0.0125 s 0.0150 s 0.0175 s 0.0200 s

Rysunek 8.27: Odbicie kota z ciggnami.

o duzej sztywnosci, pracujace jedynie przy rozcigganiu. Kolejne fazy odbicia
pokazuje rys. 8.27 (naniesiono tylko szprychy, w ktérych w danym momencie
wystepuja sity rozciagajace).
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8.4. Procedura przyrostowa

Rozpatrzmy warstwe czasowy t; < t < t; + At. Roéwnanie pracy wirtualnej
mozna zapisa¢ w nastepujacej postaci:

[ (80(0) Gt + puin (1) i) Vi, = R (8.44)
Vi,
S, (t) — II tensor Pioli-Kirchhoffa w chwili ¢ odniesiony do konfiguracji t;,
e, (t) — tensor odksztatcenn Greena—Lagrange’a,

pt; — gestos¢ masy w chwili ¢;,
R(t) - praca wirtualna sil zewnetrznych

R(t)= [ fE@W)owdv,+ [ f5(t)0w;dS; .
Vi St

fE@) i f2(t) sa sktadnikami zewnetrznie przyltozonych sit objetosciowych
i powierzchniowych, okreslanych w chwili ¢. Rownanie (8.44) jest catkowane
w przedziale czasu [t;, t; + At]. Przyjmuje sie takze dekompozycje przyro-
stowa
e, (t) = Ae (8.45)
Uy, (t) = W (tl) + Au
oraz prawo konstytucyjne

AS = C,Ae . (8.46)
Po wykorzystaniu (8.45) i (8.46) rownanie (8.44) przybiera postaé

ti+AL ti+AL
/ / 71,0(Ae)dVy,dt + / ASS(Ae)dV;,dt +
Vt; t; Vi,

ti+At ti+At
/ / pr; U (t;) O(Au)dV,dt +/ / pr;Au 0(Au)dV;, dt =
Vi, Vi,

ti+AL

- / R(t)dt . (8.47)
ti

Catka podwojna ft it th moze by¢ zastapiona w zapisie przez caltke po

obszarze czasoprzestrzennym Q; = {x,t : x € Vi, t; <t < t; + At}. Przyrost

odksztatcenia Ae dzielony jest na cze$¢ liniowa Ae i nieliniowa An

Ae =Ae+ An . (8.48)
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|
[
/

Rysunek 8.28: Nieprostokatny element czasoprzestrzenny (obiekt jednowymia-
rowy).

Po uwzglednieniu (8.46) i (8.48) oraz po zaniedbaniu cztonéw matych wyz-
szego rzedu mozna scatkowac (8.47) przez czesci

- / ptZAué(Au)dQZ = Qz —/ Ttié(An)in . (8.49)
i Qi

Wektor przemieszczen weztow czasoprzestrzennej warstwy ¢ oznaczymy przez
q’. Laczy on w sobie przemieszczenia w chwilach ograniczajacych warstwe 4
z gory i z dotu (rys. 8.28):

q :{ 3; }:{ gzﬂ } . (8.50)

Warstwe czasoprzestrzenng dyskretyzuje sie elementami czasoprzestrzennymi
Qe; tak, ze wypelniaja one cala warstwe @

NE
= U Qej, Vjiken,nElle; N, =0 . (8.51)
j=1

Przemieszczenia wewnatrz elementu sa interpolowane z przemieszczern we-
ztowych

u=N(x1) q=Nx1 { 3; } . (8.52)

Wowczas odksztalcenia i naprezenia wyrazone sa przez dziatanie operatordw
rozniczkowych: D(z) — liniowego i D — nieliniowego:

€ = Du, S = Ee, e=Dnu . (8.53)
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W efekcie rownanie sit dziatajacych na warstwe czasoprzestrzenna i sprowa-
dza sie do postaci:

| Jo,(DN)TE DN+ [, (DyN)T 7 DyNAQ; — fo, (B) " p 0| Ag =
= F — [o,(DN)T7d0 + [ [, ()" p 5 ] a (8.54)
Mozna to zapisaé¢ krécej nastepujaco:
(K}, + Ky, + M') Aq' = AF — (Fiy + M'q’ — F') , (8.55)
gdzie:
K, = /ﬂ (DN)TCDN dQ;

i = / (DNN)TTDN d9; (8.56)
Q;

: ON\" oON
M= - [ () 0%

Fy = /(DN)T?in.
Q;

Nalezy podkresli¢, ze wektor obcigzen F w (8.54) zawiera sktadowe impulsow,
o wymiarze [Ns]. Stad macierze sztywnosci K, i Ky maja wymiar [Ns/m],
a macierze mas wymiar [kg/s|.

8.41. Algorytm krokowy

Krokowy algorytm rozwiazywania rownania (8.55) mozna zapisa¢ nastepu-
jaco:

Ci_1Aqi 1+ (Di_1 + A))Aq; + BjAqi 11 = AF; + F, - FK —FM | (8.57)

Indeks ¢ oznacza numer kroku czasowego, Aq; jest wektorem przyrostow
przemieszczen w chwili ¢;. FZK akumuluje sity wewnetrzne, a F{V[ — przyro-
sty sit weztowych spowodowanych bezwladnoscia i ttumieniem. Wektory te
opisano ponizej:

Ff = Z [CanzAQnﬁ + (DS, + Al A1+ Ban1AOIn] , (8.58)

n=1
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chwila I t warstwa

Qisrs By 2HT

1: (Ai' Bi’ ey Aqi+1)

Qi » K 1

Rysunek 8.29: Schemat warstwy czasowej i wyznaczane w jej obrebie wielkosci.

FY =3 [CaluAdu—o + (D, + A ) AGn-1 + By Agn] - (859)
n=1

Macierze A, B, C i D sa odpowiednimi ¢wiartkami macierzy globalnej, od-
niesionymi do odpowiednich warstw czasoprzestrzennych (np. rys. 5.2).

Rysunek 8.29 przedstawia warstwe czasowa ¢ ograniczong przez chwile ¢
i1+ 1, oraz wielkosci okreslone badz w warstwie czasowej, badZz w punktach
czasu. Schemat rozwigzania zadania w jednym kroku czasowym odbywa sie
jednoetapowo, to jest bez iteracyjnego doprowadzania do catkowitej réwno-
wagi sil na koncu kroku czasowego (rys. 8.30). Dopuszczono takie podej-
scie, gdyz przedzialy czasowe wynikajace z catkowania réwnania rozniczko-
wego ruchu sg bardzo mate w poréwnaniu 7 krokiem czasowym stosowanym
zwykle w rozwiazywaniu zadan quasi-statycznych. Niezrownowazenia sit po
pierwszym kroku iteracyjnym sa wowczas mate. Korekta dokonywana jest
w nastepnym kroku czasowym. W tablicy 8.2 usystematyzowano etapy algo-
rytmu krokowego obliczeni zadania nieliniowego. Wystepujace symbole maja
nastepujaca interpretacje:

e | jest numerem warstwy czasowej i numerem kroku obliczeniowego.

o F,; jest wektorem aktualnego obciazenia zewnetrznego. Powstaje przez
zsumowanie przyrostow obciazenia zewnetrznego AF;.

° FZK jest wektorem sit wewnetrznych. Tworzony jest przez sumowa-
nie po kazdym kroku sil wewnetrznych, wyznaczanych z obliczanych
przyrostow przemieszczen.

° Ffw jest wektorem sit bezwladnosci. Tworzony jest podobnie jak FZK
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E;(‘FFQA_FZ‘

FA+FY—F

q1 g2

Rysunek 8.30: Przyrostowe rozwigzanie réwnania nieliniowego z poprawka ob-
ciazenia FX + FM — F,.

e Macierze A;, B;, C; i D; sa podmacierzami globalnej macierzy wspot-
czynnikéw warstwy . Powstaja w wyniku zsumowania KiL, Kﬁv i M
(8.55), (8.56).

o Macierze AZ-K, BiK, CiK i DZK sa odpowiednimi podmacierzami uwzgle-
dniajacymi K’ i K%, (8.56), a macierze AM, BM CM i DM sa
podmacierzami uwzgledniajacymi M’ (8.56).

Algorytm obliczent opisany w tablicy 8.2 wymaga innego zorganizowa-
nia, kiedy chce sie go zastosowaé¢ w praktyce. Pojawia sie koniecznosé¢ ujecia
etapow uwzgledniajacych nieliniowos$ci materialowe, geometryczne, zmiane
siatki podziatu, a w §lad za tym odwzorowania pol naprezen i przemiesz-
czen, bardziej ekonomicznego gospodarowania pamiecia operacyjnag itd. Taka
uzytkowa wersje algorytmu przedstawia tablica 8.3.

Doktadnos¢ algorytmu

Wektor FZK powstaje faktycznie w wyniku akumulacji naprezen i budowy
na ich podstawie wektora sit weztowych.

Metode numeryczng zadania nieliniowego mozna nazwaé jako przyro-
stowa z jednokrokowsa korekta Newtona—Raphsona. Wyznaczone rozwiaza-
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Tablica 8.2: Algorytm obliczert w jednym kroku obliczeniowym.

Dane: Aqq
Wartosci poczatkowe: ¢ =0, F; =0, FZK =0, Ff\/[ =0,q;,=0

1. i:=141,
2. Okreslic AF;,
3. Obliczy¢ A;, B;, C;, D;, w chwili ¢;,
4. Wyznaczy¢:
FzK = FzK + C£2Aqi—2 + (Dz‘fiz + Ai[il) Aq;1 + Bi[ilAqi
FMo=F" +CMyAqi—o + (Dg‘fz + A%l) Agqi—1 + B} Ag;
5. Rozwiazaé ze wzgledu na Agq;:

Ci1Aq; 1 + (D1 + A)) Aq; + B;Aqi.1 = AF; + F;, — FK _FM

6. di+1 = q; + Aqit1, Fi :=F; + AF;.

nia nie sg wprawdzie doktadne, ale nie maja rosnacego btedu, jak byloby
to w przypadku np. metody Eulera. Poniewaz stosowane kroki czasowe sa
mate, btedy takiego podejicia sa rowniez mate.

Badania doktadnosci dokonano analizujac zachowanie sie pojedynczego-
elementu skoniczonego preta drgajacego osiowo, modelowanego dwoma tréj-
katnymi elementami czasoprzestrzennymi. Przyjeto modul sprezystosci be-
dacy funkecja odksztalcenia E = 1—1/8¢2. Poréwnanie przemieszczen w cza-
sie przy réznych krokach czasowych, poczawszy od najwiekszego ze wzgledu
na stabilnosé h,e, = 1, przedstawia rys. 8.31.

W rozdziale 8.1 wyprowadzono dynamiczne warunki kontaktu ciat od-
ksztalcalnych. Przyjeto warunki Signoriniego, ktore przeksztalcono do po-
staci catkowej (8.20). Okresla ona zerowanie si¢ pracy w przedziale [t;, t; + h]
w przypadku kontaktu. Warunek (8.20) jest wygodny przy modelowaniu
kontaktu w warstwie czasoprzestrzenne;j.

W zadaniach opisanych predkosciami przemieszczen trudnosci sprawia
nieciagtosc¢ sktadowej normalnej predkosci w chwili kontaktu (rys. 8.6). W ta-
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Tablica 8.3: Algorytm procesu krokowego (wersja programowa).

. Obliczenie wektora prawych stron, zawierajacego tymczasowy wek-

tor R oraz catkowity wektor sit Y F
F=R-YF

. F = F_Di—1Qi

. Odwzorowanie wektora sit na nowa siatke weztow:

F—F
¢ —
G—G
SF-—YF

. Obliczenie wspotczynnikow macierzy elementéw i utworzenie macie-

rzy globalnych A;, B;, C;, D;.

. Obliczenie:

° F\:F\—l-AZZ]\Z
e B3; przechowane w Sp
e R=-C;q

e D, przechowane w Sp.

. Rozwiazanie uktadu réwnar:

B; giy1 = F.

. Obliczenie Ao.

. Dodanie sktadnikow do wektora sit Y F' i obliczenie tymczasowego

wektora G:

SF=YF+G

S F =S F+AMG +BM g1 + [, (DN))" Ag dV
G = CMG + DM g1 + [, (DND Ag av.

. i:=14 1; powr6t do 1.
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0 10

Rysunek 8.31: Dokladnosé algorytmu przyrostowego przy réznym kroku czaso-
wym.

kim przypadku, jesli przyjmiemy mate kroki czasowe, mozna przyjaé przybli-
zenie ciaggta funkcjg predkosci. Nie bedzie wprawdzie zgodnosci pola pred-
kosci z polem przemieszczeri, ale mozna dopudci¢ takie rozwiazanie, gdyz
odstepstwo od doktadnych rozwigzan, mierzone energetycznie, jest niewiel-
kie.

Nowym sposobem modelowania zadan w strefie kontaktu jest wprowadze-
nie dodatkowych weztow w chwili poczatkowej i konicowej kontaktu (rys. 8.7).
Woweczas cale przedziaty czasu [ti—1,tc], [te, ], [tj,tf], [tr,tj41] maja jeden,
okreslony stan ograniczenn kontaktowych: ograniczenia aktywne lub nieak-
tywne. Upraszcza to np. uwzglednienie prawa tarcia. W literaturze mozna
spotka¢ prace, w ktorych krok czasowy ulega skroceniu w catej lub wybra-
nej czesci uktadu. Odbywa sie to przez zastosowanie metody o zmiennym
kroku catkowania réwnan rézniczkowych. Skrécenie krokow poprawia w ta-
kim przypadku dokladnosé okreslania stref kontaktu, lecz precyzyjne dopa-
sowanie serii krokéw czasowych do chwili rozpoczecia i zakoriczenia kontaktu
jest trudne w praktycznej realizacji. W odroéznieniu od tego, prezentowane
w niniejszej pracy podejscie pozwala ustali¢ potozenie dodatkowych weztow
w czasie w sposOb doktadny. Nalezy podkresli¢, ze do uzyskania rozwiazania
w danej warstwie czasoprzestrzennej opisang w pracy metoda mozna z po-
wodzeniem wykorzysta¢ istniejace, klasyczne procedury metody elementéw
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skoniczonych, budowania macierzy struktury i rozwiazywania uktadu réwnan.

Druga propozycja przedstawiona w pracy dotyczy sposobu modyfikacji
predkosci w chwili poprzedzajacej kontakt, tak aby zaréwno predkosci jak
i przemieszczenia byty opisane funkcjami ciagtymi. Wymagamy przy tym,
aby przemieszczenia konsekwentnie wynikaty 7 predkosci. Wspomniana mo-
dyfikacja polega na odpowiednim wyhamowaniu ruchu punktu tuz przed jego
zetknieciem sie z przeszkoda. Wytracona energia oddawana jest w chwili od-
rywania sie punktu od przeszkody.

Oba zaproponowane podejscia utatwiaja nie tylko numeryczne realizacje
kontaktu, ale takze poprawiaja doktadnos¢ dyskretnych rozwigzan. Zamiesz-
czone przyktady numeryczne pozwalaja przesledzi¢ zachowanie sie uktadu
w wybranych sytuacjach. Okazuje sie, ze w zadaniach opisujacych zderze-
nia nie jest tatwo wyeliminowaé efekty pasozytnicze, zwigzane z zastapie-
niem uktadu ciagtego dyskretnym. Najczesciej w praktyce usuwamy drgania
o wyzszej czestosci przez dodanie ttumienia. Moze okazaé sie to niewystar-
czajace. Jak pokazuje rys. 8.12 duze ttumienie, w przypadku podziatu na
niewielka liczbe elementow przestrzennych, nie wygltadza dostatecznie wyni-
kowych wykresow przemieszczen. Zaproponowana metoda hamowania ruchu
punktu przed zderzeniem tagodzi efekt wstrzasu w chwili kontaktu.

Modelowanie czasoprzestrzenne kontaktu zastosowano do analizy przy-
czyn powstawania korugacji kot kolejowych przy duzych predkosciach tocze-
nia. Wykazano, ze nieréwnosci powstaja na skutek efektow falowych, kiedy
kontakt pomiedzy kotem i szyna nie jest punktowy, a ma miejsce na dtuz-
szym odcinku. Przedstawiony w pracy obraz zuzycia kot kolejowych jest
jednym z nielicznych wynikéw skutecznego modelowania zjawiska korugacji.

Predkosciowy opis zastosowano takze skutecznie w symulacji odbicia ela-
stycznego okregu, wzmocnionego ciegnami. W tym, oraz w poprzednio przy-
toczonych obliczeniach zadan o wielu weztach zlokalizowanych w strefie kon-
taktu, nie zaobserwowano braku zbieznoéci procesu na skutek przemiennego
wchodzenia wezta w kontakt i odrywania sie (tzw. migotania). W przy-
padku kota kolejowego liczba weztéw w strefie kontaktu wahala sie od 4 do
8. W przypadku elastycznej obreczy dochodzita do 10, a w zadaniu dy-
namicznego zgniatania cylindra (rys. 4.36) nawet do 100. We wszystkich
przypadkach zbieznosé osiagano bardzo szybko.



Rozdziat

Zastosowania inzynierskie metody
elementow czasoprzestrzennych

Metody obliczeniowe dynamiki stosowane sa obecnie do symulacji niemal
wszystkich problemoéw spotykanych w praktyce inzynierskiej. W kolejnych
rozdziatach przedstawione zostana przyktady zadan rozwiazanych z wyko-
rzystaniem metody czasoprzestrzennych elementéow skoriczonych. Wiele sy-
mulacji komputerowych mozna przeprowadzi¢ réwniez innymi metodami ob-
liczeniowymi. Jak wykazaliSmy w poprzednich rozdzialach, metoda elemen-
tow czasoprzestrzennych w szczegdlnych przypadkach moze byé sprowadzona
do metody elementéw skoriczonych ujetej w cykl bezposredniego catkowania
w czasie rownania rézniczkowego metoda. W wielu jednak przypadkach za-
stapi¢ jednak jej nie mozna.

Jednym z probleméw wymagajacych specjalnego podejscia jest modelo-
wanie przejazdu pojazdu szynowego po torze, moscie, przejazdu odbieraka
pradu pod przewodem trakcji elektrycznej lub przesuwu robota przemysto-
wego na prowadnicach. W przypadkach, kiedy masa przesuwajacego sie
obiektu inercyjnego jest znaczna, poréwnywalna lub przewyzszajaca mase
konstrukeji, z ktora sie styka i przejezdza z duza predkodcia, nie mozemy jej
zastapic sita rownowazna co do wartosci statycznego oddziatywania. W pa-
kietach do symulacji komputerowych nie uwzgledniono tej grupy probleméw.
Jedyna metoda, ktora dotad okazala sie skuteczna w rozwiazaniu takich za-
dan jest metoda elementéw czasoprzestrzennych.

259
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9.1. Podtuznica karoserii samochodowej

Zbudujemy dyskretny model elementu ramy, bedacego fragmentem struktu-
ralnym karoserii samochodowej. Dominuja w nim deformacje zlokalizowane
w niewielkich strefach. Przekroje poprzeczne ram to cienkoscienne przekroje
zamkniete. W trakcie zgniatania $cianki ulegaja pofatldowaniu harmonijko-
wemu, absorbujac stosunkowo duzo energii. Charakter deformacji sklania
nas do zaproponowania elementu sztywnego na zginanie, z mozliwoscia jedy-
nie odksztalcenn podtuznych. Zginanie bedzie realizowane jedynie w weztach
konicowych dzieki nadaniu im mozliwosci sprezystego obrotu. Takie zatozenia
umozliwiaja:

e tworzenie struktur ramowych w trzech wymiarach,

e opis skoniczonych przemieszczen i skoriczonych obrotéw,

e przyjecie opisu quasi-statycznego lub dynamicznego, opisanego w p.
4.6.3,

e narzucenie symetrii obrotow obu wezlow elementow (z mozliwosciag
wlaczania i wylaczania tej cechy) (rys. 9.1, 9.2),

e przyjecie roznej sztywnosci w obu kierunkach zginania (np. przyjecie
prostokatnego pola przekroju poprzecznego) (rys. 9.3).

Mozliwa postaé przemieszczenn w modelu dwuwymiarowym pokazana jest na
rys. 9.4. Obliczenia wykonany przy zalozeniu, ze proces przebiega: 1) quasi-
statycznie (patrz rozdziat 4.6.3), 2) dynamicznie.

9.1.1. Opis matematyczny

Energia potencjalna elementu o skoniczonych przemieszczeniach ma nastepu-
jaca postac
Lo

1 1
P = EAe,dx + §k5f1y (p1y — 9y)2 + B} K2y (p2y — Qy)2+
0

1 2 1 2 1 ksO (‘PQw - (plx)2 )
+2 kflz (‘plz Hz) + 5 kf2z ((PZz Hz) + 9 Lo Z Qz qi -
(9.1)

Energie mozna rozlozy¢ na energie zwiazana z odksztatceniem podtuznym
Py, 7 odksztalceniem sprezyn Py oraz z praca sit zewnetrznych > Q; ¢;.
W skrocie mozemy to zapisa¢ nastepujaco:

P:Pb+Ps_ZQiQi- (9.2)
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Rysunek 9.2: Zlozone struktury zbudowane z elementéw podtuznicy.

9.1.2. Duze przemieszczenia

Przy malych przemieszczeniach macierz sztywnosci opisujaca osiowe od-
ksztalcenia preta, ktorego o$ pokrywa sie z osia OX uktadu wspotrzednych,
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Rysunek 9.3: Posta¢ zdeformowanych rzeczywistych elementéw.

Rysunek 9.4: Lancuch zdeformowanych elementéw w dwoéch wymiarach.

ma postac:

(9.3)
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Kazdy z weztéw reprezentuje 6 stopni swobody w uktadzie x,y, z. Jedynie
cztery wartosci sg niezerowe. Przy dowolnym polozeniu preta w przestrzeni
uktad wspoétrzednych odpowiednio obracamy, a wynikowa macierz bedzie
iloczynem odpowiednich macierzy obrotow T: TT KI; ;T

W przypadku duzych przemieszczen rozwazania rozpoczynamy od okre-
Slenia energii potencjalnej E,. Rozpatrywac bedziemy pret prosty o dtugosci
poczatkowej Lo, o jednym koricu zamocowanym przegubowo i drugim — do-
zZnajacym przemieszczen wymuszonych:

E,= %k(Al)Q, Al = /(Lo + Au)? + (Aw)2 — Lo . (9.4)

Al jest wydtuzeniem preta, a Au, Av i Aw sg sktadowymi przemieszczen
konica. Rézniczkowanie E), wzgledem przemieszczen weztowych u daje w re-
zultacie macierz sztywnosci

B A
Lofdu(p— 20y 0 0
0 1-4 0 0
0 0 1-4
0 0
K’y = k
eN LOZuAu(l _ %l_(l)) 0 0
0 1-f 0 0
0 0 1-4
I 0 0
A -
—fofdu(l — o) 0 0
0 —(1—-4) 0 0
0 0 —(1—4>)
0 0
(9.5)
—Loffu(y _ o) 0 0
0 —(1-4) 0 0
0 0 —(1—%)
0 0

Odpowiednie bloki macierzy sa podmacierzami o zerowych wspoétczynnikach.
Konicowa dhugosé preta po odksztatceniu wynosi w kwadracie L? = (Lg +
Au)? + (Av)? + (Aw)?. Stan zgieciowy w przypadku matych przemieszczen
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. . . TS
opisany jest macierza sztywnosci K::

0 0 0 0 0
0 kflzl‘%kf2z 0 0 0 k{l;z
k k k
0 0 _ fly;l% f2y 0 _ {l(l)y 0
0 0 0 L 0
Eriy ’
0 ko o 0  kpy O
1z
s _ |0 = 0 0 0 ki
el 0 0 0 0 0
O _kflz[‘/%kaz 0 O O _kiéz
k k k
0 0 fly;% f2y 0 £;y 0
0 0 0 ko 0
0
0 0 el 0 0 0
0 M 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
O _kflz[‘;kaz 0 O O k‘izz
0
k k k
0 0 fly;% f2y 0 _ {;y 0
0 0 0 ko 0
0
0 0 Ky 0 0 0
0 Fis 0 0 0 0 96)
0 0 0 0 0 0 '
O kflzl‘;kf2z 0 O O _k£iz
0 00 kriytkroy 0 Eray 0
L3 Lo
0 0 0 L 0
Eray ’
0 ;? 42 0  kpy O
2z
0 -t 0 0 0 ko

Macierze powyzsze nie zapewniaja opisu obrotu preta jako bryly sztywnej.
Wprawdzie przy niewielkich, w stosunku do dtugosci preta, wartosciach prze-
mieszczenn wyniki sa wystarczajaco dokltadne, w zadaniach o skoriczonych
przemieszczeniach nalezy poszukac lepszego opisu ruchu.
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9.1.3. Skonczone przemieszczenia i obroty

Rozpatrzymy oddzielnie odksztatcenia osiowe preta oraz odksztalcenia wy-
wolane obrotami wezlow. Oba stany sa niezalezne. Odksztalcenie osiowe
w precie definiujemy nastepujaco:
1
€r = Uy + 5(“295 + 1)7236 + wzx) . (9.7)

Przyjmujemy interpolacje liniowa przemieszczen weztowych

u= (1-£)u+ 5 un
v=(1-£)vi+ 4 v (9.8)
w= (1-£)w+ £ ws.

Energia potencjalna P, w precie o skoriczonych przemieszczeniach wynosi

Lo
P, = EAe,dx . (9.9)
0
Naszym celem jest uzyskanie postaci macierzy speliajacej zasade minimum
energii

0P,
=t —o, (9.10)
oq .
gdzie q zawiera wartosci przemieszczenn weztowych obu koncow preta
(
U1
wy
= A1
Qe "y (9.11)
V2
w2
Uzyskujemy nastepujaca posta¢ réwnania:
Kevge =0, (9.12)

gdzie macierz K.y sktada sie z trzech macierzy zawierajacych przemieszcze-
nia w réznych potegach.

Kenv =Ky + Koy + Ksy - (9.13)

Macierz K1 jest macierza w cztonach o wspotczynnikach liniowych, macierz
Ko opisuje cztony kwadratowe, a K3y — cztony sze$cienne. Cwiartki macie-
rzy sztywnosci (9.13) wynikajace z odksztalceni osiowych preta uwzgledniane
sa w pelnej macierzy elementu w sposéb pokazany na rys. 9.5.
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Rysunek 9.5: Podmacierze macierzy preta wpisane w macierz globalna.

1 0 0]-1 00
0 0 0] 00O
EA 0 0 0] 0 OO
Kv=T I=too[ 100 (9.14)
00 0] 00O
. 00 0] 00 O]
3(U,2 — ul) V2 — U1 wo — W1
V2 — U1 U2 — Ul 0
KQN—E—é w9 — W1 0 U9 — U1
2L0 —3(2@ — ul) —(’U2 — Ul) —(U)g — U}l)
—(U2 —’Ul) —(UQ —ul) 0
L —(wg—wl) 0 —(uQ—ul)
(9.15)
—3(2@ — ul) —(1)2 — 1)1) —(wg — wl) ]
—(1)2—?)1) —(uQ—ul) 0
—(QUQ — wl) 0 —(UQ — ul)
3(UQ - ul) Vo — U1 w9y — W1
Vo — U1 U2 — Uy 0
w9 — W1 0 U2 — Uy

K3y ma wymiary 6x6. W skrdocie mozna to zapisaé jako iloczyn wektorow

— EA
Ksn = 203

U2 — Uy

vy — V1
w2 — W1
—(ug —uy)
—(v2 — 1)

—(wz —wy) )

: [u2_u1§ V2 — V15 W2 — Wy

(9.16)

| = (u2 —u1); —(v2 —v1); — (w2 — wy)]
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Powyzszy iloczyn w efekcie opisuje macierz 6 x6. Wyrazy zawieraja kwadraty
przemieszczen wezlowych.

Zginanie w weztach podtuznicy

Przyjmujemy oznaczenia przedstawione na rys. 9.6.

Rysunek 9.6: Oznaczenia przyjete w opisie konfiguracji preta.

Energia potencjalna Ps; odpowiadajaca obrotom weztéw i skrecaniu opisuje
ponizsza wielko$¢:
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1 1 1
Ps = §kf1y (SDIy - 9y)2 + 5 kay (@23/ - Gy)Q + 5 kflz (Qplz - 92)2

1 1 kso (922 — p12)?
+5 kr2e (2. — 0,)* + 3 0 (¢ 20 P1a)” (9.17)
Katy 0, i 0, przedstawiajg proste wielkosci trygonometryczne:
Uz — ULz Ugy — Uly
0, = —arctan(———=—), 0, = arctan(———=——) . 9.18
Y (L0+u2x_ulz) : (L0+u2x_u1:v) ( )

Po podstawieniu wartosci katow (9.18) do wyrazenia (9.17) mozemy wyzna-
czy¢ pochodne P wzgledem kolejnych przemieszczenn i ostatecznie wspot-
czynniki sztywnosci elementu. Operacje te sa proste, choé¢ wynikowe wyraze-
nia sa rozbudowane. Pozostawiamy ten etap zainteresowanemu czytelnikowi.

9.2. Macierz funkcji kary

Zaktadamy dwa rownania, ktére musza by¢ dodatkowo spelione przy obro-
tach weztow

Pyt ooy U2 — UL
2 Lo
P1z ;— P2- _ u2yL—0u1y . (9.19)
Mozna je zapisa¢ macierzowo
Ceqe =0, (9.20)
gdzie
Co=lo 0 20 00 0200 o) ©N

Macierz sztywnosci K. uzupemiona jest dodatkows macierzg kary ze wspot-
czynnikiem -y

K=K, +~vCI'C.. (9.22)
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Rysunek 9.7: Reakcja wzgledem przemieszczenia.
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Rysunek 9.8: Schemat dynamiczny zadania.

Przyktady liczbowe

Badano uktad dwoch pretow (rys. 9.8). Wyniki pokazano na rys. 9.7. Nieliniowy
material (z ostabieniem) daje wyniki pokazane na rys. 9.9. Zwiazek konsty-
tutywny dany jest wzorem

40
by =5m—10p. (9.23)

Zbadano zadanie testowe pokazane na rys. 9.10 aby sprawdzié¢ skutecz-
nos¢ opracowanej metody.

Rys. 9.11 pokazuje ksztalt ramy S. Na lewym rysunku wymuszono prze-
mieszczenie poziome koricowego wezta. Na prawym rysunku dodatkowo za-
mocowano pionowe przemieszczenie tego wezla.
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Rysunek 9.9: Reakcja wzgledem przemieszczenia w przypadku materiatu z osta-
bieniem przy réznym kroku czasowym
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Rysunek 9.10: Schemat ramy S.

W nastepnym przyktadzie zamocowano obrét przesuwanego korca. Za-
stosowano male thumienie 7, = 5 - 107°. Wyniki poréwnano z przypadkiem
braku ttumienia.

Na rys. 9.13 widoczna jest zbiezno$é¢ procesu bez masy i bez ttumienia.

Rys. 9.14 pokazuje fragment poprzedniego rysunku.

Rys. 9.15 pokazuje,

ze mate ttumienie nie zmniejsza drgan pasozytniczych. Wzglednie wysoki
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Rysunek 9.11: Rama S — geometria w kolejnych etapach przy réznym sposobie
wymuszenia ruchu prawego wezta.
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i
0 20 40 60 80 100 120 140 160

Rysunek 9.12: Rama typu S — geometria w kolejnych fazach z maltym ttumieniem
(a) i bez ttumienia (b).

wspotczynnik 7, jest wymagany nawet w poczatkowej fazie procesu.

9.2.1. Wnioski

Opisana metoda okazuje sie skuteczna w modelowaniu pretowych uktadow,
w ktorych cato§¢ proceséw mechanicznych opisuja parametry w weztach.
Procesy mechaniczne sprowadzone do weztéw zadawane maja byé na pod-
stawie otrzymywanych opiséw eksperymentalnych badZ wynikéw uzyskanych
innymi procedurami obliczeniowymi.

Istotnym jest fakt, ze jeden opis matematyczny wraz z procesem catkowa-
nia rownania rézniczkowego ruchu moze byé zastosowany zaréwno do zadar
statyki jak i dynamiki. W tym pierwszym przypadku mamy do dyspozycji
tylko jeden punkt pracy opisanej procedury o = 1.
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Rysunek 9.13: Zbiezno$¢ procesu bez tltumienia (rama S) — pionowe przemiesz-
czenia wezta nr 11 z rys. 9.10.

bez tlumienia
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Rysunek 9.14: Poczatkowa faza deformacji (czes¢ rys. 9.13).
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Rysunek 9.15: Ttumienie . = 01i 7, = 1076.

9.3. Dynamika uktadu pojazd-tor

Tory bezpodsypkowe i tory z podktadami stalowymi klinowymi (zwanymi
tez podktadami typu ,Y”) sa przyktadem uktadu dynamicznego tor-pojazd.
Modernizacja, ze wzgledu na bezpieczenstwo, ukladéw zawieszenia i wy-
sokie wymagania przepiséw kolejowych jest stosowana rzadko i okupiona
jest dlugimi i kosztownymi badaniami prototypéw. Zauwazalng poprawe
wspotpracy dynamicznej uktadu koto-szyna daje modernizacja starych toro-
wisk przy zastosowaniu nowych technologii. Przyktadem jest linia Krakdow
Ptaszow-Oswiecim, gdzie powstal odcinek drogi kolejowej ze stalowymi pod-
ktadami typu Y. Podktady stalowe sa réowniez eksploatowane przez koleje
linowo-terenowe na Gubalowke w Zakopanem i na Gore Parkowa w Krynicy
Gorskiej.

Zaleta zastosowania podktadéw ,Y” polega na zwiekszeniu poprzecznej
sztywnosci toru i zwiekszeniu jego bezwladnosci przez wiaczenie podsypki do
wspolpracy z przekrojami stalowymi (rys. 9.16). Jest to szczegblnie wazne
na tukach i w obszarach goérzystych. Wada jest wyzszy koszt wykonania. Po-
miary na eksperymentalnych odcinkach wykazuja znaczne obnizenie poziomu
hatasu przy przejezdzie pociagu.

O ile budowa probnych odcinkéw eksploatacyjnych jest droga, a badania
czasochtonne, to symulacje komputerowe mozna wykonaé¢ szybko. Sa war-
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Rysunek 9.16: Podktad stalowy klinowy.

tosciowe wowczas, gdy analizowany model odpowiada mozliwie wiernie mo-
delowi fizycznemu [165, 168|. Przy jego opracowywaniu podstawowa sprawa
jest ustalenie, jaka cze$¢ masy kota stykajacego sie z szyna wspétdziata z niag
dynamicznie. Pozostale parametry modelu mozna stosunkowo dobrze do-
bra¢ na podstawie dokumentacji technicznej. Pewne jest, ze przy duzych
predkosciach jazdy nie nalezy obciazaé toru jedynie elementem sprezystym,
nieinercyjnym, a nalezy uwzgledni¢ mase, na ktorej mozna nastepnie uloko-
waé ztozony nawet model pojazdu.

Rysunek 9.17: Model toru oraz schemat pojazdu szynowego przyjete w oblicze-
niach numerycznych.

Zadanie przejazdu pojazdu szynowego po torze klasycznym oraz typu
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,Y'"podzielono na dwa poduktady. Pierwszy to tor ztozony z szyn, pod-
ktadow, lepkosprezystych przektadek oraz lepkosprezystego podltoza grun-
towego. Drugi poduktad to pojazd szynowy, zbudowany w prosty sposéb
z czterech oscylatorow, polaczonych odksztalcalng rama (rys. 9.17). Przyj-
mujemy, ze drgania obu szyn sprzegane sg przez zestawy kotowe, a elemen-
tem sprzegajacym drgania propagujace sie wzdluz szyny jest rama wozka
pojazdu szynowego. Szyny, podklady oraz ramy wozka przyjeto jako ele-
menty rusztu, o trzech stopniach swobody w wezle. Przektadki przyjeto jako
elementy skoriczone preta. Podtoze gruntowe przyjeto jako inercyjne pod-
toze Winklera. Odpowiednio dobrano sztywnosci ramy oraz bezwtadnosé
poszczegdlnych elementéw. W przypadku uproszczonego modelu pojazdu,
w ktorym masy kot sa zgranulowane, dobrano wielko$ci masy kota, jaka to-
warzyszy przemieszczeniom poprzecznym szyny w przedziale 15%-50% masy
kota.

Oba ukltady dynamiczne rozwiazywano niezaleznie, budujac i rozwiazu-
jac odpowiednie wynikowe uktady rownan algebraicznych. Siatki weztow obu
uktadéw dyskretnych przemieszczaly sie wzgledem siebie i w zwiazku z tym
zastosowano prosta procedure iteracyjna réwnowazenia sit w obu uktadach.
W pierwszym etapie tor obciazano w punktach kontaktu kot z szynami sitami
odpowiadajacymi naciskowi dynamicznemu két wozka. W wyniku otrzy-
mano przemieszczenia weztow siatki dyskretnej szyny. To pozwalato wy-
znaczy¢ przemieszczenia pionowe szyn w miejscach ich kontaktu z kotami.
Przemieszczenia przyjmowano jako warunki brzegowe w rozwiazaniu uktadu
wozka obciagzonego sitami zewnetrznymi, m.in. ciezarem wlasnym i ciezarem
pudta wagonu. Wynikiem rozwiazania tego etapu byty reakcje w miejscach
kontaktu z szynami. Reakcje te, z przeciwnymi znakami stuzyly ponownie
do obciazenia toru. Powtarzana iteracyjnie procedura prowadzita w kilku
krokach do zrownowazenia uktadu statycznego i nastepnie pozwalata przejsé
do nastepnej chwili w procesie dynamicznym. Procedura dziata poprawnie
w pewnych zakresach parametréw. W naszym przypadku w praktyce nie
dochodzito do utraty stabilnogci rozwiazania, o ile krok czasowy nie byt zbyt
duzy.

Rys. 9.18 pokazuje pordéwnanie przemieszczeri pionowych w czasie przy
przejezdzie zestawu kolowego z r6zna predkoscia. Wyniki uzyskane metoda
elementow czasoprzestrzennych poréwnano z wynikami programu Medyna.
Mimo mocno rézniacego sie podejscia przy tworzeniu modelu numerycznego
w programie Medyna oraz MECz, uzyskano podobienistwo wynikow. Jednym
7z odstepstw jest zaobserwowane przy predkosci 72 km/h i wyzszej, dudnie-
nie. Mozna spodziewaé sie wystapienia tego zjawiska w wynikach Medyny
przy nieco innej predkosci jazdy. Ta réznica moze wynikac¢ z nieuwzglednie-
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nia w programie Medyna masy kél, stowarzyszonej w ruchu poprzecznym
z szynami. Tréjwymiarowy obraz odksztalconych osi szyn w kolejnych chwi-
lach pokazuje rys. 9.19. Dostrzegamy wyzsze amplitudy przemieszczen toru
klasycznego, widoczne zwlaszcza w pewnej odleglosci od kot pojazdu szy-
nowego. W celu poréwnania zamieszczono wyniki pomiaréw przejazdu po
torze, zarejestrowane w Niemczech (rys. 9.20). Oprocz przemieszezen w cza-
sie pokazano réwniez wartosci $rednie, zblizone do quasistatycznych, oraz
wartosci pomniejszone o wartodci ugieé¢ statycznych. Oprocz lepszych
wtasnosci dynamicznych rejestrowanych na poziomie szyn mozna pokazaé
mniejsze amplitudy wybranego punktu na ramie pojazdu szynowego. Roz-
nice miedzy przejazdem po torze klasycznym i typu ,,Y” sa znaczace i siegaja
kilkudziesieciu procent (rys. 9.23).
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Rysunek 9.18: Przemieszczenia pionowe punktu kontaktu kota z szyng uzyskane
programem Medyna (lewa kolumna) oraz metoda MECz (prawa kolumna) przy
predkosci 36, 54, 72 i 100 km /h.
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Rysunek 9.19: Pionowe przemieszczenia toru klasycznego (z lewej) oraz typu “Y”
(z prawej) w czasoprzestrzeni, obcigzonego wozkiem poruszajacym sie z predkoscia
40 m/s.



9.3 Dynamika uktadu pojazd—tor 279

w
S}

N
=}

1 PRI "

]Mﬂ Uil N 1

[T i
HHHW T |AMEN ¥

W N
| M, I 7

[y
o

o
o
—
—
=
=
—
——

|
=
=)

ugiecie [mm]

!
N
=)

0.0 20 4.0 6.0 8.0 10.0 12.0 14.0 16.0 18.0 20.0 22.0 24.0
droga [m]

Rysunek 9.20: Pomiary przemieszczen pionowych szyny przy przejezdzie z pred-
koscia 60 km /h oraz przemieszczenia pomniejszone o ugiecia statyczne.
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Rysunek 9.21: Pionowe przemieszczenia punktow kontaktu podczas jazdy z pred-
koscig 30 m/s (gorne) i 50 m/s (dolne).



e . . .
280 9 Zastosowania inzynierskie metody elementéw czasoprzestrzennych
0.0030 . . : ; : : : 0.0050 - - T T T T
klasyczny klasyczny ———
0.0020 - typuY 8 0.0045 |- typuy - ——
0.0010 L i 0.0040 | 1
- 0.0035 | ~
E 0.0000 £ 0.0030 [ 1
2 -0.0010 g @ 00025 | .
: 3
2 -0.0020 4 g 00020 - 3
| 0.0015 |- —
-0.0030
0.0010 |- .
-0.0040 - 0.0005
-0.0050 i . . . i . . 010000 L L . H L . i |
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800
droga [cm] droga [cm]
a b

Rysunek 9.22: Pionowe przemieszczenia zarejestrowane (a) 120 cm i (b) 180 cm
przed punktem kontaktu pierwszego zestawu koltowego wozka wagonowego z szyna
w torze klasycznym i torze z podktadami typu ,.Y”, przy predkosci 40 m/s.
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Rysunek 9.23: Pionowe przemieszczenia
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9.4. Dynamika toru metra

Analiza przejazdu kolei podziemnej ma na celu ocene szkodliwego wplywu
drgan na otoczenie. Odnosi si¢ to zaréwno do pasazeréow jak i mieszkan-
cow okolicznych budynkéw. Szkodliwosé to z jednej strony dokuczliwe, zbyt
glosne dzwieki o niskich czestotliwosciach, z drugiej — drgania powodujace
nier6wnomierne osiadania fundamentéw budynkoéw i zarysowania tynkow.
Ludzkiemu uchu bardziej dokucza dzwiek ztozony z dwoch sktadowych mo-
dalnych, o bliskich sobie czestotliwosciach, niz pojedynczy mod o wyzszej na-
wet amplitudzie. 7Z kolei wzrost predkosci przejazdu wagondéw metra zwiek-
sza amplitudy drgan przenoszonych na otoczenie. Istniejacego tunelu metra
nie mozna przebudowaé. Nie mozna tez utozy¢ wokoét niego wibroakustycz-
nej izolacji gtebokiej. Mozna natomiast probowaé¢ wptywaé na dynamike
uktadu pojazd-tor przez modyfikacje charakterystyk dynamicznych pojazdu
szynowego lub zmienia¢ posadowienie toru w tunelu metra. Jedna z takich
prob modyfikacji bliskiego otoczenia torowiska przedstawimy ponizej. Idea
polega na przeniesieniu lokalnych efektéw dynamicznych w punktéow kon-
taktu kota 7 szyna na wiekszy obszar toru. Utozenie belki podtuznej pod
podktadami, odizolowanej od fundamentu matg izolujaca drgania, zwieksza
dodatkowo bezwtadnosé uktadu pojazd—szyna—podktady i stanowi swojego
rodzaju dynamiczny tlumik drgan. Dobor przekroju belki podtuznej oraz
grubosci izolacji plytkiej winien uwzgledniaé¢, oprocz wlasnosci dynamicz-
nych elementéow ukladu (zwlaszcza uresorowania, rozkladu mas, sztywno-
$ci przektadek podszynowych czy konstrukeji weztow utwierdzenia), rowniez
predkos¢ przejazdu na poszczegdlnych odcinkach.

Numeryczny model budujemy w sposéb pokazany na rys. 9.24. Schemat
zostal rozszerzony o belke potozona pod podkladami, odizolowana od ptyt
podloza warstwa sprezysta (rys. 9.25). Taki schemat pozwolil analizowac
mozliwo$¢ odizolowania podstawowego uktadu toru od otoczenia. Drgania
wywolane przejazdem pojazdu, a zwlaszcza sprzegniecie drgan wywotanych
kolejnymi zestawami kotowymi moga by¢ w ten sposéb znacznie zreduko-
wane. W szczegolnym przypadku przyjmujac maly sztywnos$é belki wpo-
dhuznej mozna zadanie rozszerzone sprowadzi¢ do schematu podstawowego.
Model numeryczny opisano nastepujacymi rodzajami elementéw: ruszt —
zastosowany do szyn i podktadow, belki — w zastosowaniu do belek podtuz-
nych, ptyty — opisujace fundament oraz podtoze sprezysto-lepkie typu Win-
klera opisujace grunt. Przekladki sprezyste opisano elementami lepko spre-
zystymi. Plyty fundamentu toru potaczono elementami sprezystymi z moz-
liwoscig sprezystego obrotu. Stosunkowo prosty model toru dobrze opisuje
zadanie rzeczywiste. Uwzgledniono mase ruchomg (jadaca), stowarzyszong
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Rysunek 9.24: Model toru metra.

podkiad

belka wzdluzna

fundament

Rysunek 9.25: Schemat modyfikacji toru metra.

7z belka (szyna). Jest to istotne z uwagi na poprawnosé¢ sformutowania i uzy-
skiwanych wartosci liczbowych wynikéw. Szczegdétowo problem ten opisano
w rozdziale 7.

Przyktadowe wartosci reakcji w punkcie weztowym pod plyta fundamen-
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towa przedstawia rys. 9.26. Poréwnano wartosci sit w przypadku zastosowa-
nia wibracyjnej izolacji gtebokiej, izolacji ptytkiej i bez izolacji. Przy matych
predkosciach mata plytka nie wnosi widocznych zmian. Przy wyzszych pred-
kosciach jej rola zaczyna sie uwidacznia¢. Mata gteboka poprawia wyniki
w calym zakresie predkosci. Niestety, jej wprowadzenie nie jest mozliwe po
wybudowaniu obiektu.
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Rysunek 9.26: Wielkos¢ reakcji pod ptyta fundamentowa przy roéznych rozwia-
zaniach podtorza, przy predkosci 10, 151 20 m/s.
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9.5. Drgania ptyt lotniskowych

Plyty pasow lotniskowych to konstrukcje nietypowe. Grubosé ich siega 2 m.
Do tego jest to konstrukcja warstwowa, zlozona z dwoch ptyt oddzielonych
cienka warstwa izolujaca wprowadzajaca dylatacje. Obciazeniem jest zestaw
punktowo przytozonych sit, poruszajacych sie z duza predkoscia. Problem
stanowig odksztalcenia wywotane zmianami temperatur (rys. 9.27). Gra-
dient temperatury siega 0,08 °C/mm grubosci plyty. Nagrzanie sie i sty-
gniecie powierzchni w stoneczne dni powoduje zmiany wysokosci siegajace
kilku centymetrow (rys. 9.28). Plyta obcigzona odksztalceniami wywota-
nymi ogrzaniem wierzchniej warstwy, potozona na jednostronnym podtozu
sprezystym odksztalca sie wypukloscia ku gorze. Pod wplywem ciezaru wta-
snego dtugie plyty opadaja i pekaja w pewnej odlegtosci od kraricéw na
skutek kumulacji naprezen wywotanych odksztalceniami termicznymi i ob-
cigzeniem uzytkowym (rys. 9.29). Proces powtarza sie odszczepiajac kolejne
odcinki na koriczach. W ten sposéb plyta ciggla peka w rownych odste-
pach. Aby proces ten ukierunkowaé, nacina sie ptyty stymulujac pekniecia
w ustalonych ostabionych przekrojach. W efekcie do uzytku, a w naszym
przypadku do symulacji trafia pojedynczy odcinek ptyty.

Problem obliczen dynamicznych jest wazny z uwagi na znaczng mase star-
towa ciezkich samolotéw (np. masa An 225 dochodzi do 600 ton). Latwo wy-
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Rysunek 9.27: Roczne zmiany gradientéw temperatur w plycie lotniskowej we
dnie (wykres gorny) i w nocy (wykres dolny).
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Rysunek 9.28: Odksztalcenia segmentéw plyt pod wplywem zmian temperatury:
w nocy i we dnie.

obrazi¢ sobie fizycznie badany obiekt. Na etapie opisu numerycznego trudno
jest jednak podja¢ decyzje, jak rozpoczaé¢ konstruowanie modelu. Nalezy
uwzgledni¢ m.in. efekt wzajemnego kontaktu obu betonowych ptyt. Moze
to by¢ rozpatrywane lokalnie, w otoczeniu punktu przytozenia sity. Gruba
warstwa betonowej plyty wierzchniej moze by¢ rozpatrywana np. jako tréj-
wymiarowy blok. Do tego dochodzi podtoze gruntowe, zazwyczaj opisywane
jednostronnymi wiezami. Ultozona miedzy warstwami betonu warstwa dyla-
tujaca moze by¢ sczepiona adhezyjnie z ptytami. Obcigzeniem jest porusza-
jacy sie uktad sit skupionych. Uwzgledni¢ nalezy tez parcie powietrza, ktore
jest szczegblnie wazne przy probie odspajania uszczelnionych plyt od siebie
i od podloza. Nie bedziemy wdawadé sie w szczegdlty studium problemu. Za-
miescimy jedynie zakres przyjetych danych. Zadanie opisano jako pare plyt
sredniej grubosci, potaczonych lepkosprezystymi ttumikami, spoczywajaca
na podltozu sprezystym typu Winklera. Badano drgania ptyt o wymiarach
8x8 m, przy czym rozpatrywano symetryczna poldéwke zadania. Obcigze-
niem byt oscylator obciazony sita 1 MN, poruszajacy sie z predkoscig 180—
360 km/h (rys. 9.30). Plyta gorna miata grubos¢ 40 cm, a dolna 130 cm.
Podloze sprezyste miato sztywnosé k, = 4 - 107 N/m?, a mata dylatacyjna
E—(0.2—2.0)-10"" N/m2. Przyjeto zastepcza grubo$é¢ maty réwng 8 cm,
uwzgledniajac deformacje bloku betonowego ptyt w kierunku pionowym.

Na rys. 9.31 przedstawiono sze$¢ faz przemieszczen uktadu. Widoczne jest
odspajanie sie gornej plyty. O obrazie przemieszczeri decyduja dwa ele-
menty: charakterystyka wytrzymatosciowa warstwy dylatacyjnej i wartosé
naprezen, przy ktorych zerwane zostaja wiezy miedzy obydwoma ptytami,
oraz sposob przedstawienia kontaktu w strefie przylozenia sity i koncentracji
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Rysunek 9.29: Linia ugiecia w plyty odksztalconej gradientem temperatur w za-
leznosci od dlugosci L i stosunku dtugosci do grubosci L/h.

Rysunek 9.30: Schemat ptyty lotniskowej.
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Rysunek 9.31: Kolejne fazy przejazdu obciazenia.

naprezen. Te czynniki, odgrywajace role w ograniczonej do bardzo matej
powierzchni strefie obcigzonej, decyduja praktycznie o wynikach. Z uwagi
na to nie mozna analizowaé zadania ograniczajac uwage do pary plyt. Wia-
Sciwy doboér parametréw opisujacych wymienione decydujace dwa czynniki
winien byé¢ poprzedzony analiza statyczna zadania tréjwymiarowego stanu
odksztatcenia.



s 1)

Uwagi koncowe

Ostatni rozdziat ksigzki zmusza do refleksji. Metoda elementéw czasoprze-
strzennych jest uogdlnieniem metody elementéw skonczonych na obszar czasu.
Wyprowadzenie odpowiednich macierzy wystepujacych w sformulowaniach
oraz procedurach obliczeniowych wymaga nieco wiecej wyobrazni niz w przy-
padkach o ustalonym czasie. Z jednej strony w prostych zadaniach wywotuje
to pewne zbedne komplikacje, z drugiej — pozwala na poprawny opis ztozo-
nych problemé6w.

Metody klasyczne oparte na idei rozseparowania zmiennych przestrzen-
nych i czasu maja swoje zalety. Mozemy z duza swoboda zastepowaé jedna
metode analizy w przestrzeni zastapi¢ inng. Zamiast metody elementéw
skoniczonych mozemy wykorzystaé¢ np. metody poétanalityczne, metode réz-
nic skoniczonych czy elementéw brzegowych. Kazda z tych metod pokazuje
swoje zalety w innych zadaniach i z uwagi na osobliwosci problemoéw sa do-
bierane do obliczen. Z kolei catkowanie réwnania rézniczkowego w czasie
rowniez pozwala na wykorzystanie jednej z popularnych metod, bez ogla-
dania sie na etap analizy przestrzennej. Wiekszo$¢ zadan rozwiazuje sie
z powodzeniem ta droga. Zatraca sie wprawdzie tatwosé interpretacji pew-
nych wielkosci fizycznych i element dydaktyczny, lecz nie jest to koniecznie
potrzebne. Jak wskazano na schemacie na rys. 1.3, metoda odniesiona do
czasu klasyfikowana jest w grupie sformutowan silnych. Tu pojawia sie brak
zalet zwiazanych z formami stabymi i wariacyjnymi.

Metoda elementéw czasoprzestrzennych z kolei moze by¢ postrzegana
w wieloraki sposob. Najprosciej spogladamy na nia jak na klasyczny spo-
sOb rozwiagzywania réwnan rézniczkowych czastkowych, z nieco bardziej tylko
rozwinieta interpretacjg fizyczna. W wielu przypadkéw mozna wykazaé iden-

289
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tycznosé obu metod, klasycznej i czasoprzestrzennej. W bardziej ogélnym
opisie, zwykle wykorzystywanym w zadaniach o zmiennych wspotczynnikach,
nie znajdujemy drogi przejécia miedzy dwoma typami metod obliczeniowych.
Mozna powiedzie¢, ze przy braku w rownaniu rézniczkowym ruchu cztonéw
przy pierwszej pochodnej i przy stacjonarnej dyskretyzacji mozemy w kaz-
dym przypadku wykazaé¢ identycznosé metody czasoprzestrzennej i metod
grupy Newmarka.

Metoda czasoprzestrzenna klasyfikowana jest w grupie metod opartych
na sformutowaniach stabych. Stad tez jej zalety: tatwos$¢ wskazania podsta-
wowych zasad zachowawczych w mechanice i mozliwo$¢ oszacowania btedu.
Wtasnie zasady zachowawcze pozwalaja w niektérych przypadkach popraw-
nie sformutowa¢ problem przejs¢ do fazy rozwiazania. Przykladem moze
by¢ zagadnienie poruszajacej sie po elemencie sprezystym masy skupionej
(rozdz. 7). Macierze elementu skoriczonego przenoszacego mase sg trudne do
poprawnego wyznaczenia. Proponowane w literaturze opisy rozwiazywania
zadan z jadaca masg opieraja sie na zastapieniu pochodnej okreslajaca przy-
spieszenie poprzeczne odpowiednia pochodna zupelna w ruchomym ukta-
dzie odniesienia. W efekcie oprocz przyspieszenia masy pojawiaja sie cztony
okreslajace przyspieszenie Coriolisa i przyspieszenie odsrodkowe. Czlony te
niezupelnie odpowiadaja takiej interpretacji, gdyz wystepuja rowniez w ru-
chu podtuznym preta obciazonego efektem poruszajacej sie masy. Trudno
w ruchu podhuznym moéwi¢ np. o sile odsrodkowej. Matematycznie taki tok
postepowania jest poprawny, lecz chwile warstwy czasowej, w ktorych okre-
slane sa odpowiednie sity, dobiera sie btednie. W efekcie nie sposéb wpro-
wadzi¢ poprawnie tych wielkosci do metody Newmarka. Metoda czasoprze-
strzenna pozwala uporac sie z tym zadaniem. Przytoczone wyniki dowodza
skutecznosci rozwiazania przy dowolnych predkosciach przejazdu, réwniez
nadkrytycznych.

Niezaprzeczalnie wazna cecha metody elementéw czasoprzestrzennych
jest mozliwosé formowania macierzy wspotczynnikéw globalnych uktadow
rOwnan algebraicznych w formie tréjkatnej. Elementy czasoprzestrzenne
o ksztalcie sympleksow prowadza do ukladéw réwnan czesciowo rozseparo-
wanych (rozdz. 5.1. Niewiadome przemieszczenia lub predkosci jednego lub
kilku wezléw mozna wyznaczy¢ w pierwszej kolejnosci rozwiazujac pojedyn-
cze rOwnania algebraiczne lub réwnania macierzowe o liczbie niewiadomych
rownej liczbie stopni swobody w wezle. W drugiej kolejnosci oblicza sie nie-
wiadome zalezne jedynie od wcze$niej wyznaczonych niewiadomych. Kolejno
posuwamy sie dobierajac kolejno$é¢ rozpatrywanych weztéw wedlug kolejno-
$ci uzupeliania niewiadomych, od ktérych sa one zalezne. Postepujemy
w sposob identyczny jak przy rozwigzywaniu uktadéw réwnan o macierzach
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trojkatnych, choé¢ w kolejnosci zaleznej od topologii potaczen weztéw w siatce
czasoprzestrzennej. Taka cecha pozwala radykalnie obnizy¢ koszt obliczeri
i sprowadzi¢ procedure realizowana na kroku czasowym do procesury ,we-
zel po wezle”. Zalete te mozna wykorzysta¢ do rozseparowania podobszarow
duzych zadan. Wystarczy w kilku miejscach wprowadzié¢ strefe elementéw
o ksztalcie sympleksow, a uktad rownan algebraicznych bedzie mozna rozwia-
zywaé¢ wyodrebniajac z niego niezalezne poduktady. W zadaniach jednowy-
miarowych wystarcza pojedyncze elementy separujace poduktady, w zada-
niach dwuwymiarowych musi to by¢ warstwa elementéw ulokowana w siatce
przestrzennej wzdtuz linii separujacej. Zadania tréjwymiarowe w tym przy-
padku podzielimy powierzchnia ztozong z elementéw czworosciennych.

Elementy sympleksowe wykorzystywane sa réwniez do zageszczenia po-
dzialu w czasie w wybranych podobszarach. Czynimy to zwykle z uwagi
na charakter badanego zjawiska: bardziej sztywna konstrukcja, wykonu-
jaca drgania o wyzszej czestosci czy zadania kontaktowe z tarciem, w kto-
rych istotne efekty zachodza w niewielkim obszarze. W takich przypadkach,
z uwagi na nieliniowy charakter problemu, zachodzi konieczno$¢ iteracyjnego
poprawiania rozwiazania i modyfikacji cztonéw nieliniowych zaleznych od
rozwigzania. Mozemy ograniczy¢ obszar iteracji do wskazanego podobszaru,
odseparowanego od reszty elementami sympleksowymi. Wykorzystujac po-
kazang na rys. 5.4 ceche jednokierunkowego przeptywu informacji miedzy
weztami siatki przestrzennej mozemy potraktowaé podobszar wymagajacy
iteracji jako podobszar zalezny od pozostalej czesci. Wowcezas w kroku cza-
sowym rozpoczynamy od jednokrotnego obliczenia niewiadomych obszaru
niezaleznego, po czym iteracyjnie powtarzamy juz faze rozwigzania czesci
zaleznej. W przypadku duzych konstrukcji, w ktorych nieliczne wezty znaj-
dujace sie np. w strefie kontaktu mozemy potraktowac jako fragment zalezny,
obnizenie kosztu obliczeniowego moze siegaé kilku rzedow wartosci.

Te dodatkowe cechy wynikajace z czasoprzestrzennej aproksymacji nie
sa obecnie w pelni wykorzystywane. Przeszkoda jest brak uniwersalnego
oprogramowania, ktore uzytkownik moégtby adaptowaé¢ do wtasnych progra-
mow obliczeniowych. To samo dotyczy komercyjnych pakietow do symulacji
numerycznych. Tam raz wlozony wysitlek mogtby procentowaé wielokrot-
nie. Niestety, nie dos¢ chyba rozpropagowane mozliwosci metod opartych
na catkowych drogach formulowania zadan nie stymulujg prac rozwojowych
w pakietach komercyjnych.

Sa tez i powazne braki, wymagajace dalszych intensywnych prac mate-
matycznych. Dotyczy to przede wszystkim niestacjonarnego podzialu prze-
strzennego konstrukcji. O ile w zadaniach typu parabolicznego zmiana poto-
zenia wezléw w kolejnych krokach nie stanowi istotnych probleméw zwia-
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zanych ze stabilnoscia i zbieznoscia rozwigzania, to w przypadku zadan
typu hiperbolicznego ograniczeniem jest predkos¢ propagacji fali w osrodku.
Niestety, brak jest dotad zamknietych kryteriow matematycznych, nadaja-
cych sie do stosowania w przypadku ogdlnym.

Mozna 7z calym spokojem stwierdzi¢ na zakoriczenie, ze przedstawiona
metoda jest atrakcyjnym narzedziem w wybranych problemach naukowych
i inzynierskich. Nie jest z pewnoscia metoda uniwersalna i nie zastapi kla-
sycznych narzedzi obliczeniowych. Moze jednak by¢ postrzegana jako dobre
uzupelnienie w grupie metod obliczeniowych dynamiki konstrukc;ji.



Dodatek A

Macierze w elemencie belki

W dodatku prezentujemy macierze M, C, K oraz E, wystepujace w opi-
sie elementu czasoprzestrzennego belki Bernoulliego-Eulera niosacego mase.
Przyjeto oznaczenia: k = (xo + vh)/b, & = vh/b.
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A Macierze w elemencie belki
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—4k8 4+ 125 —

(562 4+ 9)+

213 (562 — 2)—

3r2(E% + 662 — 8)/4+

k€2 (362 — 4)/4—

(5¢8 + 6364 — 280¢2 + 560) /560

—2hvkb /&€ 4 Thuk® /€~
hok*(5€2 +16) /(26)+

hok® (3562 4 12)/(6€)—
hok?(36* + 3262 — 16)/(86)+
hvk(7¢* 4 862 — 16)/(16¢)—
hvé(15¢4 + 336¢2 — 560) /3360

4k8 — 12K54

k(562 + 9)+

2r3(1 — 5E2)+

3r2(E* 4662 — 4)/4+
kE2(2 — 3€2) /4+

£2(5¢% + 63¢2 — 140) /560

—2hvrb /¢ 4 Bhuk® /€~

hvk* (562 +6)/(26)+
hok3(256% — 6) /(6€)—
huk?(36* + 1262 — 8)/(8¢)+
hvké (562 — 4)/16—

hvé(15€* + 126£2 — 280)/3360

Tablica A.1: Matrix M (lewa potoéwka)

—2hvK0 /€ + Thuk® /€~
hok*(5€2 +16) /(26)+

hok® (3562 4 12)/(6€)—
hok?(3€* + 3262 — 16) /(8¢)+
hvk(7¢* + 862 — 16)/(16¢)—
hvé(15¢4 + 336¢2 — 560)/3360

—h2v2n6/§2 + 4h27.121’»:5/§2—

h2v? k(562 + 24) /(46%)+
2h%v% K3 (567 +6) /(3¢%)—
h2v?K2(36* + 48¢2 4 16)/(16€2)+
h2v2k(€2 +4)/4—

h2v2(15¢* + 504¢2 + 560) /6720

2hvkS /€ — Thuk® J€+
hor* (562 +16)/(2¢)—
hok® (3562 + 18)/(6€)+
hvk2€(3¢2 + 32)/8—
hok€(7€% +12)/16+
hvg3 (5€2 +112) /1120

—h2v2n6/§2 + 3h2v2n5/§2—
h2v? k4 (562 + 12)/(4€)+
h2v2k3 (562 + 2)/(26%)—
3h2v2k2(£2 4 8) /164

202k (362 +4)/16—
h2v2€2(5¢2 4 84) /2240

4k8 — 12k54

4 (562 4 9)+

2rk3(1 — 5E2)+

3k (¢ + 667 — 4) /44
kE2(2 — 362) /4+

£2(5¢* + 632 — 140) /560

2hvkb /¢ — Thuk® [+
hvk*(5¢€2 +16)/(28)—
hok3 (3562 + 18)/(66)+
hor2€(3€2 4 32)/8—
hvkg(T€2 +12)/16+
hve3 (562 + 112)/1120

—4rk8 4 12K5—
w4562 +9)+
10K362—

3K%E2 (€% +6)/4+
3rEd /4~

£4(5€2 4 63) /560

2hvkS /€ — 5huk® [+
hor (562 +6)/(28)—
25hor3€ )6+
3huk2€(E2 4 4)/8—
5huké3 16+
hv€3(5€2 + 42)/1120

—2hvrb /€ 4 Bhuk® /€~
hok*(5€2 + 6)/(26)+
hok3(256% — 6) /(6€)—
hor?(36* + 1262 — 8)/(8¢)+
hvké (562 — 4)/16—

hvé(15€* + 126£2 — 280)/3360

—h2v2n6/§2 + 3h27.12li5/£2—
202t (562 +12) /(4€%)+
h2v? K3 (562 +2)/(26%)—
3h2v2k2(£2 4 8)/16+

h2v2 k(362 +4)/16—
h2v2€2(5€2 4 84) /2240

2hvkS /€ — Bhuk® JE+
hort (562 + 6) /(26)—
25hor3¢ /64
3huk2€(€2 4 4)/8—
5huké3 /164
hve3(5¢2 +42)/1120

—h2v2n6/§2 + 2’12112!6:5/52—
h2v? k4 (567 +4)/(462)+
5h2v2k3 /3~

h2v2k2(3¢2 + 8) /164

h2v2 k€2 /8—

h2v2€2(5€2 4 28)/2240



4k8 — 12K54

w4(562 + 9)+

2k3(2 — 5€2)+

32 (€ + 662 — 8)/4+

k€2 (4 — 362) /4+

(5¢5 + 6364 — 280£2 + 560) /560

2hvk8 /€ — Thukd /é+
hok*(5¢2 +16) /(2€)—
hok3(35€2 4 12) /(6€)+
hok?(36* + 3262 — 16)/(86)—
huk(7€4 4 8¢% — 16)/(16¢)+
hvé(15¢4 + 336£2 — 560)/3360

—4k8 + 125 —

#w4(562 +9)+

213 (562 — 1)—

3r2(6% 4 662 — 4) /44
kE2 (362 —2)/4—

£2(56% + 6362 — 140) /560

2hvkb /€ — Bhokd /é+

hvk* (562 +6)/(26)+

hvk3(6 — 25€2)/(6€)+
hor?(36* + 1262 — 8)/(8¢)+
hvké(4 — 5€2)/16+

hvé(15¢% + 126£2 — 280)/3360

Tablica A.2: Macierz M (prawa polowka)

2hvk8 /€ — Thuk® /E+

hvk* (52 +16)/(28)—
hvk3(35€2 4+ 12)/(6€)+
huk?(3¢* + 3262 — 16)/(8¢)—
hvk(7€4 4 8¢2 — 16)/(16€)+
hvé(15¢* + 336£2 — 560) /3360

h2v256/£2 _ 4h2’U2/€5/§2+
h2v? k4 (562 +24) /(4€%)—
2h% 02 K3 (562 + 6) /(3¢%)+
h202 k2 (3% + 4862 4+ 16)/(16£2)—
h202k(€2 +4)/4+

h202(15¢* + 5042 4 560) /6720

—2hvkS /€ + Thok’ /€~
hok*(5€2 +16)/(2€)+
hok3(35€2 + 18)/(6€)—
hok2€(3€2 + 32)/8+
hvk€(7€2 +12) /16—
hov€3 (562 +112)/1120

h2v21£6/§2 _ 3h21}2/€5/£2+
202t (562 +12)/(4€%)—
h20?R3 (562 +2)/(26%)+
3h2v2k2 (€2 + 8) /16—
h202k (362 4+ 4)/16+
h2v2¢2(5¢2 + 84)/2240

—4k08 + 12k5—
w562 + 9)+

2k3(5¢2 — 1)—
3r2(E% 4+ 662 —4)/4+
k€2 (362 — 2) /4~

£2(56% + 6362 — 140) /560

—2hvk8 /€ + Thuk® /¢~
hvk* (562 +16)/(28)+
hvk3(35€2 + 18) /(6€)—
hvk2€(3¢2 + 32)/8+
hvk€(7€% +12) /16—
hv€3(5¢2 +112)/1120

4k8 — 12k54
K562 +9)—
10K3624

3k%E% (€% +6)/4—
3Kk 4+

£4(5¢% + 63) /560

—2hvk8 /€ + Bhok® /¢~
hvk (562 +6)/(28)+
25hvuK3€ /6—
3hur?€(€2 +4)/8+
5huké3 /16—

hv€3(5€2 + 42)/1120

2hvkb /€ — Bhukd ¢+

hok* (562 + 6)/(26)+

hvr3(6 — 25€2)/(6€)+
hor?(36* + 1262 — 8)/(8¢)+
hvké(4 — 5€2)/16+

hvé (1564 + 1262 — 280)/3360

h2v256/£2 _ 3h2’U2/€5/§2+
202t (5€2 +12)/(4€%)—
h2v?r3 (562 +2)/(26%)+
3h2v2k2 (€2 +8) /16—
h2v2k(362 4+ 4)/16+
h2v2¢2(5¢2 4 84)/2240

—2hvkS /€ + 5hok /€~
hok*(5€2 + 6)/(26)+
25hvr3¢ /6—
3huk2€(€2 4+ 4)/8+
5huké3 /16—

ho€3 (562 + 42)/1120

h2v256/£2 _ 2h2’U2/€5/§2+
202kt (562 + 4) /(4€2)—
5h2v%K3 /34

h2v2Kk2(362 +8)/16—

h2v2 k€2 /84

h2v2¢2(5¢2 4 28) /2240

S6¢
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126K5 — 10€K%(€ + 3)+
2¢k3(5€2 + 10€ + 9)—
3ER2(E3 + 562 + 3¢ — 2)+
Er(3E% + 1267+

18¢2 — 8¢ — 24)/4—
£2(156* 4+ 10563 4 12662 —
—140¢ — 280)/280

6hvk® — huk* (5€ 4 18)+
hor3(5€2 + 126 + 18)—

3hor? (€3 + 662 + 6¢ + 4)/2+
hévrk (1563 4+ 72€2 + 1806+
+80)/40 — he2v(15€3 4 126£2+
+252¢ + 280) /560

—126K5 + 10664(€ 4 3)—
2¢k3(562 + 10€ + 9)+
362K% (€% + 56 +3)—
363K (€% 4 46 +6) /4+
364(5€2 + 35¢ 4 42)/280
6hur® — hor(5¢ + 12)+
hor3 (562 + 8¢ + 6)—
3hévr? (&2 + 4€ + 2)/2+
3h&2vk(5€2 + 16¢ + 20) /40—
3he3u(562 4 28¢ + 28) /560

Tablica A.3: Macierz C (lewa polowka)

6hvk® — huk* (5€ + 17)+

hvr3(15¢2 + 34¢€ + 42)/3—

hévk? (362 +17¢ + 14) /2+

hvr(156* + 68¢3 4 140£2 — 160) /40—
hv(45€° + 3576 4 588¢3 —

—1120¢ — 1680) /1680

3h2v2K5 /€ — 5h2v2 KA (€ +4)/(28)+
h2v2k3(15€2 + 40¢ + 72)/(6€)—
h2v2K2(3€3 + 2062 + 24¢ + 24) /(4€)+
h2v2k(36% 4 16€3 + 48¢2+

+32€ +16)/(16¢)—

h2v2 (4564 4 42063 4 1008£2+
+1680¢ + 560)/3360

—6hvk® + hvk* (5€ 4+ 17)—

hur3(15€2 4 34€ + 42) /3+

hvk?(3€3 + 1762 + 14€ +6)/2—

hévk (1563 4 68£2 + 140€ + 40)/40+
h&2v(1563 4 1192 + 196¢ + 140) /560

3h2v2 K5 /€ — W22k (5E 4 14)/(26)+
h2v2 K3 (15€2 + 28¢ + 30)/(6€)—
h2v2K2(3€3 + 14€2 + 10€ + 4)/(4€)+
h2v2 k(4563 4 168€2 + 300¢ + 80)/240—
h2€v2(45¢3 + 294€2 + 420¢ + 280) /3360

—12¢K5 + 106x4(€ 4 3)—
26r3 (562 + 10€ + 9)+

3¢R2 (€% +5E% + 3¢ — 2)—
ER(3E4 4 12¢3 4 18¢2 — 8¢—
24)/4 + £2(156* + 10563+
+126£2 — 1406 — 280)/280

—6hvr® + hvk* (5 + 18)—
hvk3 (5€2 + 12€ + 18)+
3huk?(€3 + 662 +6¢ +4)/2—
hévrk (1563 4+ 722 + 1806+
+80)/40 + h&2v(15€3 + 126£2 4
+252¢ + 280) /560

126k° — 1064 (€ + 3)+
2¢r3(5€2 + 10€ + 9)—
3€2K%(£% + 5E +3)+
3E3k(E7 +46 +6)/4—
3¢4(5€2 + 35¢ 4 42)/280
—6huk® + hor* (56 + 12)—
hvk3 (562 + 8¢ + 6)+
3hévk? (€2 4 4¢ + 2)/2—
3h&2vk (562 4+ 16¢ + 20)/40+
3h&3u(5€2 + 28¢ + 28) /560

6hvk® — hvk*(5€ 4+ 13)+

hor3 (1562 + 26¢ + 18)/3—
hvk? (3€3 + 1362 + 6 — 6)/2+
hvk(156% + 5263 + 6062 — 40—
—80)/40 — h&v(456* + 27363+
+252¢2 — 420¢ — 560) /1680

3h2v2k% /€ — h2v2 K (5E + 16)/(26)+
h2v2k3(15€2 + 32€ +42)/(6¢)—
R20%K2(3€3 + 1662 + 14€ + 8) /(4€)+
h2v2 k(4563 419262 + 4206+
+160)/240 — h2£v2 (4563 + 33662+
+588¢ + 560),/3360

—6hvr® + hvk* (56 + 13)—
hvk3(15€2 4 26£ + 18)/3+
hévk?(3¢% 4 13¢€ +6)/2—
h&2vk (1562 + 52¢ + 60)/40+
h&3v(1562 + 91€ + 84) /560

3h2v2K5 /€ — BR2v2 KA (€ 4 2)/(28)+
h2v2K3(15€2 + 20¢ + 12)/(6€)—
h2v2K2(3€2 + 10€ + 4) /4+

+h2Ev% k(362 4+ 8¢ + 8) /16—
h2€202(15€2 + 70¢ + 56) /1120



126k5 + 106k% (€ — 3)+
26K7 (567 — 106 + 9)+
3¢R2 (€% — BE% + 3¢ +2)+
Er(3¢* — 1263+

18£2 + 8¢ — 24)/4+
£2(156% — 10563 + 12662+
+140¢ — 280)/280

6hvk® + hok*(5¢ — 18)+
hor3(5€2 — 12€ + 18)+
3hur? (€3 — 662 +6¢ — 4)/2+
hévk (1563 — 7262 4 180 —
80)/40 + he2v(15¢3 — 12662+
+252¢ — 280) /560

—12¢K5 + 106x%(3 — &) —
2¢k3(562 — 106 + 9)—
362k%(62 — B¢+ 3)—
3€3k(62 — 46 +6)/4—
3¢4(5¢2 — 35¢ +42)/280

6hvk® + huk*(5¢ — 12)+
hvr3(5€2 — 8¢ + 6)+

3hévk? (€2 — 46 +2)/2+
3h&2ur (562 — 16€ + 20)/40+
3h&3v(5E2 — 28¢ + 28) /560

Tablica A.4: Macierz C (prawa potowka)

6hvr® 4+ hukt(5¢€ — 17)+

hvr3 (1562 — 34€ + 42)/3+
hévk?(3¢2 — 17€ + 14) /2+

hvk(156% — 68¢3 + 140¢2 — 160)/40+
hv(45¢5 — 357¢% + 588¢3 — 11206+
+1680)/1680

3h2v2K% /€ + Bh2v2RA (€ — 4)/(26)+
h202 K3 (1562 — 40€ + 72)/(66)+
h202 K2 (363 — 20€2 + 24€ — 24)/(4€)+
h2v2 k(364 — 1663 + 48¢2 — 326+
+16)/(16€) + h2v?(45¢* — 420£3+
+1008¢2 — 1680¢ + 560)/3360

—6hvr® + hvk* (17 — 5¢)—

huk3(15€2 — 34€ + 42) /3—

hvk?(3€3 — 17€2 + 14€ — 6)/2—

hévrk (1563 — 68¢2 + 140¢ — 40)/40—
h&2v(15€3 — 11962 + 196¢ — 140) /560

3h2v2K5 /€ + h2v2KrA(5¢ — 14)/(26)+
h2v2k3(15¢2 — 28¢ + 30)/(6€)+
h2v2k2(3¢3 — 14€% + 10¢ — 4)/(4¢)+
h20v? K (45€3 — 168€2 + 300¢ — 80)/240+
h2€v?(45€3 — 294£2 + 420¢ — 280)/3360

—12¢K° + 10664 (3 — &) —
2¢k3(5¢2 — 10€ + 9)—

3¢r% (€3 —5E2 + 36 +2)—
Er(36* — 1263 +18€2+

8¢ — 24) /4 — £2(156* — 105¢3+
1262 + 140¢ — 280)/280

—6hvk® + huk* (18 — 5¢)—
hok3 (562 — 12€ + 18)—
3hur?(€3 — 662 +6¢ —4)/2—
hévrk (1563 — 7262+

180¢ — 80)/40 — h&2v(15€3 —
—126£2 4 252¢ — 280)/560

126K5 + 10664 (€ — 3)+
2¢k3(562 — 106 + 9)+
3¢2K% (€% — BE + 3)+
363k(62 — 46 +6)/4+
3¢4(5¢2 — 35¢ + 42)/280

—6hvk® + hok*(12 — 5¢)—
hvr3 (562 — 8¢ 4 6)—

3hévk? (€2 — 4€ +2)/2—
3h&2vr (562 — 16€ + 20) /40—
3h&3vu(5€2 — 28¢ + 28)/560

6huk® + huk* (56 — 13)+
hvk3(15€2 — 26¢ + 18)/3+
hvk?(3¢3 — 1362 + 6 4 6)/2+
hvk(15€% — 52€3 + 60£2+

40€ — 80)/40 + hév(456* — 273¢3 +
252¢2 4 420€ — 560)/1680

3h20v2 K5 /€ + h2v2 k(B¢ — 16)/
/(26) + h20v2k3 (1562 — 326+
+42)/(6€) + h?v?k2:

+(3¢% — 16€% + 14¢ - 8)/(46)+
h2v2? k(4563 — 19262 + 4206 —
—160),/240 + h2€v? (4563 —
—336£2 + 588¢ — 560)/3360

—6hvr® + hvk* (13 — 5¢)—
hvk3 (1562 — 26¢ + 18)/3—
hévk? (362 — 136 +6)/2—
h&2vk(15€2 — 52¢ + 60) /40—
h&3v(15€2 — 91€ + 84) /560

3h2v2K5 /€ + 5h2v2 KA (€ — 2)/(28)+
h2v2k3(15€2 — 20¢ + 12)/(6€)+
h2v2k2(3¢2 — 10¢ + 4)/4+
h26v2k(3€2 — 8¢ + 8)/16+
h2£202(15¢2 — 70€ 4 56)/1120

L6¢



A Macierze w elemencie belki

298

82 k1 + 4€%K3 (€ — 4)+
66%2K2(3¢2 — 56 +5)/5+
E25(663 — 36£2 + 15¢ + 40)/10+
£2(1264 — 4263 4 63624

+70¢ — 280)/140

4hEvrt+

2hévk3 (€ — 5)+

hévk?(36£2 — T5¢ + 160)/20+
hévk (663 — 45¢2 + 40¢ — 40) /204
he2v(24€3 — 105¢2 + 3366 —
—140) /560

785254+

4€2K%(4 — €)—

662K2 (362 — 56+ 5)/5—

3¢3k(262 — 12¢€ + 5)/10—
3¢4(4€2 — 14€ 4 21) /140

4hévkt4

2hévk3 (€ — 3)+

hévk?(36€2 — 45¢ + 40) /204
h&2vk(6€2 — 27¢ 4+ 10)/20+
3he&3v(8¢2 — 21€ + 28) /560

Tablica A.5: Macierz K (lewa polowka)

4htvrt+

2hévr3 (3¢ — 13)/3+

hévk?(36£2 — 65¢ + 80) /204
h&vk(6€3 — 39€2 + 20€ + 40)/20+
h&v (7264 — 27363 4 50462+

420¢ — 2240)/1680

2h2v2Kk* + h202Kk3 (3¢ — 16)/3+
h2v2K2(27€2 — 60€ + 140)/30+
h2v?k(9€3 — 72€2 4 70¢ — 80)/60+
h2&v? (93 — 42€2 4 147¢ — 70) /420

—4hfvrt+

2h&vk3(13 — 3¢)/3—
hévk?(36€2 — 65¢ + 80) /20—
h&2vk(6€2 — 39¢ + 20)/20—
h&3v(24€2 — 91€ + 168) /560

2h2v2 Kt

h2v2k3(3¢ — 10)/3+
h2v2K2(54€2 — 75¢ + 80)/60+
h2€v?Kk(9€2 — 45¢ + 20)/60+
h2£202(12¢2 — 35¢ + 56) /560

78521€4+

4€%K3(4 — €)—

662K2(362 — 56 4+ 5)/5—

€2k (663 — 36£2 + 15¢ + 40)/10—
£2(12€% — 4263 + 63¢2+

+70¢ — 280)/140

—4htvr*+

2hévk3 (5 — &) —

hévk? (36£2 — 75¢ + 160) /20—
hévrk(6€3 — 4562 4 40€ — 40) /20—
h&2v(24€3 — 10562 + 336¢ — 140) /560

82K+

4€2K3 (€ — 4)+

662K2 (362 — 5E +5)/5+

3¢3k (262 — 12¢€ + 5)/10+
3¢4(4€2 — 14€ 4 21) /140

—4hfvrt4

2h&vk3(3 — &)—

hévk?(36€2 — 45¢ + 40) /20—
h&2vk (662 — 27¢ 4+ 10) /20—
3he3v(862 — 21€ + 28) /560

4htvr*+

2h€vr3 (3¢ — 11)/3+
hévk?(36€2 — 55¢ + 40)/20+
h&vk(6€3 — 3362 + 10€ + 40) /20+
hév (7264 — 231634

252¢2 4 420¢ — 1120)/1680

2h2v2 A+

h2v2K3(3¢ — 14)/3+
h2v2k2(54£2 — 105¢ + 200)/60+
h2v?k(9€3 — 63£2 4 50¢ — 40) /60+
h2&v?(36£3 — 147£2 + 4206 —
—140)/1680

—4htvr*+

2h&vk3 (11 — 3€)/3—

hévk? (36€2 — 55¢ + 40) /20—
h&2vk (662 — 33¢ 4 10) /20—
h&3v(24€2 — TT¢ + 84) /560

2h2v2Kt+

h2v2k3(3¢ — 8)/3+
h2v2k2(27€2 — 30¢ + 20)/30+
h2€v?Kk(9€2 — 36¢ + 10)/60+
h2£202(3¢2 — 7€ 4+ 7)/140



462K +4€2R3 (€ — 2)+
3¢2k2(46%2 — 106 + 5)/5+
E2R(6€3 — 24€2 + 15€ + 20)/10+
£2(9€* — 42¢3 + 42¢2 + 70—
—140)/140

2hévr? + hévk3 (26 — 5)+
h&vk?(24€2 — 75¢ 4 80)/20+
hé&vk(3€3 — 1562 + 20¢ — 10)/10+
h&2v(1863 — 10562 + 2246 —
—140)/560

—48% K1 +4€%R5 (2 - €) -
3¢2k2(462 — 10€ + 5)/5—
3¢3k(262 — 86+ 5) /10—

3¢4(3¢2 — 14¢ + 14) /140

2hévkt 4+ hévk3 (26 — 3)+
hévk?(24€2 — 45¢ + 20)/20+
hé2vr (362 — 9¢ + 5)/10+
he&3v(18¢2 — 63¢ 4 56) /560

Tablica A.6:

2hévk* 4+ hévk3 (66 — 13)/3+
hévk2 (2462 — 65¢ 4 40)/20+

hévk(3€3 — 13€2 + 10¢ + 10)/10+

hév(54g* — 27363 + 336£24
+420¢ — 1120)/1680

h2v2k* + h202K3 (3¢ — 8)/3+
h2v2K2(962 — 30¢ + 35)/15+

h202 k(963 — 482 + 70¢ — 40)/60+

h2€v2 (2763 — 168£2 + 392¢—
—280)/1680

—2h&vk* + hévk3(13 — 6€)/3—
hévk? (2462 — 65¢ 4 40) /20—
h&2vrk (362 — 13¢€ + 10) /10—
h&3v(18€2 — 91€ + 112) /560

h2v2k* 4+ h202k3(3¢ — 5)/3+
h2v2Kk2(36£2 — T5¢ + 40)/60+
h2€v2K(9€2 — 30¢ + 20)/60+
h2€202 (2762 — 105¢ + 112) /1680

Macierz K (prawa polowka)

—4E% K1+ 4E2R3(2 — €)—
3¢2K2(4€%2 — 106 +5)/5—

€K (663 — 24€2 + 15€ + 20)/10—
£2(9¢* — 4263+

42€2 + 70¢ — 140) /140

—2h€vr? + hévk3(5 — 2€)—
h&vr?(24€2 — 75¢ + 80) /20—
hé&vk(3€3 — 15€2 + 20¢ — 10) /10—
h&2v(1863 — 10562 + 2246 —
—140)/560

482K + 4€%R3 (€ - 2)+
3¢2k2(462 — 106 +5)/5+
3¢3k (262 — 8¢+ 5)/10+
3¢4(3¢2 — 14¢ + 14) /140

—2hévk? 4+ hévr3 (3 — 2¢)—
hévk? (2462 — 45¢ + 20) /20—
hé2vr (362 — 9¢ + 5)/10—
he3v(18¢2 — 63¢ 4 56) /560

2hévk® + hévk3(6€ — 11)/3+
hévk2(24€2 — 55¢ + 20)/20+
hévk(3€3 — 11€2 + 5¢ 4+ 10)/10+
hév(54e* — 23163+

16862 + 420¢ — 560)/1680

h2v2 K% 4+ h202K3 (36 — 7)/3+
h2v2k2(36£2 — 105¢ + 100)/60+
h2v? k(963 — 4262+

50¢ — 20)/60+

h2&v? (2763 — 14762 + 2806 —
—140)/1680

—2h&vr* + hévr3(11 — 6€)/3—
hévk? (2462 — 55¢ 4+ 20) /20—
h&2vr (362 — 11€ +5)/10—
h&3v(18€2 — T7€ + 56) /560

h2v2k% + h202K3 (3¢ — 4)/3+
h2v2K2 (962 — 15¢ + 5)/15+
h2€v2k(9€2 — 24¢ 4+ 10)/60+
h2€£202 (2762 — 84¢ + 56) /1680
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24€2 k% /h—

486213 [h+

6627 (262 + 3)/h+
1262k(1 — £2)/h+
3¢2(£* + 5¢% — 20)/(10h)

12¢6vkt—
306vk3+

66vr> (€2 4+ 4)—
3¢vr(562 +4)/2+
&30(3¢2 4 40)/20

—24€2K4 /h+
48¢%k3 /h—
6£%K2(26% +3) /h+
126%*k/h—

3¢4(¢% +5)/(10n)

126vk—
18¢vK3+

6Evk2 (€2 +1)—
9¢3vk 2+
&3v(3¢2 +10)/20

Tablica A.7: Macierz E

12¢6vkt—

26&vk3 4

66vK2 (€2 +2)+

Eur(12 — 13€2)/2+
Eu(3€* +20£2 — 80)/20

6hv2rt—

16hv2 K3+

hv?k2 (362 4 14)—
4hv? k(€2 + 1)+
h&2v? (9¢2 4 140) /120

—12¢vk* 4
26&vk3 —
6vk2(€2 + 2)+
13¢3 vk /2—
&30(3€2 +20)/20

6hv?rt—

10hv? K3+
hv?K2(362 + 4)—
5he20?k /24

hé&2v? (962 4 40)/120

—24£%2 K4 /h+

48¢2%k3 /h—

662K2(26 + 3) /h+-
1262k (€2 — 1) /h—
3¢62(&* + 5¢% — 20)/(10h)

—12¢vkt+
30€vK3 —

6vr? (€2 +4)+
3¢vk(562 +4)/2—
&3v(3€2 +40)/20

24€2K4 /h—

48¢2k3 [h+
6£%K2(26% + 3)/h—
126%k/h+

3¢4(¢% +5)/(10n)

—126vkt+
18¢vk3 —

6cvr2 (€2 + 1)+
9¢3vk /2~
&30(3¢2 4-10)/20

126vk4—

22¢vk3 4

66vR2 (€2 + 1)+

Eor(12 — 11€2)/2+
Ev(3E* + 10£2 — 40)/20

6hv?rt—

14hv? k34

hv? k2 (362 4+ 10)—
hv? k(762 +4)/2+
hé&202(9¢2 4+ 100)/120

—12¢vkt+
226wk —

6EvR2 (€2 + 1)+
1163vk/2—
£3v(3¢2 +10)/20

6hv?rt—

8hv2 K34

hv?k2 (362 4 2)—
2hE2v2 K+

h&2v? (962 4 20) /120




Indeks

Adamsa elementy sympleksowe, 121
metoda otwarta, 35 elementy ukosne, 85
metoda zamknieta, 38 elementy wyzszego rzedu, 73

Adamsa metoda, 34

adaptacja siatki, 157 kontakt jednostronny, 231

kontaktowe zadania, 217

belka, 132
Eulera, 209 makroelementy, 87
Timoshenki, 213 metoda _ . _

belka Timoshenki, 216 Sredniego przyspieszenia, 26

bezsiatkowe metody, 171 Adamsa, 34

Bossaka metoda, 42 bezsiatkowa, 171

bryta, 140 Bossaka, 42

Crancka-Nicolsona, 26
Coulomba tarcie, 224 elementéw czasoprzestrzennych, 53
Eulera, 75

doktadnogé, 51 Houbolta, 28

doktadno$¢ metody, 103 Newmarka, 118

duze przemieszczenia, 240 Parka, 29

| ; Parka-Housnera, 44
clement predyktor-korektor, 25
belki, 132
. . . Rungego-Kutty, 25
belki Bernoulliego-Eulera niosacy )
914 trapezow, 26
mase, Trujillo, 48
belki niosacy mase, 213 .
Wilsona, 27
bryty, 140
czworoscienny tarczy, 134 Newmarka metoda, 40, 118
niosacy masg, 203 Nortona-Hoffa prawo, 224
plyty, 137
preta, 131 plyta, 137
ramownicy plaskiej, 241 Parka-Housnera metoda, 44
tarczy, 134 pret, 131
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przyktad
deformacja lepkoplastyczna, 103
kucie, 106
zderzenie walca, 107
zgniatanie cylindra, 108
zgniatanie tarczy, 105
przyktad obliczeniowy, 103, 105-108
przyklady
dynamika toru, 269, 277
przyktady obliczeniowe, 103

sformulowanie predkosciowe MECz, 89
stabilnog¢

elementéw ukosnych, 85

metody Parka-Housnera, 45

w siatkach niestacjonarnych, 79
struna, 91
struna nieinercyjna, 184

tarcie Coulomba, 224
tarcza, 134
Timoshenki belka, 213
transformacja
Fouriera, 181

uwarunkowanie macierzy, 15
skalowanie macierzy, 18

wersja przemieszczeniowa MECz, 61
wirtualna funkcja, 100

daszkowa, 102

Diraca, 102

kapeluszowa, 101

trojkatna, 101
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