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Wst�p

Generacja siatki jest podstawowym narz�dziem wykorzystywanym do symulacji
komputerowych wielu zjawisk i proces�w �zycznych�
Z technicznego punktu widzenia� generacja siatki jest� wci�� czym� bardziej

w rodzaju sztuki ni� nauki� Pomimo i� aparat matematyczny dostarcza solidnych
podstaw w celu przeniesienia ci��aru generacji siatki z u�ytkownika na programy
komputerowe�w dalszym ci�gu zar�wno nauka jak i sztuka s� wykorzystywane przy
tworzeniu konkretnych algorytm�w obliczeniowych� Dzieje si� tak dlatego� i� nie
istnieje jedna uniwersalna metoda pozwalaj�ca tworzy� siatki w ka�dym� dowolnie
wybranym przypadku� Dlatego te�� do u�ytkownika nale�y ostateczna decyzja co
do wyboru najw
a�ciwszego algorytmu� a u
atwi� ten wyb�r maj� kryteria jakie
spe
nia� powinna otrzymana siatka�
I chocia� ostatnio pojawi
 si� na rynku oprogramowania ca
y szereg generato�

r�w siatek gotowych do zastosowania� znajomo�� pewnych podstaw teoretycznych
zapewnia nie tylko poprawne� ale r�wnie� efektywne i co najwa�niejsze �wiadome
korzystanie z wy�ej wymienionych program�w�
Od momentu powstania metody elementu sko�czonego obserwujemy bezustan�

ny rozw�j technik generacji siatek i wci�� dowiadujemy si� o pojawiaj�cych si� mo�
dy�kacjach ju� istniej�cych� Na dzie� dzisiejszy mo�emy jednak podzieli� systemy
generacji siatek na dwie grupy� Do pierwszej grupy zaliczamy systemy struktural�
ne� w kt�rych g
�wna idea polega na przekszta
ceniu dowolnego krzywoliniowego
konturu w prostok�tny regularny obszar� nast�pnie wygenerowaniu siatki w tym
obszarze� a na koniec poprzez transformacj� odwrotn� uzyskanie ostatecznej siat�
ki� Drug� grup� stanowi� systemy generacji siatek niestrukturalnych� w kt�rych
wype
niamy interesuj�cy nas obszar stopniowo tworz�c w ten spos�b nieuporz�d�
kowany zbi�r tr�jk�t�w b�d� czworok�t�w� Kolejn� zasadnicz� r��nic� pomi�dzy
strukturalnymi a niestrukturalnymi algorytmami jest spos�b reprezentacji danych�
W przypadku algorytm�w strukturalnych� w pami�ci komputera przechowuje�

my jedynie wsp�
rz�dne w�z
�w siatki zorganizowane odpowiednio w macierzach
Xij� Yij oraz Zij �rys ��� Natomiast dla siatek niestrukturalnych musimy dodatko�
wo zapami�ta� po
�czenia mi�dzy w�z
ami siatki i tak na rysunku � mamy element
A utworzony przez w�z
y ����� � element B przez w�z
y ����� itd�
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Rysunek �� Po
�czenie w�z
�w dla siatek strukturalnych i niestrukturalnych

Celem niniejszej pracy jest przedstawienie i usystematyzowanie istniej�cej wie�
dzy na temat strukturalnych siatek element�w sko�czonych� Opr�cz podstawowych
zagadnie� teoretycznych zamieszczono r�wnie� szereg przyk
ad�w� kt�re wydaj�
si� by� najbardziej interesuj�ce z punktu widzenia in�yniera budownictwa� Nale�y
jednak zaznaczy�� �e do pe
nego opisu konstrukcji budowlanej� kt�r� nast�pnie
mogliby�my obliczy� metod� element�w sko�czonych� opr�cz samej siatki elemen�
t�w konieczny jest jeszcze wyb�r odpowiedniego typu elementu� Musimy oceni�
czy charakter pracy konstukcji jest spr��ysty� spr��ysto�plastyczny� czy te� nale�y
zastosowa� element sko�czony w
a�ciwy konstrukcjom wykonanym z materia
�w
lepkospr��ystych� Ten problem stanowi jednak odr�bne zagadnienie� kt�rego w tej
pracy nie poruszano�
Praktyczne wykorzystanie opisanych w dalszej cz��ci pracy system�w genera�

cji siatek zawiera rozdzia
 �� Znajduj� si� w nim siatki uzyskane dla konstruk�
cji maj�cych szczeg�lne znaczenie w problematyce projektowania budowlanego�
Przedstawiono nast�puj�ce przyk
ady�

�� sklepienie krzy�owe

�� 
uk ko
owy

�� dach konoidalny

�� dach paraboloidalny

�� hiperboloidalna ch
odnia kominowa

Procedura generowania siatki rozpoczyna si� zazwyczaj od zde�niowania geo�
metrii brzegu rozpatrywanego obszaru� Z tego powodu� w rozdziale �� zdecydowano
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si� umie�ci� niezb�dne informacje na temat modelowania geometrycznego wspo�
maganego komputerem� Zawarto w nim podstawowe zagadnienia CAD takie jak�
krzywe i powierzchnie Beziera oraz krzywe i powierzchnie NURBS� Kolejnym kro�
kiem podczas generacji siatki jest odpowiednia dyskretyzacja zadania� co jest r�w�
nowa�ne z w
a�ciwym rozmieszczeniem punkt�w na ograniczeniach brzegowych�
Ostatecznie� w przypadku generator�w strukturalnych� nale�y wybra� metod� ob�
liczenia wsp�
rz�dnych w�z
�w siatki� Do dyspozycji mamy dwa rodzaje metod�

� metoda algebraiczna �TFI� � siatka uzyskiwana jest poprzez jednokierunkow�
interpolacj�

� metoda eliptyczna �PDE� � siatka otrzymywana jest poprzez rozwi�zanie
uk
adu r�wna� r��niczkowych cz�stkowych rz�du drugiego�

Algebraiczna generacja siatki� opisana w rozdziale �� jest najszybsz� technik�
spo�r�d system�w generacji strukturalnych siatek i w zwi�zku z tym najcz��ciej
wykorzystywana do utworzenia pocz�tkowego rozmieszczenia w�z
�w w systemach
eliptycznych� Pomimo ogromnej zalety jak� niew�tpliwie jest szybko��� systemy
bazuj�ce na TFI mog�� w przypadku du�ych wypuk
o�ci fragment�w brzegu� ge�
nerowa� siatki wychodz�ce poza kontur brzegowy� Dodatkow� wad� jest nie naj�
lepsza g
adko�� uzyskanej siatki co ostatecznie mo�e wp
yn�� na znaczne b
�dy
oblicze�� a w skrajnym przypadku zdyskwali�kowa� tak� siatk��
Dla system�w bazuj�cych na metodzie eliptycznej uzyskujemy znacznie lepsz�

g
adko�� siatki oraz ca
kowit� pewno�� uzyskania siatki znajduj�cej si� wewn�trz
konturu� Oczywiste jest� �e odbija si� to wszystko na ilo�ci oblicze� koniecznych do
wykonania� Opis eliptycznej metody generacji strukturalnych siatek zamieszczono
w rozdziale ��
Na zako�czenie warto jeszcze raz zaznaczy�� �e tematyka dotycz�ca generowa�

nia siatek� zar�wno strukturalnych jak i niestrukturalnych� jest stosunkowo m
oda i
w niedalekiej przysz
o�ci nale�y spodziewa� si� jej dalszego dynamicznego rozwoju�
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Rozdzia� �

Zastosowania w budownictwie

��� Wprowadzenie

Obserwowany w ostatnich latach rozw�j metod komputerowych i technik oblicze�
niowych� w szczeg�lno�ci metody elementu sko�czonego� sprawi
� i� wiele nauk
in�ynierskich zosta
o ukierunkowanych na obliczenia numeryczne�
Przy pomocy komputera sta
o si� mo�liwe wykonywanie oblicze�� kt�rych do

tej pory nie mo�na by
o wykonywa� ze wzgl�du na ogromny nak
ad pracy� Obecnie
uzyskanie wielko�ci napr��e�� panuj�cych w nawet najbardziej skomplikowanych
konstrukcjach budowlanych� jest mo�liwe bez konieczno�ci u�ywania metod uprosz�
czonych daj�cych bardzo cz�sto jedynie warto�ci szacunkowe� Projektowanie na
podstawie wynik�w uzyskanych metodami uproszczonymi prowadzi do znacznego
przewymiarowania konstrukcji a co za tym idzie nieekonomicznego wykorzystania
materia
u� Kolejnym atutem� przemawiaj�cym za u�ywaniem komputera w pra�
cy projektanta� sta
a si� mo�liwo�� optymalizacji konstrukcji wed
ug wybranego
kryterium np� minimalizacja ci��aru� koszt�w produkcji itp�
Jednak pomimo wspomnianych zalet w wyniku komputeryzacji procesu pro�

jektowania pojawi
y si� r�wnie� i nowe problemy� Jednym z tych problem�w jest
oczywi�cie generacja siatki dla dowolnie ukszta
towanej konstrukcji� W przypad�
ku konstrukcji budowlanych niejednokrotnie mamy do czynienia z konstrukcjami
b�d�cymi powierzchniami prostokre�lnymi� W niniejszym rozdziale przedstawio�
no przyk
ady siatek wygenerowanych dla takich w
a�nie konstukcji� Dodatkowo
opr�cz rysunk�w ilustruj�cych omawiane zagadnienia do
�czono fragmenty skryp�
t�w z opisem rozwi�zania problemu w �rodowisku Matlab�
Ze wzgl�du na ma
e grubo�ci pow
okowych konstrukcji budowlanych w stosun�

ku do ich pozosta
ych wymiar�w zadanie poszukiwania rozk
adu napr��e� mo�e�
my sprowadzi� do poszukiwania wielko�ci si
 i moment�w� Interpretacj� gra�czn�
wielko�ci wewn�trznych panuj�cych w konstrukcji tego typu przedstawiono na ry�
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Rysunek ���� Si
y dla elementarnego wycinka pow
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Rysunek ���� Momenty dla elementarnego wycinka pow
oki walcowej

sunkach ��� oraz ����
Do konstrukcji� kt�re spe
niaj� powy�sze za
o�enie mo�emy zaliczy��

� ch
odnie kominowe

� przekrycia konoidalne

� tarczownice

� pow
oki cylindryczne

Wi�cej informacji na temat klasycznej teorii pow
ok mo�na znale�� w ksi��ce ����
natomiast metodzie elementu sko�czonego po�wi�cono prac� �����
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��� Sklepienia

����� Sklepienie krzy�owe

W tym punkcie przedstawiono jedno z mo�liwych rozwi�za� zadania generacji
siatki dla sklepienia krzy�owego �rys �����

z

y

x

Rysunek ���� Sklepienie krzy�owe

Dla tego typu konstrukcji rozs�dny wydaje si� wyb�r metody algebraicznej� a
wynika to z 
atwo�ci wyznaczenia czterech krzywych ograniczaj�cych� Dodatkowo
jak 
atwo zauwa�y� zadanie to jest symetryczne� wi�c rozpatrujemy tylko jeden
�wier�walec�
Przek
ad powy�szej procedury post�powania na j�zyk zrozumia
y dla kompu�

tera wygl�da nast�puj�co�

�

� Przyk�ad siatki TFI dla sklepienia krzy�owego

�

n � �� �

fi � � �pi	
��
n
����pi	� �

x � zeros
n� � y � x � z � x �

x
���� � 
cos
fi� � x
n��� � 
cos
fi� �

x
���� � 
ones
n��� � x
��n� � zeros
n��� �

y
���� � cos
fi� � y
n��� � ��ones
��n��

y
���� � ����	
n
������ � y
��n� � ����	
n
������ �
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z
���� � sin
fi� � z
n��� � sin
fi� �

z
���� � zeros
n��� � z
��n� � ones
n��� �

�x��y��z�� � linearTFI
x�y�z� � �x��y��z�� � linearTFI

x�y�z� �

�x��y��z�� � linearTFI
x�
y�z� � �x��y��z�� � linearTFI

x�
y�z� �

�x��y��z�� � linearTFI
y�x�z� � �x��y��z�� � linearTFI

y�x�z� �

�x��y��z�� � linearTFI
y�
x�z� � �x��y��z�� � linearTFI

y�
x�z� �

� Operacje graficzne

figure� hold on� axis off� colormap gray� rotate�d� view

������

surf
x��y��z�� � surf
x��y��z�� � surf
x��y��z�� � surf
x��y��z�� �

surf
x��y��z�� � surf
x��y��z�� � surf
x��y��z�� � surf
x��y��z�� �

W wyniku dzia
ania powy�szego skryptu uzyskujemy siatk� przedstawion� na
rysunku ���� Zawarto�� odpowiadajc� za operacje gra�czne stanowi� standardowe
procedury programuMatlab� natomiast opis dodatkowej funkcji linearTFI
x�y�z�
wykorzystanej do obliczenia wsp�
rz�dnych w�z
�w siatki zamieszczono w rozdziale
��

��� �uki

����� �uk ko�owy

Znaczn� grup�� spo�r�d ciekawych architektonicznie� konstrukcji budowlanych sta�
nowi� konstrukcje 
ukowe� W tym punkcie zajmiemy si� 
ukiem ko
owym �rys �����
Do tego typu konstrukcji zastosujemy siatk� przestrzenn�� kt�r� zrealizujemy

przy u�yciu algorytmu interpolacji algebraicznej� a nast�pnie wygenerujemy inn�
siatk� przez zastosowanie metody eliptycznej w celu por�wnania zalet i wad tych
metod� Aby zaakcentowa� podstawowe r��nice pomi�dzy systemami algebraiczny�
mi i r��niczkowymi zastosujemy r��ne podzia
y na opisane w rozdziale � bloki�
Trzy charakterystyczne fragmenty konstrukcji dla metody TFI przedstawiono na
rysunku ���� natomiast podzia
 blokowy dla system�w eliptycznych obrazuje rysu�
nek ��
�
Po takim podziale konstrukcji na 
atwiejsze do zamodelowania fragmenty mo�

�emy przyst�pi� do generowania siatki dla poszczeg�lnych jej cz��ci oddzielnie�

Aby jednak ostatecznie otrzymana siatka dla ca
ego 
uku nadawa
a si� do za�
stosowania metody element�w sko�czonych� nale�y pami�ta� o r�wnym podziale
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Rysunek ���� Siatka element�w sko�czonych dla sklepienia krzy�owego

��
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x

y

z

Rysunek ���� �uk ko
owy

x

y

z

Rysunek ���� Podzia
 konstrukcji na bloki dla metody algebraicznej

odpowiadaj�cych sobie kraw�dzi� Oznacza to� �e bloki posiadaj�ce wsp�ln� kra�
w�dz po z
�czeniu ze sob� powinny posiada� na wsp�lnej kraw�dzi w�z
y� kt�re
pokrywaj� si� nawzajem� W przeciwnym przypadku siatka ko�cowa nie b�dzie
mog
a by� wykorzystana do dalszych oblicze��
Uwzgl�dniaj�c powy�sze uwagi oraz stosuj�c algorytm generacji siatki opisany

w rozdziale � otrzymamy siatk� element�w pokazan� na rysunku ����
Jak wida� siatka uzyskana metod� algebraiczn� nie zapewnia g
adkiego przej�

�cia linii pomi�dzy s�siednimi elementami� W celu osi�gni�cia lepszej g
adko�ci
oraz wi�kszej kontroli nad kszta
tem generowanej siatki zastosujmy metod� elip�
tyczn�� Jak ju� wcze�niej wspomniano dokonamy r�wnie� nowego wyboru blok�w�

��
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x

y

z

Rysunek ��
� Podzia
 blokowy dla metody eliptycznej

na kt�rych przeprowadzimy stosowne obliczenia �rys ��
��
Zgodnie z zaleceniem autor�w pracy ���� ustalamy liczb� iteracji Picarda na

��� Po wykonaniu oblicze� otrzymujemy siatk� pokazan� na rysunku ����

��� Dachy

����� Dach konoidalny

Jako nast�pny przyk
ad zostanie zaprezentowany dach sk
adaj�cy si� z trzech frag�
ment�w powierzchni konoidalnej� Wygl�d konoidy bazuj�cej na 
uku ko
owym po�
kazano na rysunku ��	�
Poniewa� w tym zadaniu r�wnie� nie napotkamy trudno�ci z okre�leniem czte�

rech krzywych brzegowych �� proste i p�
okr�g� wybieramy ponownie metod� li�
niowej interpolacji TFI� Zapis komputerowy problemu ukazuje poni�szy listing�

�

� Przekrycie konoidalne

�

n � �� �

x � zeros
n� � y � x � z � x �

fi � � �pi	
n
���pi �

x
���� � 
cos
fi� � x
n��� � x
���� �

x
���� � 
��ones
n��� � x
��n� � ones
n��� �

��
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Rysunek ���� Por�wnanie siatki otrzymanej metod� TFI�na g�rze� oraz
poprzez rozwi�zania uk
adu Poissona �na dole�

��
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z

y

x

Rysunek ��	� Konoida

y
���� � zeros
��n� � y
n��� � ones
��n� �

y
���� � ����	
n
�������y
��n� � ����	
n
������ �

z
���� � zeros
��n� � z
n��� � sin
fi� �

z
���� � zeros
n��� � z
��n� � zeros
n��� �

�x��y��z���linearTFI
x�y�z� �

�x��y��z���linearTFI
x���y�z� �

�x��y��z���linearTFI
x���y�z� �

� Operacja graficzne

figure�hold on�rotate�d� view
������� �

surf
x��y��z�� � surf
x��y��z�� � surf
x��y��z��� axis off

kolor � gray � colormap
kolor
����������

Ostatecznie po przetworzeniu takiego skryptu w �rodowisku Matlab otrzymamy
siatk� pokazan� na rysunku �����

����� Dach paraboloidalny

Kolejn� powierzchni� prostokre�ln� wykorzystywan� bardzo ch�tnie przez archi�
tekt�w jest paraboloida hiperboliczna�rys ������

��
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Rysunek ����� Siatka wygenerowana dla dachu konoidalnego

Rysunek ����� Paraboloida hiperboliczna

��
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R�wnanie paraboloidy hiperbolicznej ma posta�

x�

a�
�
y�

b�
 �z

Rozpatrzmy zatem konstrukcj� dachow� nad prostopad
o�cienn� hal� z
o�on� z
dw�ch takich p
at�w� Okazuje si�� i� ten przyk
ad jest jeszcze prostszy od po�
przedniego poniewa� cztery krzywe ograniczaj�ce stanowi� linie proste� Po odpo�
wiedniej mody�kacji listingu z poprzedniego punktu uzyskamy siatk� element�w
sko�czonych przedstawion� na rysunku �����

Rysunek ����� Siatka wygenerowana dla dachu z
o�onego z dw�ch p
at�w parabo�
loidy hiperbolicznej

��
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��� Obiekty budownictwa przemys�owego

��	�� Ch�odnia kominowa

Klasycznym przyk
adem pow
okowej konstrukcji budowlanej jest ch
odnia komi�
nowa o kszta
cie hiperboloidy jednopow
okowej �rys� ������

y

x

Rysunek ����� Hiperboloida jednopow
okowa

W celu wygenerowania siatki element�w sko�czonych dla tej powierzchni stosu�
jemy metod� produktu sferycznego �rozdzia
 ��� Jako r�wnole�nik wska�emy oczy�
wi�cie okr�g o �rodku w pocz�tku uk
adu wsp�
rz�dnych� natomiast po
udnikiem
b�dzie hiperbola �rys� ����� o r�wnaniu

x�

a�
�
y�

b�
 �

Po okre�leniu po
udnika i r�wnole�nika mo�emy powy�sze zadanie zapisa� w po�
staci nast�puj�cego skryptu programu Matlab�

�

� Ch�odnia kominowa

�

n � �� �

fi � ����pi	
n
�����pi �

ksi � 
�������	
n
������ �

xr � cos
fi� � yr � sin
fi� �

xq � sqrt
� � ksi��ksi� � yq � ksi �

�
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�x��y��z�� � prodsfer
xr�yr�xq�yq� �

� Operacja graficzne

figure � rotate�d �surf
x��y��z�� � axis off �view

����� �

kolor � gray � colormap
kolor
��������� �

a na wyj�ciu otrzymamy regularn� siatk� po
udnik�w i r�wnole�nik�w pokazan�
na rysunku �����

Rysunek ����� Siatka element�w sko�czonych dla ch
odni kominowej

��



Rozdzia� �

Modelowanie geometryczne
wspomagane komputerowo
�CAGD�

��� Wprowadzenie

Jednym z podstawowych zada� projektant�w przemys
u lotniczego� samochodowe�
go� czy te� maszynowego jest konstruowanie g
adkich krzywych� kt�re interpoluj�
zbi�r zadanych punkt�w� Historycznie najstarsze rozwi�zanie tego problemu by
o
dzie
em Lagrange�a� Skonstruowa
 on wielomian interpolacyjny postaci

p�t�  
nX
i��

pi

�BB� Y
j�������n
j ��i

t� uj
ui � uj

�CCA �

kt�ry spe
nia
 powy�szy warunek� Jednak jak si� okazuje przy du�ej liczbie punk�
t�w� a co za tym idzie przy konstruowaniu wielomianu wysokiego stopnia� dochodzi
do niekontrolowanych oscylacji takiej krzywej co w du�ej mierze utrudnia proces
projektowania�
Z tego powodu konieczne by
o wprowadzenie nowej metody� kt�ra polega� mia�


a na 
�czeniu fragment�w krzywych stopnia trzeciego tzn� krzywych sklejanych�
Takie krzywe bardzo szybko przyj�
y si� w projektowaniu i ju� w XIX wieku w
przemy�le stoczniowym wykorzystywano gi�tk� spr��yst� listw� �ang� spline�� kt��
r� podpieraj�c w wybranych punktach mo�na by
o otrzyma� krzyw� interpolacyjn�
trzeciego stopnia�
Potrzeba projektowania z
o�onych kszta
t�w przy u�yciu komputera dopro�

wadzi
a do powstania nowej ga
�zi gra�ki komputerowej zwanej skr�towo CAGD

�	



Systemy generacji strukturalnych siatek element�w sko�czonych

�Computer Aided Geometric Design � KomputeroweWspomaganie Geometryczne�
go Projektowania�� To w
a�nie za spraw� aplikacji typu CAD!CAM obserwujemy
jak odchodz� w zapomnienie tradycyjne biura projektowe wype
nione linijkami�
cyrklami� czy te� deskami kre�larskimi� Ich miejsce coraz cz��ciej na biurku in�y�
niera zajmuje komputer�
W zwi�zku ze stale rosn�c� popularno�ci� system�w CAD i ich �cis
ym zwi�z�

kiem z metodami generacji siatek w tym rozdziale przedstawiono przegl�d podsta�
wowych technik modelowania geometrycznego�

��� Krzywe i powierzchnie Beziera

����� Krzywe Beziera

Dowoln� krzyw� w przestrzeni tr�jwymiarowej mo�emy wyrazi� za pomoc� nast��
puj�cych trzech r�wna� parametrycznych��� x�t�

y�t�
z�t�

��	  x�t�  
nX
i��

ciFi�t�

gdzie
Fi�t�� funkcje bazowe
ci� wektor wsp�
czynnik�w liczbowych

Najpowszechniej znane jest podej�cie� w kt�rym jako funkcje bazowe wybierane s�
jednomiany

Fi�t�  ti �

Jednak takie podej�cie nie jest por�czne z punktu widzenia zastosowa� kompute�
rowych a zwi�zane jest to z okre�laniem wsp�
czynnik�w liczbowych�
Jako pierwszy zaj�
 si� tym problemem francuski matematyk� zatrudniony przy

projektowaniu nadwozi samochodowych w �rmie Renault� Pierre Bezier� U�y
 on
jako funkcji bazowych wielomian�w Bernsteina okre�lonych r�wnaniem

Bn
i �t�  



n

k

�
ti��� t�n�i i � ��� n�

W praktyce stosowane funkcje Bernsteina ograniczone s� do n  �� Przebieg wie�
lomian�w Bernsteina dla i  �� �� �� � przedstawiono na rysunku ���� Po zasto�
sowaniu jako funkcji bazowych wielomian�w Bernsteina krzywe Beziera mo�emy
zapisa� jako

p�t�  
nX
i��

piB
n
i �t�  p�B

�
��t� " p�B

�
��t� " p�B

�
��t� " p�B

�
��t�  

 p��� � t�� " p��t��� t�� " p��t
���� t� " p�t

�

��
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Rysunek ���� Wielomiany Bernsteina

W�wczas wsp�
czynniki liczbowe pi okre�lone s� bezpo�rednio przez punkty kon�
trolne� Jak 
atwo zauwa�y� taka krzywa interpoluje dwa ko�cowe punkty kontrolne
�p� oraz p�� i aproksymuje dwa pozosta
e� Przyk
ad krzywej Beziera przedstawia
rysunek ���� Ze wzgl�du na wa�n� rol� jak� pe
ni� krzywe Beziera warto wymieni�
ich podstawowe w
asno�ci�

� niezmienniczo�� wzgl�dem a�nicznej transformacji parametru� W
asno�� po�
wy�sz� mo�na wyrazi� za pomoc� wzoru

nX
i��

piB
n
i �t�  

nX
i��

piB
n
i

�
u� a

b� a




Oznacza on� �e krzyw� mo�emy zde�niowa� na przedziale �a� b� r�wnie dobrze
jak na przedziale ������

� w
asno�� wielok�ta wypuk
ego� Dowolny punkt krzywej Beziera znajduje si�
wewn�trz wielok�ta rozpi�tego na punktach kontrolnych� je�li tylko warto��
parametru zawiera si� pomi�dzy zerem a jedno�ci�� W
asno�� powy�sza wy�
nika z faktu nieujemno�ci wielomian�w Bernsteina oraz z poni�szej zale�no�ci

nX
i��

Bn
i �t�  �

��
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Rysunek ���� Przyk
adowa krzywa Beziera

Interpretacja geometryczna tej w
asno�ci zosta
a przedstawiona na rysunku
����

� liniowa precyzja� To�samo��

nX
j��

j

n
Bn
j �t�  t

posiada nast�puj�ce zastosowania� je�eli wierzcho
ki wielok�ta kontrolnego
pi s� r�wnomiernie rozmieszczone na linii prostej pomi�dzy punktami q i r
to w�wczas zachodzi r�wno��

pj  
�
� �

j

n



q"

j

n
r j  �� ��� n

i krzywa wygenerowana dla takiego wielok�ta jest odcinkiem pomi�dzy punk�
tami q i r�

� r��niczkowanie� Pochodn� krzywej Beziera stopnia n�tego obliczamy z nast��
puj�cego r�wnania

d

dt
pn�t�  n

n��X
j��

#pjB
n��
j �t� #pj  pj�� � pj

��



Systemy generacji strukturalnych siatek element�w sko�czonych

1 2 3 4 5 6 7 8
0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

b
0

b
1

b
2

b
4
=

Rysunek ���� W
asno�� wielok�ta wypuk
ego

� ca
kowanie� Ca
k� z wielomianu Bernsteina stopnia n�tego mo�emy 
atwo
obliczy� z Z t

�
Bn
i �u�du  

�

n" �

n��X
j�i��

Bn��
j �t�

� przej�cie mi�dzy baz� pot�gow� i baz� Bernsteina�

Bn
i �t�  

nX
j�i

����i�j


n

j

�

j

i

�
ti

� iloczyn wielomian�w Bernsteina�

Bn
i �t�B

m
j �t�  

�
n
i

��
m
j

�
�
n�m
i�j

� Bn�m
i�j �t�

Dodatkowo okazuje si�� �e wielomiany Bernsteina spe
niaj� nast�puj�c� zale�no��
rekurencyjn�

Bn
i �t�  �� � t�Bn��

i �t� " tBn��
i�� �t�

��
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co 
atwo sprawd�i�

�� � t�Bn��
i �t� " tBn��

i�� �t�  

�� � t�



n� �

i

�
ti��� t�n���i " t



n� �

i� �

�
ti���� � t�n�i  �


n � �

i

�
"



n� �

i� �

��
ti�� � t�n�i  



n

i

�
ti�� � t�n�i  Bn

i �t�

Powy�sza zale�no�� prowadzi do algorytmu de Casteljau� Algorytm ten to jedna
z najcz��ciej spotykanych de�nicji krzywej Beziera� Ma on jednak wi�ksze znacze�
nie teoretyczne ni� praktyczne� poniewa� do obliczania punkt�w krzywej Beziera
wydajniejszy jest zmody�kowany algorytm Hornera� Koszt algorytmu Hornera w
bazie wielomian�w Bernsteina wynosi O�n�� natomiast dla algorytmu de Casteljau
wynosi on O�n��� Przez poj�cie kosztu danego algorytmu rozumiemy tutaj czas
wykonywania dzia
a� arytmetycznych przewidzianych w ramach tego algorytmu�
Szczeg�
owo ca
e zagadnienie om�wiono w pracy ����

����� Algorytm de Casteljau

Algorytm de Casteljau przebiega nast�puj�co�

�� Wybieramy n " � punkt�w� kt�re oznaczymy p�� � � � �pn�

�� Tworzymy 
aman�� kt�rej kolejnymi wierzcho
kami s� te punkty�

�� Dokonujemy podzia
u wszystkich n odcink�w tej 
amanej w pewnej ustalonej
proporcji t � � � t�

�� W wyniku tego dzia
ania otrzymujemy n punkt�w� kt�re uznajemy za wierz�
cho
ki kolejnej 
amanej� z
o�onej z n� � odcink�w�

�� Proces powtarzamy a� do chwili� gdy otrzymamy jeden punkt�

Mo�na pokaza�� �e powsta
e w wyniku tego algorytmu punkty tworz� krzyw�
Beziera� I podobnie jak poprzednio zbi�r punkt�w p�� � � � �pn nazywamy punk�
tami kontrolnymi a 
amana przechodz�ca przez te punkty to 
amana kontrolna�
Interpretacj� gra�czn� algorytmu de Casteljau przedstawia rys� ����

����� Podwy�szanie stopnia krzywej Beziera

Kolejnym zagadnieniem dotycz�cym krzywych Beziera jest mo�liwo�� podwy�sze�
nia stopnia krzywej� Zabieg taki mo�e by� przydatny dla uzyskania wi�kszej swobo�
dy mody�kowania kszta
tu krzywej �poprzez wi�ksz� liczb� punkt�w kontrolnych��

��
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Rysunek ���� Algorytm de Casteljau

Matematycznie podwy�szenie stopnia zapiszemy jako

p�t�  
nX
i��

piB
n
i �t�  t

nX
i��

piB
n
i �t� " ��� t�

nX
i��

piB
n
i �t�  

 p�B
n��
� �t� "

nX
i��

�
pi
n" �� i

n" �
Bn��
i �t� " pi��

i

n" �
Bn��
i �t�



"

" pnB
n��
n���t�  

n��X
i��

bpiBn��
i �t�

otrzymujemy w ten spos�b nowe punkty

bpi  n " �� i

n" �
pi "

i

n" �
pi��

W wyra�eniach dla bp� i bpn�� nieokre�lone punkty p���pn�� s� mno�one przez
�� zatem otrzymany wz�r jest poprawnie okre�lony� W taki spos�b otrzymali�my
punkty kontrolne krzywej wyj�ciowej odpowiadaj�ce bazie wielomianowej Bernste�
ina stopnia n" ��
Wynika st�d� i� istnieje niesko�czenie wiele reprezentacji Beziera dowolnej

krzywej wielomianowej� Z tego powodu okre�lenie stopie� krzywej ma dwa r���
ne znaczenia� Pierwszym jest stopie
 reprezentacji� czyli stopie� wielomian�w�
w bazie kt�ych krzywa jest reprezentowana� Drugie znaczenie to najni�szy sto�
pie� reprezentacji� kt�rej mo�na u�y� do przedstawienia krzywej� Oczywiste jest�
�e ze wzgl�d�w praktycznych po��dane jest osi�gni�cia jak najni�szego stopnia�
Przyk
ad podwy�szenia dla krzywej Beziera ��stopnia przedstawiono na rys� ����

��
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Rysunek ���� Podwy�szenie stopnia dla krzywej Beziera ��stopnia� po prawej stro�
nie widzimy wi�ksz� liczb� punkt�w kontrolnych�

����� �
czenie segment�w krzywych Beziera

Wektory pochodnych do rz�du k w punkcie pocz�tkowym lub ko�cowym krzywej
s� okre�lone przez k " � pierwszych albo ostatnich punkt�w kontrolnych�

dk

dtk
p�t�  

n�kX
j��

n$

�n� k�$
#kpjB

n�k
j �t�  

n$

�n� k�$
#k�

n�kX
j��

pj��B
n�k
j �t��  

n$

�n � k�$
#kp

�n�k�
�

gdzie

#�pi  pi

#kpi  #k��pi�� �#
k��pi

Mo�emy st�d uzyska� warunki ci�g
o�ci pochodnych rz�du �� � � � � k krzywej z
o�
�onej z dw�ch po
�czonych krzywych Beziera stopnia n � k co oznaczymy sym�
bolem Ck� Rozwa�my krzyw� p stopnia n i algorytm de Casteljau w celu podzia�

u tej krzywej na dwa 
uki q i r� Przemieszczania punkt�w q�� � � � �qn�k�� oraz
rk��� � � � � rn nie zmienia pochodnych rz�du �� � � � � k we wsp�lnym punkcie� Po od�
rzuceniu tych punkt�w zostaj� dwie 
amane kontrolne powsta
e z podzia
u krzywej
stopnia k� a wyznaczonej przez punkty kontrolne p

�n�k�
� � � � � �p

�n�k�
k � otrzymane w

n� k�tej iteracji algorytmu de Casteljau�
Widzimy zatem� �e je�li dwie krzywe q i r s� po
�czone z ci�g
o�ci� Ck� to

punkty po�rednie w algorytmie de Casteljau� stanowi�ce dane dla ostatnich k " �
iteracji� powinny by� identyczne� niezale�nie od tego na podstawie kt�rej krzywej
je odtwarzamy�

��
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Rysunek ���� Krzywe Beziera po
�czone z zachowaniem ci�g
o�ci klasy C�

Rozwa�my teraz� najch�tniej u�ywane w projektowaniu geometrycznym� ku�
biczne krzywe Beziera� We�my dwie krzywe q i r okre�lone na przedziale ��� �� i
okre�lmy warunki ci�g
o�ci kolejno C�� C� oraz C��

�� Pierwsze r�wnanie jest chyba oczywiste i nie wymaga �adnych komentarzy�
Ci�g
o�� krzywej powsta
ej z po
�czenia q i r uzyskamy gdy

q�  r�

�� Drugie r�wnanie r�wnie� nie stanowi wi�kszego problemu� zatem obliczaj�c
pochodne q��� oraz r��� otrzymujemy

q� � q�  r� � r�

Co pokazano na rysunku ����

�� I wreszcie warunek ci�g
o�ci krzywizny obliczymy przyr�wnuj�c drugie po�
chodne krzywych q i r� kt�ry ostatecznie przyjmie nast�puj�c� posta�

�q� � q�  �r� � r�

Przyk
adowe krzywe Beziera spe
niaj�ce ten warunek przedstawiono na ry�
sunku ��
� W celu zapewnienia ci�g
o�ci klasy C� nale�y oczywi�cie spe
ni�
r�wnie� warunki dla ci�g
o�ci C� oraz C��

�
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Rysunek ��
� Krzywe Beziera po
�czone z zachowaniem ci�g
o�ci klasy C�

����	 Powierzchnie Beziera

Rozr��niamy dwa rodzaje powierzchni Beziera� prostok�tn� oraz tr�jk�tn�� Prostok�tna
powierzchnia Beziera jest zde�niowana poprzez macierz punkt�w kontrolnych �rys� �����

pij  

�BBB�
p�� p�� p�� p��
p�� p�� p�� p��
p�� p�� p�� p��
p�� p�� p�� p��

�CCCA
Przyk
adow� powierzchni� Beziera przedstawiono na rysunku ��	� Dowolny punkt
le��cy na powierzchni wyznaczymy z nast�puj�cej zale�no�ci

pmn�u� v�  
mX
i��

nX
j��

pijB
m
i �u�B

n
j �v� � � u� v � �

gdzie
pij � macierz punkt�w kontrolnych
Bm
i �u�B

n
j �v�� wielomiany Bernsteina

Powierzchnia otrzymana dla m  n  � cz�sto nazywana jest bikubiczn� po�
wierzchni� Beziera�
Tr�jk�tna powierzchnia Beziera jest okre�lona przez nast�puj�c� tablic� punk�

t�w kontrolnych �n  ��

p�	�
p��� p���

p��� p��� p���
p��� p��� p��� p���

p��	 p��� p��� p��� p	��

��
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u�

v

�

P��

P��
P��

P��

P��

P��
P��

P��

P��
P��

P�� P��

P��

P��
P��

P��

Rysunek ���� Znaczenie tablicy punkt�w kontrolnych

Punkt p�u� le��cy na tr�jk�tnym p
acie Beziera wyliczamy z poni�szej zale�no�ci�

pn�u�  
X
jjj�n

pjB
n
j �u�

gdzie

Bn
j �u�  

n$

i$j$k$
uivjwk

u  �u� v� w�

jjj  i" j " k i� j� k � �

u� v� w s� to wsp�
rz�dne barycentryczne� sposr�d kt�rych jedna wsp�
rz�dna jest
zale�na od pozosta
ych� Wsp�
rz�dne powy�sze spe
niaj� nast�puj�c� zale�no��
u" v " w  ��
Dla najch�tniej stosowanego przypadku n  � �rys� ����� uzyskamy wz�r na

tr�jk�tn� powierzchni� Beziera postaci

p��u�  p���v
� " �p���uv

� " �p���v
�w " �p���u

�v " �p���uvw "

" �p���vw
� " p���u

� " �p���u
�w " �p���uw

� " p���w
�

Wi�cej informacji dotycz�cych krzywych i powierzchni Beziera wraz z om��
wieniem poj�� ci�g
o�ci parametrycznej i geometrycznej mo�na znale�� w pracy
����

�	
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Rysunek ��	� Powierzchnia Beziera i opisuj�ce j� punkty kontrolne

u w
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P��� P���
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P���

P��� P���
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Rysunek ����� Znaczenie punkt�w kontrolnych dla powierzchni tr�jk�tnej
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Rysunek ����� Tr�jk�tna powierzchnia Beziera

��� Krzywe i powierzchnie NURBS

����� Krzywe NURBS

Okre�lenie NURBS pochodzi od angielskiego zwrotu %NonUniform Rational B�
Splines% �niejednorodne u
amkowe krzywe sklejane� a nie oznacza ono nic wi�cej
jak tylko najbardziej og�lne sformu
owanie znanych w matematyce krzywych skle�
janych� Ten rodzaj krzywych zosta
 wprowadzony do gra�ki komputerowej w celu
uzyskania ci�g
o�ci wy�szej klasy ni� C�� poniewa� 
�czenie krzywych Beziera tak�
aby spe
nia
y ten warunek jest wysoce nieefektywne� Krzywa B�Spline zawiera kil�
ka segment�w wielomianowych po
�czonych z zachowaniem okre�lonej g
adko�ci�
Typowa krzywa sklejana stopnia n posiada g
adko�� Cn��� W przypadku krzy�
wych NURBS wygodniej czasami zamiast stopniem krzywej operowa� terminem
rz�d krzywej� Rz�d krzywej okre�la liczba wsp�
czynnik�w liczbowych w r�wna�
niu krzywej� natomiast stopie� to jak wiadomo warto�� najwi�kszej pot�gi funkcji
bazowej u�ytej do opisu krzywej�
Uwzgl�dniaj�c powy�sze krzyw� NURBS rz�du k de�niujemy jako

C�t�  

Pn
i��WipiN

k
i �t�Pn

i��WiNk
i �t�

��
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gdzie

pi� i  �� ���� n � punkty kontrolne
Wi � wagi przypisane dla wszystkich punkt�w kontrolnych
Nk
i �t� � znormalizowana funkcja bazowa

Funkcja bazowa rz�du k okre�lona jest poprzez wektor w�z
owy T  Ti� i  
�� ���� n" k oraz poprzez rekurencyjn� zale�no��

Nk
i �t�  

�t� Ti�N
k��
i �t�

Ti�k�� � Ti
"
�Ti�k � t�Nk��

i�� �t�

Ti�k � Ti��

N�
i �t�  

�
� je�eli Ti � t � Ti��
� w przeciwnym razie

Zwykle wektor w�z
owy zak
ada si� postaci

T  f�� ���� �� Tk� ���� Tn� �� ���� �g

z wielokrotno�ci� k dla warto�ci w�z
�w na obu ko�cach wektora�
Zwi�kszenie wielokrotno�ci w�z
a wewn�trznego wp
ywa na redukcj� ci�g
o�ci

parametrycznej s�siednich segment�w� I tak dla krzywej rz�du czwartego �trzeciego
stopnia� wielokrotno�� � dla w�z
a powoduje redukcj� ci�g
o�ci z C� na C�� wie�
lokrotno�� � to redukcja ci�g
o�ci z C� na C�� natomiast dla trzech dodatkowych
w�z
�w �wielokrotno�� �� uzyskujemy brak ci�g
o�ci mi�dzy segmentami krzywej�
Opr�cz 
atwo�ci w dobieraniu g
adko�ci krzywe u
amkowe posiadaj� r�wnie�

dwie inne zalety� a mianowicie�

� s� niezmiennicze wzgl�dem przekszta
ce� obrotu� skalowania� przesuni�cia i
perspektywy �krzywe nieu
amkowe s� niezmiennicze tylko wzgl�dem obrotu�
skalowania i przesuni�cia�� Oznacza to� �e przekszta
cenie perspektywiczne
obliczamy tylko dla punkt�w kontrolnych a nast�pnie za ich pomoc� generu�
jemy ostateczn� krzyw�

� w przeciwie�stwie do krzywych nieu
amkowych dok
adnie de�niuj� krzywe
sto�kowe� co jest istotne zw
aszcza przy modelowaniu CAD�

W pracy ���� mo�na znale�� przyk
ady krzywych sto�kowych utworzonych z
wykorzystaniem techniki NURBS�

��



Systemy generacji strukturalnych siatek element�w sko�czonych

Rysunek ����� Okr�g zamodelowany za pomoc� czterech segment�w NURBS� jako
funkcje bazowe u�yto wielomian�w ��ego stopnia �kwadratami wyr��niono punkty
kontrolne�

����� Powierzchnie NURBS

Powierzchnia NURBS jest zde�niowana jako iloczyn tensorowy rozszerzaj�cy re�
prezentacj� krzywej NURBS do dw�ch kierunk�w� kt�ry sformu
owano jako

S�s� t�  

Pm
i��

Pn
j��WijpijN

k�
i �s�N

k�
j �t�Pm

i��

Pn
j��WijNk�

i �s�N
k�
j �t�

gdzie

pij� i  �� � � � �m j  �� � � � � n � punkty kontrolne
Wij � wagi przypisane punktom kontrolnym
Nk�
i �s�N

k�
j �t� � funkcje bazowe odpowiednio rz�du k� i k�

Wektory w�z
owe dla powierzchni NURBS to

T�  Ti� i  �� ����m" k�

T�  Ti� i  �� ���� n" k�

De�nicja funkcji bazowych ma posta� jak dla krzywych NURBS�

����� Produkt sferyczny

Pewnymszczeg�lnym� ale godnym przytoczenia� przypadkiempowierzchni NURBS
jest powierzchnia okre�lona za pomoc� dw�ch krzywych p
askich�

��
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� r�wnole�nika r�u�  �xr�u�� yr�u��T

� po
udnika q�v�  �xq�v�� yq�v��T

Wz�r okre�laj�cy tak� powierzchni� zapiszemy jako

s�u� v�  �xr�u�xq�v�� yr�u�xq�v�� yq�v��
T

Nazwa produkt sferyczny pochodzi st�d� �e je�li r�wnole�nik jest okr�giem� a po�

udnik p�
okr�giem� oraz dodatkowo �rodek obu krzywych le�y w pocz�tku uk
a�
du wsp�
rz�dnych� to powierzchni� jak� otrzymamy z powy�szego wzoru b�dzie
sfera� Dodatkow� zalet� produktu sferycznego jest fakt� i� jest on uog�lnieniem
wszystkich powierzchni obrotowych je�li tylko r�wnole�nik jest okr�giem o �rodku
w punkcie ������ Na rysunkach ���� i ���� przedstawiono przyk
ady powierzchni
produktu sferycznego dla r��nych przypadk�w r�wnole�nika�
Zar�wno powierzchnie Beziera jak i powierzchnie NURBS doczeka
y si� swioch

implementacji w wielu bibliotekach gra�cznych� warto cho�by wspomnie� o OpenGL
standardowej bibliotece �rmy Silicon Graphics� W pracy ���� znale�� mo�na prak�
tyczne wykorzystanie powierzchni NURBS do modelowania z
o�onych geomertycz�
nie kszta
t�w�

��
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Rysunek ����� Krzywe okre�laj�ce po
udnik�z lewej� i r�wnole�nik�z prawej� dla
powierzchni obrotowej

Rysunek ����� Powierzchnia obrotowa dla powy�szych krzywych

��
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Rysunek ����� Krzywe okre�laj�ce po
udnik�z lewej� i r�wnole�nik�z prawej� dla
dowolnej powierzchni

Rysunek ����� Powierzchnia odpowiadaj�ca powy�szym krzywym

��



Rozdzia� �

Algebraiczne systemy generacji
siatek �TFI�

��� Wprowadzenie

Generatory siatek dostarczaj� pomocnego narz�dzia do numerycznego rozwi�zy�
wania r�wna� �r��niczkowych lub ca
kowych� jakie rz�dz� wieloma zjawiskami
wyst�puj�cymi w �zyce� Numeryczne rozwi�zanie jest zazwyczaj rozwi�zaniem
przybli�onym w zwi�zku z czym obarczone jest pewnymi b
edami� W wi�kszo�ci
prac po�wi�conych takim w
a�nie metodom analiza b
�du ogranicza si� do b
�du
samej metody� gdy tym czasem przy rozwi�zywaniu okre�lonego zagadnienia nale�y
zwr�ci� uwag� r�wnie� na jako�� uzyskanej siatki� kt�ra mo�e wp
ywa� w istotny
spos�b na dok
adno�� oblicze��W tym rozdziale przedstawiono opis algebraicznych
system�w generacji siatki w skr�cie zwanych TFI �TransFinite Interpolation�� Me�
toda ta� mimo i� mo�e stanowi� samodzielny algorytm generacji siatki� wykorzy�
stywana jest g
�wnie jako procedura startowa do generacji strukturalynch siatek
bazuj�cych na rozwi�zywaniu r�wna� r��niczkowych cz�stkowych �patrz rozdzia

��� Korzy�ci� p
yn�c� z u�ywania tej metody jest mo�liwo�� wygenerowania siatek
dopasowanych do wskazanych brzeg�w oraz bezpo�rednia kontrola g�sto�ci siatki�
Ponadto TFI jest 
atwe do zaprogramowania i bardzo efektywne je�li chodzi o czas
oblicze��

��� Podstawy matematyczne

Jak wcze�niej wspomniano algebraiczne techniki generacji siatki nale�� do najbar�
dziej efektywnych a bazuj� one na wzorach interpolacyjnych� W technice zwanej
TFI opr�cz przestrzeni �zycznej �XYZ�� w kt�rej znajduje si� rozpatrywane za�
gadnienie� wprowadza si� dodatkowo pewn� abstrakcyjn� przestrze� obliczeniow�

�
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Rysunek ���� Uk
ad wsp�
rz�dnych obliczeniowych a uk
ad wsp�
rz�dnych �zycz�
nych

��� �� ��� Matematycznie przestrze� obliczeniow� rozpartujemy na obszarze jed�
nostkowego sze�cianu �w przypadku ��wymiarowym� oraz jednostkowego kwadra�
tu �w przypadku ��wymiarowym�� Algebraiczna technika generacji siatki doko�
nuje nast�pnie transformacji z prostok�tnej przestrzeni obliczeniowej do dowolnie
ukszta
towanej przestrzeni �zycznej� Ca
e zagadnienie zilustrowano schematycznie
na rysunku ��� oraz w postaci og�lnych wzor�w przedstawiono poni�ej

X��� �� ��  

��� x��� �� ��
y��� �� ��
z��� �� ��

��	
� � � � � � � � � � � � � � �

Dyskretny podzbi�r X��I � �J � �K� jest strukturaln� siatk� dla

� � �I  
I � �bI � � � � � � �J  

J � �bJ � � � � � � �K  
K � �cK � �

� �

gdzie
I  �� �� ���� bI J  �� �� ���� bJ K  �� �� ����cK

Zwi�zki pomi�dzy I� J oraz K a obliczeniowymi wsp�
rz�dnymi ��� �� �� r�wno�
miernie zdyskretyzowanymi w przestrzeni obliczeniowej implikuj� relacje pomi�dzy
zag�szczeniem siatki w odpowiednich kierunkach� Nast�pnie tak zdyskretyzowany
zbi�r punkt�w jest przekszta
cony do przestrzeni �zycznej a zadaniem TFI jest do�
starczenie niezb�dnego aparatu matematycznego do uzysaknia warto�ci X��� �� ���

��
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��� Interpolacja algebraiczna 	TFI


Interpolacj� algebraiczn� �Trans�nite interpolation� jako pierwszy opisa
 w swo�
jej pracy ��� William Gordon w roku �	
�� Korzy�ci� przemawiaj�c� za TFI by
a
generacja siatki ca
kowicie dopasowanej do brzeg�w w przestrzeni �zycznej� Na po�
cz�tku lat ���tych u�yteczno�� tej metody do rozwi�zywania zagadnie� z mechaniki
p
yn�w wykaza
 Lars Eriksson� Do dnia dzisiejszego metoda interpolacji algebra�
icznej doczeka
a si� wielu mody�kacji i jest powszechnie stosowana we wszystkich
szanuj�cych si� aplikacjach metody elementu sko�czonego�

����� Sformu�owanie metody przy u�yciu sum logicznych

Istot� TFI jest wyznaczenie jednokierunkowej interpolacji� w ka�dym kierunku ob�
liczeniowego uk
adu wsp�
rz�dnych� poprzez iloczyny tensorowe i ostatecznie su�
my logiczne �Boolean sum�� Funkcje jednokierunkowej interpolacji s� kombinacj�
liniow� znanych funkcji mieszanych oraz pochodnych z funkcji X��� �� �� obliczo�
nej w zadanych warto�ciach wsp�
rz�dnych obliczeniowych� Og�lne sformu
owanie
jednokierunkowej interpolacji w trzech wymiarach jest nast�puj�ce

U��� �� ��  
LX
i��

PX
n��

�ni ���
�nX��i� �� ��

��n

V��� �� ��  
MX
j��

QX
m��

	mj ���
�mX��� �j � ��

��m

W��� �� ��  
NX
k��

RX
l��


lk���
�lX��� �� �k�

�� l

Warunki jakie musz� spe
nia� funkcje mieszane

��n�n
�i
��i�

���n
 �i
i�n
n

� �m�m
�j
��j�

�� �m  �j
j�m 
m

�
�l�l

�k
�	k�

�	�l
 �k
k�l
l

&i  �� �� ���� L &j  �� �� ����M &k  �� �� ���N
&n  �� �� ���� P &m  �� �� ���� Q &l  �� �� ���R
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Iloczyny tensorowy funkcji U��� �� ���V��� �� �� orazW��� �� �� maj� nast�pu�
j�c� posta�

UW  WU  
LX
i��

NX
k��

RX
l��

PX
n��

�ni ���

l
k���

�lnX��i� �� �k�

�� l��n

UV  VU  
LX
i��

MX
j��

QX
m��

PX
n��

�ni ���	
m
j ���

�nmX��i� �j� ��

��m��n

VW  WV  
MX
j��

NX
k��

QX
m��

RX
l��

	mj ���

l
k���

�lmX��� �j � �k�

�� l��m

UVW  
LX
i��

MX
j��

NX
k��

RX
l��

QX
m��

PX
n��

�ni ���	
m
j ���


l
k���

�lnmX��i� �j � �k�

�� l��m��n

Ostatecznie sum� Boole�a trzech interpolacji jest

X��� �� ��  U�V �W  U"V "W �UV �UW �VW "UVW

����� Sformu�owanie rekurencyjne

Alternatyw� dla sformu
owania TFI poprzez u�ycie sum Boole�a mo�e by� tr�j�
krokowy algorytm rekurencyjny� Pierwszy krok wyra�a jednorodn� interpolacj� w
jednym kierunku

X���� �� ��  
LX
i��

PX
n��

�ni ���
�nX��i� �� ��

��n

Drugi i trzeci krok s� nast�puj�ce

X���� �� ��  X���� �� �� "
MX
j��

QX
m��

	mj ���

�
�mX��� �j � ��

��m
�
�mX���� �j� ��

��m

�

X��� �� ��  X���� �� �� "
NX
k��

RX
l��


lk���

�
�lX��� �� �k�

�� l
�
�lX���� �� �k�

�� l

�

��� Praktyczne zastosowania TFI

����� Interpolacja liniowa

Najprostszym przyk
adem TFI jest u�ycie do interpolacji funkcji liniowych oraz
okre�lenie wsp�
rz�dnych zbioru punkt�w brzegowych na sze�ciu powierzchniach

��
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ograniczaj�cych �w zadaniu �D� lub czterech krzywych �w przypadku �D�� Wsp�
�
czynniki P�Q�R�L�M�N wyst�puj�ce przy znakach sumy wynosz�

P  Q  R  � L  M  N  �

Liniowe funkcje spe
niaj�ce warunki stawiane funkcjom mieszanym maj� posta�

��
����  �� �

��
����  �

	�
����  �� �

	�
����  �


�����  �� �


�����  �

Uwzgl�dniaj�c powy�sze otrzymujemy nast�puj�ce wzory na funkcjeU�V�W oraz
ich iloczyny tensorowe

U��I � �J � �K�  ��� �I�X��� �J � �K� " �IX��� �J � �K�

V��I � �J � �K�  ��� �J�X��I � �� �K� " �JX��i� �� �K�

W��I � �J � �K�  ��� �K�X��I � �J � �� " �KX��i� �J � ��

UW��I � �J � �K�  ��� �I���� �K�X��� �J � �� " ��� �I ��KX��� �J � �� "

"�I��� �J �X��� �J � �� " �I�KX��� �J � ��

UV��I � �J � �K�  ��� �I���� �J �X��� �� �K� " ��� �I ��JX��� �� �K� "

"�I��� �J �X��� �� �K� " �I�JX��� �� �K�

VW��I � �J � �K�  ��� �J��� � �K�X��I � �� �� " ��� �J ��KX��I � �� �� "

"�J��� �K�X��I � �� �� " �J�KX��I � �� ��

UVW��I � �J � �K�  ��� �I���� �J ���� �K�X��� �� �� " ��� �I��� � �J ��KX��� �� �� "

"��� �I��J ��� �K�X��� �� �� " �� � ���J�KX��� �� �� "

"�I��� �J ���� �K�X��� �� �� " �I ��� �J��KX��� �� �� "

"�I�J�� � �K�X��� �� �� " �I�J�KX��� �� ��

gdzie
I  �� �� ���� bI J  �� �� ���� bJ K  �� �� ����cK

Ostatecznie wsp�
rz�dne w�z
�w siatki wyznaczamy z

X��I � �J � �K�  U��I � �J � �K� "V��I � �J � �K� "W��I � �J � �K��UW��I � �J � �K�

�UV��I � �J � �K� �VW��I � �J � �K� "UVW��I � �J � �K�

Powy�szy wz�r� pomimo swojej z
o�onej struktury� posiada bardzo prost� inter�
pretacj� geometryczn�� Dla przypadku �D interpretacj� tak� przedstawiono na

��
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rysunku ���� Rozpatruj�c zadanie p
askie obserwujemy dalsze uproszczenie w wy�
niku kt�rego macierzeW�UW�VW oraz UVW redukuj� si� do zera� Gra�czny
obraz tego zjawiska przedstawiono na rysunku ����
Jedna z mo�liwych implementacji ��rodowisko MATLAB� metody TFI dla po�

wierzchni zosta
a przedstawiona poni�ej

�

� Generacja siatki przy u�yciu interpolacji algebraicznej 
TFI�

� jako wielomian�w interpolacyjnych u�yto funkcji liniowych

�

� opracowa� W�Gordon

� programowa� B�B�achowski

�

function �x�y�z� � f
x�y�z�

n � length
x�
� �

ksi � ���	n�� � eta � ksi �

ux�zeros
n��� � uy � ux � uvx � ux �

uvy � ux � vx � ux � vy � ux �

ux � x
�����
�
ksi� � x
��n����ksi �

vx � 
�
eta���x
���� � eta��x
n����� �

uvx � x
�����
�
ksi���
�
eta� � x
��n����
�
ksi���eta � ���

x
n������ksi��
�
eta� � x
n���n����ksi��eta�

uy � y
�����
�
ksi� � y
��n����ksi �

vy � 
�
eta���y
���� � eta��y
n����� �

uvy � y
�����
�
ksi���
�
eta� � y
��n����
�
ksi���eta � ���

y
n������ksi��
�
eta� � y
n���n����ksi��eta�

uz � z
�����
�
ksi� � z
��n����ksi �

vz � 
�
eta���z
���� � eta��z
n����� �

uvz � z
�����
�
ksi���
�
eta� � z
��n����
�
ksi���eta � ���

z
n������ksi��
�
eta� � z
n���n����ksi��eta�

x � ux � vx 
 uvx �

y � uy � vy 
 uvy �

z � uz � vz 
 uvz �

��
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Rysunek ���� Interpretacja geometryczna sum Boole�a
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X
U

V
UV

Rysunek ���� P
aska interpretacja sum Boole�a

Realizacja algorytmu liniowej TFI przy u�yciu powy�szego programu jest na�
st�puj�ca� wprowadzamy na wej�ciu cztery krzywe� kt�re reprezentowane s� przez
dyskretny zbi�r punkt�w� w wyniku dzia
ania funkcji uzyskujemy wsp�
rz�dne w��
z
�w siatki �znajduj�ce si� w macierzach x� y oraz z�� Nast�pnie w celu wy�wietlenia
wynik�w nale�y wywo
a� funkcj� mesh
x�y�z��

����� Interpolacja Lagrange�a

Gdy istnieje potrzeba uwzgl�dnienia w procesie generacji siatki dodatkowych po�
wierzchni �krzywych� znajduj�cych si� wewn�trz rozpatrywanego obszaru� nale�y
jako funkcje mieszane zastosowa� wielomiany Lagrange�a� W og�lnym przypadku
dla L dostarczonych powierzchni �krzywych� w kierunku � otrzymujemy

��
i ���  

QL
i��

i ��i
�� � �i�QL

i��

i ��i
��
i � �i�

��
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Rysunek ���� Przyk
adowa siatka uzyskana za pomoc� TFI

W�wczas jednorodna interpolacja w obliczeniowym kierunku � jest nast�puj�ca

U��� �� ��  
LX
i��

��
i ���

��X��� �� ��

���
 

LX
i��

��
i ���X��� �� ��

Funkcja Lagrange�a tworzy wielomian stopnia L � � przechodz�cy przez L wska�
zanych punkt�w i spe
nia warunek ��

i ��i�  �i
i� Oczywiste jest� �e je�li L  � to
w�wczas interpolacja Lagrange�a przechodzi w interpolacj� liniow��

����� Interpolacja Hermite�a

Bardzo cz�sto przy generowaniu siatki mo�emy dostarczy� informacji na temat
normalnej do brzegu otaczaj�cego dany obszar� W takiej sytuacji nale�y zastoso�
wa� interpolacj� Hermite�a� Dla zilustrowania zagadnienia przedstawiono wz�r na
funkcj� U��� �� �� �L  �� P  ���

U��� �� ��  
�X

i��

�X
n��

�ni ���
�nX��� �� ��

��n
 

 ��
����X���� �� �� " ��

����
�X���� �� ��

��
"

" ��
����X���� �� �� " ��

����
�X���� �� ��

��
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gdzie

��
����  ��� � ��� " �

��
����  �� � ��� " �

��
����  ���� " ���

��
����  �� � ��

��� Kontrola g�sto�ci siatki

TFI przekszta
ca prostok�tny sze�cian obliczeniowy w �zyczn� bry
� z nieregular�
nymi ograniczeniami� R�wnomierna siatka w przestrzeni obliczeniowej jest uzyski�
wana poprzez podzia
� ka�dego kierunku na r�wne cz��ci� W czasie transformacji
dyskretny zbi�r punkt�w jest nast�pnie odpowiednio rozmieszczany w przestrzeni
�zycznej� Odst�py mi�dzy w�z
ami siatki mog� by� kontrolowane poprzez funkcje
mieszane� Jednak funkcje mieszane produkuj�ce siatk� dopasowan� do brzeg�w
mog� generowa� niew
a�ciwe odst�py pomi�dzy w�z
ami siatki� Z tego powodu na�
le�y dostarczy� dodatkowych informacji dotycz�cych obszar�w zag�szczenia siatki�
W tym celu wprowadzamy dodatkow� przestrze� �u� v� w� po�rednicz�c� pomi�dzy
przestrzeni� obliczeniow� ��� �� ��� a przestrzeni� �zyczn� �X�Y�Z��

u  f��� �� �� v  g��� �� �� w  h��� �� ��

Po zastosowaniu takich funkcji uzyskujemy� z r�wnomiernej siatki na jednostko�
wym sze�cianie� nier�wnomiern� siatk� okre�lon� r�wnie� na jednostkowym sze�
�cianie� lecz w uk
adzie kontrolnym�W�wczas funkcje mieszane staj� si� funkcjami
zmiennej zale�nej

�ni �u� 	mj �v� 
lk�w�

��	�� Pojedyncza funkcja wyk�adnicza

Pojedyncza funkcja wyk
adnicza ma posta�

r  
eA
 � �

eA � �
� � � � �

Funkcja ta zosta
a dobrana tak� aby jej warto�ci r�wnie� by
y z zakresu ������
Jedynym ograniczeniem narzuconym na t� funkcj� jest to� aby parametr A � ��
Na rysunku ���� przedstawiono przebieg pojedynczej funkcji wyk
adniczej�

��
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Rysunek ����� Przestrze� obliczeniowa i odpowiadaj�ca jej przestrze� kontrolna

��	�� Podw�jna funkcja wyk�adnicza

Nast�pna funkcja� kt�ra odwzorowuje zmienn� niezale�n� �� � � � � �� w mo�
notonicznie rosn�c� zmienn� zale�n� r� � � r � �� jest bardziej elastyczna ni�
pojedyncza funkcja wyk
adnicza

r  A�
e
A�

A� � �

eA� � �
� � � � A� � � r � A�

r  A� " ���A��
e
A�

��A�

��A� � �

eA� � �
A� � � � � A� � r � �

Parametr A	 obliczamy z warunku r�wno�ci pochodnych w punkcie A�� Jak mo�na
zauwa�y� z powy�szych zale�no�ci podw�jna funkcja wyk
adnicza to sklejone dwie
pojedyncze funkcje wyk
adnicze� W celu zde�niowania tej funkcji nale�y poda�
paramerty A�� A�� A� a ostatni parametr A	 nale�y obliczy�� Podw�jna funkcja
wyk
adnicza� w przeciwie�stwie do pojedynczej funkcji wyk
adniczej� umo�liwia
zag�szczenie siatki r�wnie� wewn�trz rozpatrywanego obszaru�

��
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Rozdzia� 	

Eliptyczne systemy generacji
siatek

��� Wprowadzenie

Od momentu ukazania si� pionierskich prac Thompsona na temat eliptycznej me�
tody generacji siatek� wiadomo jest� �e uk
ady eliptycznych r�wna� r��niczkowych
cz�stkowych drugiego rz�du produkuj� najlepsze siatki zar�wno pod wzgl�dem
g
adko�ci jak i rozmieszczenia w�z
�w siatki� Eliptyczny system generacji siatek
stanowi� quasi�liniowe r�wnania r��niczkowe cz�stkowe� znane jako r�wnania Po�
issona� oraz funkcje kontrolne� Pocz�tkowo Thompson i Warsi ���� zalecali u�ywa�
nie systemu Poissona z okre�lonymi bezpo�rednio funkcjami kontrolnymi� jednak
obecnie du�ym powodzeniem cieszy si� metoda wyznaczania funkcji kontrolnych
przy transformacji z jednego uk
adu wsp�
rz�dnych do drugiego� Transformacja
ta� zwana r�wnie� siatk� kontroln�� jest odwzorowaniem w�z
�w z przestrzeni ob�
liczeniowej do przestrzeni parametrycznej� Zmienne niezale�ne w przestrzeni para�
metrycznej staj� si� nast�pnie funkcjami harmonicznymi w przestrzeni �zycznej�
Odwzorowanie z przestrzeni �zycznej do przestrzeni parametrycznej jest nazywane
odwzorowaniem harmonicznym� Odwzorowanie odwrotne do odwzorowania har�
monicznego uzyskuje si� poprzez rozwi�zanie uk
adu r�wna� Poissona z funkcjami
kontrolnymi okre�lonymi na siatce kontrolnej� Numeryczne rozwi�zanie systemu
Poissona otrzymujemy w procesie iteracyjnym po zastosowaniu metody Picarda
rozwi�zywnia r�wna� r��niczkowych cz�stkowych�

��� Podstawy matematyczne

Rozwa�amy dowolnie zakrzywiony obszar D w dwuwymiarowej przestrzeni we
wsp�
rz�dnych kartezja�skich �x� y�� Zak
adamy� �e obszar D jest ograniczony

��
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Rysunek ���� Ca
kowite odwzorowanie z przestrzeni obliczeniowej do przestrzeni
�zycznej

przez cztery krzywe E��E��E��E�� Niech �E��E�� oraz �E��E�� b�d� dwoma pa�
rami przeciwleg
ych kraw�dzi �rys� ����� Odwzorowanie harmoniczne de�niujemy
jako jednoznaczne odwzorowanie z obszaru D na jednostkowy kwadrat w taki spo�
s�b� �e�

� kraw�dzie brzegowe D s� odwzorowane na kraw�dzie jednostkowego kwadra�
tu

� wierzcho
ki naro�ne z obszaru D przestrzeni �zycznej s� odwzorowane w
naro�a kwadratu w przestrzeni parametrycznej

� obie wsp�
rz�dne odwzorowania s� funkcjami harmonicznymi we wn�trzu D�

Niech 
s � D � P b�dzie odwzorowaniem harmonicznym� gdzie parametryczna
przestrze� P jest jednostkowym kwadratem w dwuwymiarowej przestrzeni kar�
tezja�skiej 
s  �s� t�T � Zak
adamy� �e

� s � � na brzegu E� i s � � na brzegu E�

� t � � na brzegu E� i t � � na brzegu E�

Nast�pnie problem wygenerowania siatki w przestrzeni �zycznej D mo�e by� zre�
dukowany do zagadnienia generacji siatki w przestrzeni parametrycznej P � kt�ra
nast�pnie mo�e by� odwzorowana na D� poprzez u�ycie odwrotnego odwzorowania
harmonicznego 
x � P � D gdzie 
x  �x� y�T � Dodatkowo� podobnie jak przy me�
todzie algebraicznej TFI� de�niujemy przestrze� obliczeniow� C jako jednostkowy
kwadrat w kartezja�skim uk
adzie wsp�
rz�dnych 
�  ��� ��T � Siatka kontrolna

��
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jest zde�niowana jako odwzorowanie jednorodnej siatki z przestrzeni obliczeniowej
C na niejednorodn� siatk� w przestrzeni parametrycznej P � Konstrukcja siatki
kontrolnej 
s � C � P oraz odwrotnego odwzorowania harmonicznego 
x � P � D
de�niuje odwzorowanie


x � C � D

kt�re przeprowadza r�wnomiern� siatk� C na dowolnie zakrzywion� w obszarze D�
Ko�cowe odwzorowanie spe
nia quasi�liniowy uk
ad r�wna� Poissona z funkcjami
kontrolnymi� Sekretem ka�dego dobrego algorytmu eliptycznej generacji siatki jest
w
a�ciwe dobranie funkcji kontrolnych co jest r�wnowa�ne z konstrukcj� stosownej
siatki kontrolnej� Poni�ej przedstawiono wyprowadzenie quasi�liniowego uk
adu
r�wna� Poissona s
u��cego do generacji siatki�
Cytuj�c za autorami pracy ���� wprowadzamy dwa kowariantne wektory bazowe


a�  
�
x

��
 
x� � 
a�  

�
x

��
 
x�

i obliczamy kowariantny tensor metryczny jako iloczyn skalarowy wektor�w kowa�
riantnych

aij  h
ai�
aji i� j  �� �

Nast�pnie okre�lamy dwa wektory kontrawariantne


a�  r�  ��x� �y�
T 
a�  r�  ��x� �y�

T

i kontrawariantny tensor metryczny

aij  h
ai�
aji i� j  �� �

aij  



a�� a��
a�� a��

�
aij  



a�� a��

a�� a��

�
Nast�pnie obliczamy wyznacznik kowariantnego tensora metrycznego

J�  a��a�� � a���

Rozwa�my teraz dowoln� funkcj� �  ���� �� zde�niowan� w obszarze D i oblicza�
my laplasjan tej funkcji

#�  �xx " �yy  
�

J

n
�Ja���� " Ja������ " �Ja

���� " Ja������
o

Rozwa�aj�c szczeg�lne przypadki � � �� � � � otrzymujemy

#�  
�

J

n
�Ja���� " �Ja

����
o

#�  
�

J

n
�Ja���� " �Ja

����
o

��
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st�d otrzymamy wyra�enie na laplasjan �

#�  a����� " �a
����� " a����� "#��� "#���

Podstawiaj�c odpowiednio s i t za � otrzymujemy

#s  a��s�� " �a
��s�� " a��s�� "#�s� "#�s�

#t  a��t�� " �a
��t�� " a��t�� "#�t� "#�t�

U�ywaj�c tych r�wna� i wykorzystuj�c fakt� �e s oraz t s� harmoniczne w obszarze
D otrzymamy #s  � i #t  � a st�d znajdujemy wyra�enia na laplasjan dla �
oraz � 


#�
#�

�
 a�� 
P�� " �a

�� 
P�� " a�� 
P��

gdzie


P��  �T��



s��
t��

�

P��  �T��



s��
t��

�

P��  �T��



s��
t��

�
a macierz T zde�niowano jako

T  



s� s�
t� t�

�

Sze�� wsp�
czynnik�w wyst�puj�cych w wektorach 
P��  �P �
��� P

�
���

T � 
P��  

�P �
��� P

�
���

T oraz 
P��  �P �
��� P

�
���

T to wspomniane wcze�niej funkcje kontrolne�
Ostatecznie podstawiaj�c za � wektor �x� y� otrzymamy

#
x  a��
x�� " �a
��
x�� " a��
x�� "#�
x� "#�
x�

Uwzgl�dniaj�c r�wnanie na #� i #� oraz warunek #x � � i #y � � otrzymamy
uk
ad r�wna� Poissona

a��
x�� " �a
��
x�� " a��
x�� " �a��P �

�� " �a
��P �

�� " a��P �
���
x�

" �a��P �
�� " �a

��P �
�� " a��P �

���
x�  �

Korzystaj�c z zale�no�ci pomiedzy wektorami ko� i kontrawariantnym


a�  a��
a� " a��
a� 
a�  a��
a� " a��
a�

a�  a��
a

� " a��
a
� 
a�  a��
a

� " a��
a
�

zapiszemy

J�a��  a��  h
x�� 
x�i J�a��  �a��  h
x�� 
x�i J�a��  a��  h
x�� 
x�i

Nast�pnie mno��c uk
ad Poissona przez jakobian podniesiony do kwadratu uzy�
skujemy ostateczn� posta� r�wna� dla eliptycznej metody generacji siatek

a��
x�� � �a��
x�� " a��
x�� " �a��P
�
�� � �a

��P �
�� " a��P

�
���
x�

" �a��P
�
�� � �a

��P �
�� " a��P

�
���
x�  �

��
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��� Iteracyjne sformu�owanie metody

Wprowadzaj�c podzia
 w przestrzeni obliczeniowej na �N "��	 �M "�� punkt�w�
dyskretyzujemy zmienne � oraz � jak nast�puje

�i  
i

N
�j  

j

M
i  �� ���� N j  �� ����M

Nast�pnie dyskretyzujemy kraw�dzie E��E��E� oraz E� umieszczaj�c informacj�
o nich w macierzach x�i�j� i y�i�j�� Kolejno konstruujemy siatk� kontroln� s�i�j� i
t�i�j� oraz w ka�dym punkcie wewn�trzym siatki obliczamy sze�� funkcji kontro�
lnych korzystaj�c z wzor�w rachunku r��nicowego� Nast�pnie w celu unikni�cia
nieliniowo�ci formu
ujemy rozwi�zanie uk
adu r�wna� Poissona przez metod� ite�
racyjn� Picarda

P k��
xk�� � �Q
k��
xk�� "Rk��
xk�� " Sk��
xk� " T k��
xk�  �

gdzie

P k��  h
xk��� � 
xk��� i Qk��  h
xk��� � 
xk��� i Rk��  h
xk��� � 
xk��� i

Sk��  P k��P �
�� � �Q

k��P �
�� "Rk��P �

��

T k��  P k��P �
�� � �Q

k��P �
�� "Rk��P �

��

Dow�d twierdzenia Picarda znajduje si� w ksi��ce �	��
Poni�ej przedstawiono algorytm obliczania w�z
�w siatki metod� eliptyczn��

� Krok �� Obliczamy sze�� funkcji kontrolnych poprzez r��nice centralne po
o�
�enia w�z
�w siatki kontrolnej�

� Krok �� Obliczamy pocz�tkow� siatk� przez zastosowanie jednej z metod
algebraicznych� Wystarczy tu w zupe
no�ci liniowa interpolacja TFI� ponie�
wa� jako�� pocz�tkowej siatki nie jest istotna� Ko�cowa siatka wygenerowa�
na przez rozwi�zanie r�wna� Poissona nie zale�y od po
o�enia w�z
�w siatki
startowej�

� Krok �� Rozwi�zanie quasi�liniowego uk
adu Poissona przy u�yciu iteracji
Picarda� W og�lno�ci zalecane jest wykonanie oko
o �� iteracji�

��� Implementacja numeryczna

Obecnie zajmiemy si� dyskretyzacj� i implementacj� uzyskanego wcze�niej uk
adu
r�wna� r��niczkowych Poissona� Najpierw jednak wprowadzimy niezb�dne pod�
stawy rachunku r��nicowego� a nast�pnie wyprowadzimy iteracyjne wzory na ob�
liczenie wsp�
rz�dnych w�z
�w siatki typu eliptycznego�

��
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Rysunek ���� Funkcja w w postaci ci�g
ej w�x� i dyskretnej w�xi�

Jak powszechnie wiadomo� podstawow� ide� metody r��nic sko�czonych jest
zast�pienie r�wna� r��niczkowych przez odpowiednie r�wnania algebraiczne zwane
r�wnaniami r��nicowymi� W tym celu wprowadza si� nast�puj�ce poj�cia�

� r��nica lewostronna

� r��nica prawostronna

� r��nica centralna

I tak� r��nic� lewostronn� w punkcie i obliczamy jako

#w

#x

�L

i

 
wi � wi��

#x

r��nica prawostronna to 

#w

#x

�P

i

 
wi�� � wi

#x

oraz r��nica centralna 

#w

#x

�
i

 
wi�� � wi��

�#x

Interpretacj� geometryczn� r��nic sko�czonych przedstawiono na rysunku ����
R��nic� sko�czon� dowolnego rz�du lewostronn�� prawostronn� jak i centraln�

�
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obliczymy z nast�puj�cych zale�no�ci rekurencyjnych

#nw

#xn

�L
i

 
�

#x

�

#n��w

#xn��

�
i

�



#n��w

#xn��

�
i��

�


#nw

#xn

�P

i

 
�

#x

�

#n��w

#xn��

�
i��

�



#n��w

#xn��

�
i

�

dla n  �K 

#nw

#xn

�
i

 
�

#x

��
#n��w

#xn��

�P

i

�



#n��w

#xn��

�L

i

�	
dla n  �K " � 


#nw

#xn

�
i

 
�

�

��
#nw

#xn

�P

i

"



#nw

#xn

�L

i

�	
Maj�c tak przygotowane wzory okre�lamy pochodne funkcji w�x� jako

dw�xi�

dx





#w

#x

�
i

d�w�xi�

dx�





#�w

#x�

�
i

itd�

Stosuj�c powy�sze za
o�enia otrzymujemy wz�r na pierwsz� pochodn� dla funkcji
x��� ��

�x

��


xi���j � xi���j

�#�
oraz

�x

��


xi�j�� � xi�j��

�#�

s� to wprowadzone wcze�niej r��nice centralne� gdzie #� oraz #� to odpowied�
nio odleg
o�ci pomi�dzy liniami siatki w przestrzeni obliczeniowej �� �� Kolejno
korzystamy ze wzoru na drug� pochodn� cz�stkow� w kierunku � oraz �

��x��� ��

���



xi���j � �xi�j " xi���j
#��

��x��� ��

���



xi�j�� � �xi�j " xi�j��
#��

I wreszcie na drug� pochodn� mieszan�

��x��� ��

���


xi���j�� � xi���j�� � xi���j�� " xi���j��

�#�#�

��
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Nast�pnie r�wnania Poissona

P
x�� � �Q
x�� "R
x�� " S
x� " T
x�  �

dyskretyzujemy i przyjmuj�c rozstaw siatki w przestrzeni obliczeniowej r�wny jed�
no�ci �#�  #�  �� otrzymujemy

P �xi���j � �xi�j " xi���j�� �Q
�
xi���j�� � xi���j�� � xi���j�� " xi���j��

�



"

"R�xi�j�� � �xi�j " xi�j��� " S
�
xi���j � xi���j

�



" T

�
xi�j�� � xi�j��

�



 �

Przenosz�c xi�j na drug� stron� otrzymujemy gotowe do zastosowania wzory ite�
racyjne dla strukturalnych siatek typu eliptycznego�

xi�j  
�

��P "R�
��P �xi���j " xi���j��Q�xi���j�� � xi���j�� � xi���j�� " xi���j���

" �R�xi�j�� " xi�j��� " S�xi���j � xi���j� " T �xi�j�� � xi�j����

Szczeg�
owy opis numerycznego rozwi�zywania r�wna� r��niczkowych cz�stko�
wych typu eliptycznego mo�na znale�� w klasycznym ju� podr�czniku do metod
numerycznych ����
Poni�ej zamieszczono funkcj� realizuj�c� algorytm Picarda w �rodowisku MA�

TLAB�

�

� Iteracyjne rozwiazanie r�wna� Poissona

� z zastosowaniem funkcji kontrolnych

�

� opracowa� J�F�Thompson

� programowa� B�B�achowski

�

function �x�y� � f
x�y�iteracja�

for Picard � ��iteracja

for i � �� length
x�
�

for j � �� length
x�
�

xk � ����
x
i���j�
x
i
��j�� � xn � ����
x
i�j���
x
i�j
��� �

yk � ����
y
i���j�
y
i
��j�� � yn � ����
y
i�j���
y
i�j
��� �

g�� � xk���yk�� �

�	
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g�� � xk�xn�yk�yn �

g�� � xn���yn�� �

x
i�j� � �	
��
 g�� � g�� �� �
 ���

��g���
 x
i���j� � x
i
��j� � � ���

��g���
 x
i�j��� � x
i�j
�� � 
 ���

g��� 
 x
i���j��� 
 x
i���j
�� � x
i
��j
�� 
 x
i
��j��� ����

� �

y
i�j� � �	
��
 g�� � g�� �� �
 ���

��g���
 y
i���j� � y
i
��j� � � ���

��g���
 y
i�j��� � y
i�j
�� � 
 ���

g��� 
 y
i���j��� 
 y
i���j
�� � y
i
��j
�� 
 y
i
��j��� ����

� �

end

end

end

��� Podstawowe konstrukcje siatek eliptycznych

��	�� Siatki harmoniczne uzyskane metod
 Picarda

Najprostszym przyk
adem siatki kontrolnej jest odwzorowanie to�samo�ciowe s  
�� t  �� W�wczas wszystkie funkcje kontrolne s� to�samo�ciowo r�wne zero i
system generacji siatek Poissona redukuje si� do

a��
x�� � �a��
x�� " a��
x��  �

co jest r�wnowa�ne z #�  � i #�  �� Siatki uzyskiwane poprzez powy�sze
zale�no�ci zwane s� siatkami Laplace�a lub harmonicznymi i by
y pocz�tkowo
wprowadzone przez Winslowa ����� Operator Laplace�a pojawiaj�cy si� w tych
r�wnaniach generuje siatki r�wnomiernie rozmieszczone wewn�trz obszaru� Z tego
powodu siatka Laplace�a jest do zaakceptowania tylko w�wczas� gdy punkty na
brzegu s� r�wnie� rozmieszczone r�wnomiernie�

��	�� Siatki harmoniczne uzyskane poprzez minimalizacj


funkcjona�u harmonicznego

Alternatywn� metod� generacji siatki bazuj�cej na odwzorowaniach harmonicz�
nych zaprezentowa
 w swoich pracach �����
� Sergey Ivanenko� Podstawowym za�

��
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gadnieniem jakie rozwa�a
 by
o znalezienie warunk�w dyskretnego odwzorowania
w celu uzyskania siatki niezdegenerowanej� Wykaza
 on� �e w celu zapewnienia wy�
puk
o�ci wszystkim pojedynczym kom�rkom p
askiej siatki jakobian przekszta
ce�
nia musi by� wi�kszy od zera� Spe
nienie tego warunku jest gwarantem uzyskania
siatek niezdegenerownaych� Oznacza to� �e je�eli wszystkie kom�rki siatki s� wy�
puk
e to �aden w�ze
 siatki nie opu�ci wn�trza konturu oraz w�z
y takiej siatki nie
b�d� si� wzajmnie na siebie nak
ada��
Do rozwi�zania tego problemu Ivanenko u�y
 metody polegaj�cej na bezpo�

�redniej minimalizacji dyskretnego odpowiednika funkcjona
u harmonicznego�

P�askie siatki niezdegenerowane

W�z
y strukturalnej siatki 
�cz� si� pomi�dzy sob� na zasadzie s�siednich indek�
s�w� Typowym przyk
adem strukturalnej siatki jest krzywoliniowa siatka wsp�
�
rz�dnych np�biegunowych� utworzona przez odwzorowanie jednostkowego kwadra�
tu w krzywoliniowe wsp�
rz�dne �zyczne� Warunkiem niezdegenerowania siatki
jest to� aby jakobian przekszta
cenia by
 wi�kszy od zera�

Twierdzenie � Je�eli g�adkie odwzorowanie jednego obszaru w drugi� jednoznancz�

ne pomi�dzy brzegami tego obszaru� posiada dodatni jakobian nie tylko wewn�trz

tego obszaru� ale r�wnie� na brzegach� w�wczas takie odwzorowanie jest jednoznacz�

ne na ca�ym obszarze	

Dow�d tego twierdzenia zamieszczono w pracy ���� Krzywoliniowy uk
ad wsp�
�
rz�dnych nie b�dzie zdegenerowany je�eli jakobian odwzorowania x��� �� y��� ��
jest dodatni�

J  x�y� � x�y� � � � � � � � � � �

Tym samym widzimy� �e problem skonstruowania krzywoliniowych wsp�
rz�dnych
w pewnym obszarze jest problemem znalezienia g
adkiego odwzorowania jednost�
kowego kwadratu do wn�trza tego obszaru� tak aby jakobian takiego przekszta
ce�
nia przyjmowa
 warto�ci dodatnie�

Dyskretna interpretacja jakobianu

Niech �x� y�i�j oznaczaj� wsp�
rz�dne w�z
�w siatki� Nast�pnie konstruujemy od�
wzorowanie kwadratu �rys����� ������� na p
aszczy�nie �� � w czworobok na p
asz�
czy�nie x� y utworzony przez w�z
y �x� y�i�j �x� y�i���j �x� y�i�j�� �x� y�i���j���
Ka�dy wierzcho
ek jest przypisany do odpowiedniego tr�jk�ta� wierzcho
ek � do
#	��� wierzcho
ek � do #��� itd� Podwojone pole tych tr�jk�t�w Jk � k  �� �� �� �
wygl�da nast�puj�co

J�  �x	 � x���y� � y��� �y	 � y���x� � x��  

 �xi���j � xi�j��yi�j�� � yi�j�� �yi���j � yi�j��xi�j�� � xi�j�

��
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Rysunek ���� Interpretacja geometryczna dyskretnej postaci jakobianu

Oznaczmy teraz odwzorowanie xh��� ��� yh��� �� jako nast�puj�ce funkcje okre�lone
wewn�trz kwadratu ������� �i � � � i" �� j � � � j " ���

xh��� ��  x� " �x	 � x���� � i� " �x� � x���� � j� "

" �x� � x	 � x� " x���� � i��� � j�

yh��� ��  y� " �y	 � y���� � i� " �y� � y���� � j� "

" �y� � y	 � y� " y���� � i��� � j�

Wida� st�d� �e kwadrat ������� jest liniowo przekszta
cany w odpowiedni czworo�
bok� Poniewa� transformacja xh��� ��� yh��� �� jest ci�g
a na brzegach sprawdzamy
warunek jednoznaczon�ci przekszta
cenia

Jh  xh�y
h
� � xh�y

h
�  det



x	 � x� "A�� � j� x� � x� "A�� � i�
y	 � y� "B�� � j� y� � y� "B�� � i�

�
gdzie A  x� � x	 � x� " x�� B  y� � y	 � y� " y�� Wida� st�d� �e jakobian jest
liniowy� poniewa� wsp�
czynniki przed cz
onem �� s� r�wne zeru� W konsekwencji
je�eli Jh � � we wszystkich wierzcho
kach kwadratu� to �aden z nich nie znika
wewn�trz kwadratu� W wierzcho
ku � ��  i� �  j� jakobian wynosi

Jh  �x	 � x���y� � y��� �y	 � y���x� � x��

i jest to podwojone pole tr�jk�ta #	��� Z powy�szego wynikaj� nast�puj�ce warunki
dodatno�ci jakobianu

�Jk�i�����j���� � � k  �� �� �� � i  �� ���� i�� � j  �� ���� j�� �

gdzie Jk  �xk�� � xk��yk�� � yk� � �yk�� � yk��xk�� � xk� i je�eli k  � to za
k � � wstawiamy �� natomiast je�eli k  � to k " �  �� Je�eli powy�sze warunki
s� spe
nione� to w�wczas wszystkie kom�rki otrzymanej siatki s� czworobokami
wypuk
ymi�

��
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Adaptacyjne siatki harmoniczne

Jak wspomniano wcze�niej problem znalezienia odpowiedniej siatki sprowadza si�
do minimalizacji funkcjona
u harmonicznego� kt�ry mo�emy zapisa� jako

I  
Z x�� " y�� " x�� " y��q

�x�� " y����x
�
� " y���� �x�x� " y�y���

d�d�

Nast�pnie nale�y okre�li� r�wnanie Eulera dla tego funkcjona
u �
�� Ostatecznie po
dyskretyzacji r�wnania Eulera uzyskujemy nast�puj�ce zale�no�ci iteracyjne

xl��ij  xlij " �
�L�x��ij

����ij " ��	�ij
yl��ij  ylij " �

�L�y��ij
����ij " ��	�ij

gdzie

�  x�� " y�� 	  x�x� " y�y� 
  x�� " y��
L�x�  �x�� � �	x�� " 
x��  �

L�y�  �y�� � �	y�� " 
y��  �

� � � � � � � najcz��ciej ���

Numeryczna implementacja generacji adaptacyjnej siatki harmonicznej mo�e
wygl�da� nast�puj�co

�

� Iteracyjne rozwiazanie r�wna� Laplace�a

� przez dyskretyzacj� funkcjona�u Dirichleta

�

� opracowa� S�Invanenko

� programowa� B�B�achowski

�

function �x�y� � f
x�y�iteracja�

for Picard � ��iteracja

for i � �� length
x�
�

for j � �� length
x�
�

xk � ����
x
i���j�
x
i
��j�� � xn�����
x
i�j���
x
i�j
��� �

yk � ����
y
i���j�
y
i
��j�� � yn�����
y
i�j���
y
i�j
��� �

xkk � x
i���j�
��x
i�j��x
i
��j� �

��
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Rysunek ���� Por�wnanie metod TFI�siatka na g�rze� i PDF�na dole�
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xkn � �����
x
i���j���
x
i���j
��
x
i
��j����x
i
��j
��� �

xnn � x
i�j���
��x
i�j��x
i�j
�� �

ykk � y
i���j�
��y
i�j��y
i
��j� �

ykn � �����
y
i���j���
y
i���j
��
y
i
��j����y
i
��j
��� �

ynn � y
i�j���
��y
i�j��y
i�j
�� �

alpha � xn���yn�� �

beta � xk�xn�yk�yn �

gamma � xk���yk�� �

Lx � alpha�xkk 
 ��beta�xkn � gamma�xnn �

Ly � alpha�ykk 
 ��beta�ykn � gamma�ynn �

x
i�j� � x
i�j� � ����Lx	
��alpha���gamma� �

y
i�j� � y
i�j� � ����Ly	
��alpha���gamma� �

end

end

end

��	�� Siatki bazuj
ce na d�ugo�ci �uku

Kolejnym przyk
adem siatek kontrolnych s� siatki bazuj�ce na d
ugo�ci 
uku� Za
ich pomoc� uzyskujemy siatki zar�wno dobrze dopasowane do brzegu jak i z w
a�
�ciwym rozmieszczeniempunkt�w wewn�trzych� Odwzorowanie kontrolne bazuj�ce
na d
ugo�ci 
uku de�niujemy jako uk
ad dw�ch r�wna� algebraicznych

s  saE�
����� � t� " saE�

���t

t  taE�
������ s� " taE�

���s

gdzie
s��� ��  � s��� ��  � s��� ��  saE�

��� s��� ��  saE�
���

t��� ��  � t��� ��  � t��� ��  taE�
��� t��� ��  taE�

���

czyli

� s � � na brzegu E� i s � � na brzegu E�

� s jest znormalizowan� d
ugo�ci� 
uku na brzegach E� i E�

� t � � na brzegu E� i t � � na brzegu E�

��
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� t jest znormalizowan� d
ugo�ci� 
uku na brzegach E� i E�

Dyskretyzuj�c zagadnienie wprowadzamy miar� odleg
o�ci mi�dzy punktami na
brzegu

&d��j  k
x��j � 
x��j��k &dN�j  k
xN�j � 
xN�j��k j  �� � � � �M
&di��  k
xi�� � 
xi����k &di�M  k
xi�M � 
xi���Mk i  �� � � � � N

Sumuj�c odpowiednie d
ugo�ci odcink�w otrzymamy d
ugo�� ca
ego brzegu

LE�
 

MX
j��

&d��j LE�
 

MX
j��

&dN�j LE�
 

NX
i��

&di�� LE�
 

NX
i��

&di�M

A nast�pnie znormalizowane d
ugo�ci 
uku

d��j  &d��j�LE�
dN�j  &dN�j�LE�

j  �� � � � �M
di��  &di���LE�

di�M  &di�M�LE�
i  �� � � � � N

Ostatecznie kolejno wyznaczamy s oraz t na brzegach przestrzeni parametrycznej

s��j  � sN�j  � j  �� � � � �M
ti��  � ti�M  � i  �� � � � � N

I punkty wewn�trzne jako rozwi�zanie uk
adu r�wna�

si�j  si����� ti�j� " si�Mti�j

ti�j  t��j��� si�j� " tN�jsi�j �i� j� � �� � � � N � �� � � � �M � ��

��	�� Siatki brzegowo ortogonalne

Ostatnim z rozwa�anych tutaj rodzajem siatek kontrolnych s� siatki ortogonalne
na brzegach� W przypadku takich siatek nie wystarcza ju� podanie tylko warun�
ku brzegowego typu Dirichleta �czyli okre�lenie warto�ci wsp�
rz�dnych w�z
�w
brzegowych�� musimy dodatkowo dostarczy� informacji o wektorach normalnej do
brzegu �warunek brzegowy Neumanna�� Poni�sze zale�no�ci �

� s � � na brzegu E� i s � � na brzegu E�

� �s��n wzd
u� kraw�dzi E� i E�

� t � � na brzegu E� i t � � na brzegu E�

� �t��n wzd
u� E� i E�

��
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oraz dwa r�wnania Laplace�a #s  � i #t  � okre�laj� problem brzegowy dla
siatek ortogonalnych na brzegach�
Podobnie jak poprzednio wprowadzamy oznaczenia

s��� ��  � s��� ��  � s��� ��  soE�
��� s��� ��  soE�

���
t��� ��  � t��� ��  � t��� ��  toE�

��� t��� ��  toE�
���

a nast�pnie odwzorowanie kontrolne zdefniujemy jako

s  soE�
���H��t� " soE�

���H��t�

t  toE�
���H��s� " toE�

���H��s�

gdzie
H��s�  �� � �s���� s�� H��s�  �� � �s�s

� � � s � �

Na koniec warto odnotowa� jak wa�n� rol� pe
ni� siatki brzegowo ortogonalne
zw
aszcza w metodach generacji siatek typu wieloblokowego� Jak 
atwo zauwa�
�y�� obiekty o z
o�onej geometrii nie zawsze mo�na opisa� przy u�yciu czterech
krzywych� w�wczas nale�y podzieli� rozpatrywane zadanie na kilka tzn� blok�w
i generowa� siatk� dla ka�dego bloku oddzielnie� Siatki ortogonalne na brzegach
zapewniaj� wtedy g
adkie przej�cie� uzyskanej w ten spos�b kompozytowej siatki�
pomi�dzy s�siednimi blokami�

�
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