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Wstep

Generacja siatki jest podstawowym narzedziem wykorzystywanym do symulacji
komputerowych wielu zjawisk i proceséw fizycznych.

7, technicznego punktu widzenia, generacja siatki jest, wciaz czyms bardziej
w rodzaju sztuki niz nauki. Pomimo iz aparat matematyczny dostarcza solidnych
podstaw w celu przeniesienia ciezaru generacji siatki z uzytkownika na programy
komputerowe, w dalszym ciagu zaréwno nauka jak 1 sztuka sa wykorzystywane przy
tworzeniu konkretnych algorytméw obliczeniowych. Dzieje sie tak dlatego, iz nie
istnieje jedna uniwersalna metoda pozwalajaca tworzy¢ siatki w kazdym, dowolnie
wybranym przypadku. Dlatego tez, do uzytkownika nalezy ostateczna decyzja co
do wyboru najwlasciwszego algorytmu, a utatwi¢ ten wybdér maja kryteria jakie
spelnia¢ powinna otrzymana siatka.

I chociaz ostatnio pojawit sie na rynku oprogramowania caly szereg generato-
row siatek gotowych do zastosowania, znajomos¢ pewnych podstaw teoretycznych
zapewnia nie tylko poprawne, ale réwniez efektywne i co najwazniejsze $wiadome
korzystanie z wyzej wymienionych programow.

Od momentu powstania metody elementu skonczonego obserwujemy bezustan-
ny rozwo] technik generacji siatek 1 wciaz dowiadujemy sie o pojawiajacych sie mo-
dyfikacjach juz istniejacych. Na dzien dzisiejszy mozemy jednak podzieli¢ systemy
generacji siatek na dwie grupy. Do pierwszej grupy zaliczamy systemy struktural-
ne, w ktorych gtéwna idea polega na przeksztatceniu dowolnego krzywoliniowego
konturu w prostokatny regularny obszar, nastepnie wygenerowaniu siatki w tym
obszarze, a na koniec poprzez transformacje odwrotna uzyskanie ostatecznej siat-
ki. Druga grupe stanowia systemy generacji siatek niestrukturalnych, w ktérych
wypeliamy interesujacy nas obszar stopniowo tworzac w ten sposéb nieuporzad-
kowany zbiér trojkatow badz czworokatow. Kolejna zasadnicza réznica pomiedzy
strukturalnymi a niestrukturalnymi algorytmami jest sposob reprezentacji danych.

W przypadku algorytméw strukturalnych, w pamieci komputera przechowuje-
my jedynie wspotrzedne wezléw siatki zorganizowane odpowiednio w macierzach
Xij,Yi; oraz Z;; (rys 1). Natomiast dla siatek niestrukturalnych musimy dodatko-
wo zapamictac polaczenia miedzy weztami siatki i tak na rysunku 1 mamy element
A utworzony przez wezly 1,2.3 ; element B przez wezty 1,3.4 itd.
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Rysunek 1: Polaczenie weztéow dla siatek strukturalnych i niestrukturalnych

Celem niniejszej pracy jest przedstawienie i usystematyzowanie istniejacej wie-
dzy na temat strukturalnych siatek elementéw skonczonych. Oprocz podstawowych
zagadnien teoretycznych zamieszczono réwniez szereg przyktadow, ktore wydaja
sie by¢ najbardziej interesujace z punktu widzenia inzyniera budownictwa. Nalezy
jednak zaznaczy¢, ze do petnego opisu konstrukeji budowlanej, ktora nastepnie
mogliby$my obliczy¢é metoda elementéw skonczonych, oprécz samej siatki elemen-
tow konieczny jest jeszcze wybor odpowiedniego typu elementu. Musimy ocenié
czy charakter pracy konstukcji jest sprezysty, sprezysto-plastyczny, czy tez nalezy
zastosowac element skonczony wlasciwy konstrukcjom wykonanym z materialow
lepkosprezystych. Ten problem stanowi jednak odrebne zagadnienie, ktorego w tej
pracy nie poruszano.

Praktyczne wykorzystanie opisanych w dalszej czesci pracy systemow genera-
cji siatek zawiera rozdzial 1. Znajduja sie w nim siatki uzyskane dla konstruk-
cji majacych szczegdlne znaczenie w problematyce projektowania budowlanego.
Przedstawiono nastepujace przyklady:

1. sklepienie krzyzowe

2. huk kolowy

3. dach konoidalny

4. dach paraboloidalny

5. hiperboloidalna chtodnia kominowa

Procedura generowania siatki rozpoczyna sie zazwyczaj od zdefiniowania geo-
metrii brzegu rozpatrywanego obszaru. 7 tego powodu, w rozdziale 2, zdecydowano
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sie umiesci¢ niezbedne informacje na temat modelowania geometrycznego wspo-
maganego komputerem. Zawarto w nim podstawowe zagadnienia CAD takie jak:
krzywe 1 powierzchnie Beziera oraz krzywe 1 powierzchnie NURBS. Kolejnym kro-
kiem podczas generacji siatki jest odpowiednia dyskretyzacja zadania, co jest row-
nowazne z wlasciwym rozmieszczeniem punktéw na ograniczeniach brzegowych.
Ostatecznie, w przypadku generatoréw strukturalnych, nalezy wybra¢ metode ob-
liczenia wspétrzednych weztéw siatki. Do dyspozycji mamy dwa rodzaje metod:

e metoda algebraiczna (TFI) - siatka uzyskiwana jest poprzez jednokierunkowa
interpolacje

e metoda eliptyczna (PDE) - siatka otrzymywana jest poprzez rozwiazanie
uktadu réwnan rézniczkowych czastkowych rzedu drugiego.

Algebraiczna generacja siatki, opisana w rozdziale 3, jest najszybsza technika
sposrod systeméw generacji strukturalnych siatek 1 w zwiazku z tym najczesciej
wykorzystywana do utworzenia poczatkowego rozmieszczenia weztéw w systemach
eliptycznych. Pomimo ogromnej zalety jaka niewatpliwie jest szybkosc, systemy
bazujace na TFI moga, w przypadku duzych wypuklosci fragmentéw brzegu, ge-
nerowa¢ siatki wychodzace poza kontur brzegowy. Dodatkowa wada jest nie naj-
lepsza gtadkos¢ uzyskanej siatki co ostatecznie moze wplynac¢ na znaczne bledy
obliczen, a w skrajnym przypadku zdyskwalifikowaé taka siatke.

Dla systeméw bazujacych na metodzie eliptycznej uzyskujemy znacznie lepsza
gladkos¢ siatki oraz catkowita pewnos¢ uzyskania siatki znajdujacej sie wewnetrz
konturu. Oczywiste jest, ze odbija sie to wszystko na ilosci obliczen koniecznych do
wykonania. Opis eliptycznej metody generacji strukturalnych siatek zamieszczono
w rozdziale 4.

Na zakonczenie warto jeszcze raz zaznaczy¢, ze tematyka dotyczaca generowa-
nia siatek, zaréwno strukturalnych jak i niestrukturalnych, jest stosunkowo mtoda i
w niedalekiej przysztosci nalezy spodziewac sie jej dalszego dynamicznego rozwoju.



Rozdzial 1

Zastosowania w budownictwie

1.1 Wprowadzenie

Obserwowany w ostatnich latach rozwdj metod komputerowych i technik oblicze-
niowych, w szczegélnosci metody elementu skonczonego, sprawit, iz wiele nauk
inzynierskich zostalo ukierunkowanych na obliczenia numeryczne.

Przy pomocy komputera stato sie mozliwe wykonywanie obliczen, ktorych do
tej pory nie mozna bylo wykonywa¢ ze wzgledu na ogromny naktad pracy. Obecnie
uzyskanie wielko$ci naprezen, panujacych w nawet najbardziej skomplikowanych
konstrukcjach budowlanych, jest mozliwe bez koniecznosci uzywania metod uprosz-
czonych dajacych bardzo czesto jedynie wartosci szacunkowe. Projektowanie na
podstawie wynikow uzyskanych metodami uproszczonymi prowadzi do znacznego
przewymiarowania konstrukeji a co za tym idzie nieekonomicznego wykorzystania
materiatu. Kolejnym atutem, przemawiajacym za uzywaniem komputera w pra-
cy projektanta, stata sie mozliwosé optymalizacji konstrukeji wedtug wybranego
kryterium np. minimalizacja ciezaru, kosztéw produkcji itp.

Jednak pomimo wspomnianych zalet w wyniku komputeryzacji procesu pro-
jektowania pojawily sie réwniez i nowe problemy. Jednym z tych probleméw jest
oczywiscie generacja siatki dla dowolnie uksztaltowanej konstrukecji. W przypad-
ku konstrukcji budowlanych niejednokrotnie mamy do czynienia z konstrukcjami
bedacymi powierzchniami prostokreslnymi. W niniejszym rozdziale przedstawio-
no przyktady siatek wygenerowanych dla takich wtasnie konstukeji. Dodatkowo
oprocz rysunkéw ilustrujacych omawiane zagadnienia dolaczono fragmenty skryp-
tow z opisem rozwiazania problemu w srodowisku Matlab.

Ze wzgledu na male grubosci powlokowych konstrukeji budowlanych w stosun-
ku do ich pozostalych wymiaréow zadanie poszukiwania rozkladu naprezen moze-
my sprowadzi¢ do poszukiwania wielkosci sit 1 momentow. Interpretacje graficzna
wielkosci wewnetrznych panujacych w konstrukeji tego typu przedstawiono na ry-
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X Ni?dy Qxdy

Rysunek 1.1: Sity dla elementarnego wycinka powloki walcowe;j

Rysunek 1.2: Momenty dla elementarnego wycinka powtoki walcowe;j

sunkach 1.1 oraz 1.2.
Do konstrukeji, ktore spelniaja powyzsze zalozenie mozemy zaliczy¢:

e chtodnie kominowe

e przekrycia konoidalne
e tarczownice

e powloki cylindryczne

Wiecej informacji na temat klasycznej teorii powlok mozna znalezé w ksiazce [2],
natomiast metodzie elementu skonczonego poswiecono prace [14].
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1.2 Sklepienia

1.2.1 Sklepienie krzyzowe

W tym punkcie przedstawiono jedno z mozliwych rozwiazan zadania generacji
siatki dla sklepienia krzyzowego (rys 1.3).

<4

Rysunek 1.3: Sklepienie krzyzowe

Dla tego typu konstrukeji rozsadny wydaje sie wybor metody algebraicznej, a
wynika to z tatwosci wyznaczenia czterech krzywych ograniczajacych. Dodatkowo
jak tatwo zauwazy¢ zadanie to jest symetryczne, wiec rozpatrujemy tylko jeden
cwiercwalec.

Przeklad powyzszej procedury postepowania na jezyk zrozumialy dla kompu-
tera wyglada nastepujaco:

% Przyktad siatki TFI dla sklepienia krzyzowego

n =10 ;
fi = 0 :pi/(2%(n-1)):pi/2 ;
x = zeros(n) ; y=x; z = X ;

x(1,:) = -cos(£fi) ; x(n,:) = -cos(fi) ;
x(:,1) = -ones(n,1) ; x(:,n) = zeros(n,1) ;
y(1,:) = cos(fi) ; y(n,:) = 3*xones(l,n);
y(:,1) = [1:2/(n-1):3]" ; y(:,n) = [0:3/(n-1):3]" ;
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z(1,:) = sin(fi) ; z(n,:) = sin(fi) ;

z(:,1) = zeros(n,1) ; z(:,n) = ones(n,1) ;

[x1,y1,z1] = linearTFI(x,y,z) ; [x2,y2,z2] = linearTFI(-x,y,z) ;
[x3,y3,23] = linearTFI(x,-y,z) ; [x4,y4,z4] = linearTFI(-x,-y,2) ;
[x5,y5,2z5] = linearTFI(y,x,z) ; [x6,y6,z6] = linearTFI(-y,x,z) ;
[x7,y7,27] = linearTFI(y,-x,z) ; [x8,y8,2z8] = linearTFI(-y,-x,2) ;

) Operacje graficzne

figure, hold on, axis off, colormap gray, rotate3d, view(-70,78)
surf(xl,yl,z1) ; surf(x2,y2,z2) ; surf(x3,y3,z3) ; surf(x4,y4,z4) ;
surf (x5,y5,25) ; surf(x6,y6,z6) ; surf(x7,y7,z7) ; surf(x8,y8,z8) ;

W wyniku dziatania powyzszego skryptu uzyskujemy siatke przedstawiona na
rysunku 1.4. Zawartos¢ odpowiadajca za operacje graficzne stanowia standardowe
procedury programu Matlab, natomiast opis dodatkowej funkcji 1inearTFI(x,y,z)
wykorzystanej do obliczenia wspolrzednych wezldéw siatki zamieszczono w rozdziale

3.

1.3 Luki

1.3.1 FLuk kolowy

Znaczna grupe, sposrod ciekawych architektonicznie, konstrukcji budowlanych sta-
nowia konstrukcje tukowe. W tym punkcie zajmiemy sie tukiem kotowym (rys 1.5).

Do tego typu konstrukcji zastosujemy siatke przestrzenna, ktéra zrealizujemy
przy uzyciu algorytmu interpolacji algebraicznej, a nastepnie wygenerujemy inna
siatke przez zastosowanie metody eliptycznej w celu poréwnania zalet i wad tych
metod. Aby zaakcentowac podstawowe réznice pomiedzy systemami algebraiczny-
mi i rézniczkowymi zastosujemy rozne podzialy na opisane w rozdziale 4 bloki.
Trzy charakterystyczne fragmenty konstrukcji dla metody TFI przedstawiono na
rysunku 1.6, natomiast podzial blokowy dla systeméw eliptycznych obrazuje rysu-
nek 1.7.

Po takim podziale konstrukcji na tatwiejsze do zamodelowania fragmenty mo-
zemy przystapi¢ do generowania siatki dla poszczegolnych jej czesci oddzielnie.

Aby jednak ostatecznie otrzymana siatka dla catego tuku nadawala sie do za-
stosowania metody elementow skonczonych, nalezy pamietac o réwnym podziale
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Rysunek 1.4: Siatka elementow skonczonych dla sklepienia krzyzowego

10
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Rysunek 1.6: Podzial konstrukcji na bloki dla metody algebraicznej

odpowiadajacych sobie krawedzi. Oznacza to, ze bloki posiadajace wspodlna kra-
wedz po zlaczeniu ze soba powinny posiadaé¢ na wspolnej krawedzi wezty, ktore
pokrywaja sie nawzajem. W przeciwnym przypadku siatka koncowa nie bedzie
mogtla by¢ wykorzystana do dalszych obliczen.

Uwzgledniajac powyzsze uwagi oraz stosujac algorytm generacji siatki opisany
w rozdziale 3 otrzymamy siatke elementow pokazana na rysunku 1.8.

Jak wida¢ siatka uzyskana metoda algebraiczna nie zapewnia gladkiego przej-
Scia linii pomiedzy sasiednimi elementami. W celu osiagniecia lepszej gladkosci
oraz wiekszej kontroli nad ksztaltem generowanej siatki zastosujmy metode elip-
tyczna. Jak juz wezedniej wspomniano dokonamy réwniez nowego wyboru blokéw,

11
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Rysunek 1.7: Podziat blokowy dla metody eliptyczne;j

na ktérych przeprowadzimy stosowne obliczenia (rys 1.7).
Zgodnie z zaleceniem autoréw pracy [12] ustalamy liczbe iteracji Picarda na
10. Po wykonaniu obliczen otrzymujemy siatke pokazana na rysunku 1.8.

1.4 Dachy

1.4.1 Dach konoidalny

Jako nastepny przyktad zostanie zaprezentowany dach sktadajacy sie z trzech frag-
mentow powierzchni konoidalnej. Wyglad konoidy bazujacej na tuku kolowym po-
kazano na rysunku 1.9.

Poniewaz w tym zadaniu rowniez nie napotkamy trudnosci z okresleniem czte-
rech krzywych brzegowych (3 proste i pétokrag) wybieramy ponownie metode li-
niowej interpolacji TFI. Zapis komputerowy problemu ukazuje ponizszy listing:

% Przekrycie konoidalne

n = 20 ;
x = zeros(n) ; y=x; z = X ;
fi = 0 :pi/(n-1):pi ;

x(1,:) = -cos(fi) ; x(n,:) = x(1,:) ;
x(:,1) -1*ones(n,1) ; x(:,n) = ones(n,1) ;

12
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S -
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(na dole)
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Rysunek 1.8: Poréwnanie siatki otrzymanej metoda TFI(na gorze) oraz
1

poprzez rozwiazania uktadu Poissona
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<4

Rysunek 1.9: Konoida
y(1,:) = zeros(1,n) ; y(n,:) = ones(l,n) ;
y(:,1) = [0:1/(n-1):1]1";y(:,n) = [0:1/(n-1):1]" ;
z(1,:) = zeros(1l,n) ; z(n,:) = sin(fi) ;
z(:,1) = zeros(n,1) ; z(:,n) = zeros(n,1) ;

[x1,y1,z1]=1linearTFI(x,y,2) ;
[x2,y2,z2]=1inearTFI(x+2,y,2) ;
[x3,y3,z3]=1linearTFI(x+4,y,2) ;

) Operacja graficzne

figure,hold on,rotate3d, view(133,68) ;
surf(xl,yl,z1) ; surf(x2,y2,z2) ; surf(x3,y3,z3); axis off
kolor = gray ; colormap(kolor(25:64,:));

Ostatecznie po przetworzeniu takiego skryptu w srodowisku Matlab otrzymamy
siatke pokazana na rysunku 1.10.

1.4.2 Dach paraboloidalny

Kolejna powierzchnia prostokreslna wykorzystywana bardzo chetnie przez archi-
tektow jest paraboloida hiperboliczna(rys 1.11).

14
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Rysunek 1.10: Siatka wygenerowana dla dachu konoidalnego

Rysunek 1.11: Paraboloida hiperboliczna

15
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Réwnanie paraboloidy hiperbolicznej ma postac¢

22 2
@Y
Rozpatrzmy zatem konstrukcje dachowa nad prostopadloscienna hala zlozona z
dwoch takich platow. Okazuje sie, iz ten przyktad jest jeszcze prostszy od po-
przedniego poniewaz cztery krzywe ograniczajace stanowia linie proste. Po odpo-
wiedniej modyfikacji listingu z poprzedniego punktu uzyskamy siatke elementow
skonczonych przedstawiona na rysunku 1.12.

Rysunek 1.12: Siatka wygenerowana dla dachu ztozonego z dwoch platéw parabo-
loidy hiperboliczne;j

16
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1.5 Obiekty budownictwa przemyslowego

1.5.1 Chlodnia kominowa

Klasycznym przyktadem powlokowej konstrukcji budowlanej jest chlodnia komi-
nowa o ksztalcie hiperboloidy jednopowlokowej (rys. 1.13).

Yy

Rysunek 1.13: Hiperboloida jednopowtokowa

W celu wygenerowania siatki elementow skonczonych dla tej powierzchni stosu-
jemy metode produktu sferycznego (rozdzial 2). Jako réwnoleznik wskazemy oczy-
wiscie okrag o srodku w poczatku uktadu wspélrzednych, natomiast potudnikiem
bedzie hiperbola (rys. 1.13) o réwnaniu

v
a2 b

Po okresleniu potudnika i rownoleznika mozemy powyzsze zadanie zapisaé w po-
staci nastepujacego skryptu programu Matlab:

%

% Chtodnia kominowa

%

n = 20 H

fi = 0:2%pi/(n-1):2*%pi ;

ksi = -1.7:2.5/(n-1):0.8 ;

xr = cos(fi) ; yr = sin(fi) ;
xq = sqrt(l + ksi.xksi) ; yq = ksi ;

17
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[x1,y1,z1] = prodsfer(xr,yr,xq,yq) ;

% Operacja graficzne
figure , rotate3d ,surf(xl,yl,zl) , axis off ,view(-30,8) ;
kolor = gray ; colormap(kolor(25:64,:)) ;

a na wyjsciu otrzymamy regularna siatke potudnikow i réwnoleznikow pokazana

na rysunku 1.14.

Rysunek 1.14: Siatka elementéw skonczonych dla chtodni kominowej
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Rozdzial 2

Modelowanie geometryczne
wspomagane komputerowo

(CAGD)

2.1 Wprowadzenie

Jednym z podstawowych zadan projektantow przemystu lotniczego, samochodowe-
go, czy tez maszynowego jest konstruowanie gtadkich krzywych, ktore interpoluja
zbiér zadanych punktow. Historycznie najstarsze rozwiazanie tego problemu byto
dzietem Lagrange’a. Skonstruowal on wielomian interpolacyjny postaci

) =Yp | T 24| .

i=0 §=0,..0 Wi — Uj
J#
ktory spelnial powyzszy warunek. Jednak jak sie okazuje przy duzej liczbie punk-
tow, a co za tym idzie przy konstruowaniu wielomianu wysokiego stopnia, dochodzi
do niekontrolowanych oscylacji takiej krzywej co w duzej mierze utrudnia proces
projektowania.

7 tego powodu konieczne bylto wprowadzenie nowej metody, ktéra polega¢ mia-
ta na taczeniu fragmentow krzywych stopnia trzeciego tzn. krzywych sklejanych.
Takie krzywe bardzo szybko przyjely sie w projektowaniu i juz w XIX wieku w
przemysle stoczniowym wykorzystywano gietka sprezysta listwe (ang. spline), kté-
ra podpierajac w wybranych punktach mozna bylo otrzymac krzywa interpolacyjna
trzeciego stopnia.

Potrzeba projektowania zlozonych ksztaltéw przy uzyciu komputera dopro-
wadzita do powstania nowej galezi grafiki komputerowej zwanej skrétowo CAGD
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(Computer Aided Geometric Design - Komputerowe Wspomaganie Geometryczne-
go Projektowania). To wlasnie za sprawa aplikacji typu CAD/CAM obserwujemy
jak odchodza w zapomnienie tradycyjne biura projektowe wypelnione linijkami,
cyrklami, czy tez deskami kreslarskimi. Ich miejsce coraz czesciej na biurku inzy-
niera zajmuje komputer.

W zwiazku ze stale rosnaca popularnoscia systeméw CAD 1 ich scistym zwiaz-
kiem z metodami generacji siatek w tym rozdziale przedstawiono przeglad podsta-
wowych technik modelowania geometrycznego.

2.2 Krzywe 1 powierzchnie Beziera

2.2.1 Krzywe Beziera

Dowolna krzywa w przestrzeni trojwymiarowej mozemy wyrazic¢ za pomoca naste-
pujacych trzech rownan parametrycznych

x(t) "
y(t) | =x(t) =Y ciFi(t)
z(t) i=0

gdzie
Fi(t)- funkcje bazowe
c;- wektor wspétczynnikéw liczbowych

Najpowszechniej znane jest podejscie, w ktorym jako funkcje bazowe wybierane sa
jednomiany
Fi(t) =1

Jednak takie podejscie nie jest poreczne z punktu widzenia zastosowan kompute-
rowych a zwiazane jest to z okreslaniem wspotczynnikow liczbowych.

Jako pierwszy zajal sie tym problemem francuski matematyk, zatrudniony przy
projektowaniu nadwozi samochodowych w firmie Renault, Pierre Bezier. Uzyl on
jako funkcji bazowych wielomiandéw Bernsteina okreslonych réwnaniem

BrM(1) = (Z) f -1 ie[0,n]

W praktyce stosowane funkcje Bernsteina ograniczone sa do n = 3. Przebieg wie-
lomianéw Bernsteina dla ¢ = 0,1,2,3 przedstawiono na rysunku 2.1. Po zasto-
sowaniu jako funkcji bazowych wielomianow Bernsteina krzywe Beziera mozemy
zapisaé jako

n

p(t) =>_p:iBl(t) = poBi(t) + p1Bi(t) + p2Bs(t) + p3Bi(t) =

=0

= po(l =) + p13t(1 — t)* + pa3t*(1 — t) + pst®
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Rysunek 2.1: Wielomiany Bernsteina

Wowczas wspoltezynniki liczbowe p; okreslone sa bezposrednio przez punkty kon-

trolne. Jak tatwo zauwazy¢ taka krzywa interpoluje dwa koncowe punkty kontrolne

(po oraz ps) i aproksymuje dwa pozostale. Przyklad krzywej Beziera przedstawia

rysunek 2.2. Ze wzgledu na wazna role jaka pelnia krzywe Beziera warto wymieni¢
ich podstawowe wtasnosci:

niezmienniczo$¢ wzgledem afinicznej transformacji parametru. Wlasnosé po-
WYZ$za mozna wyrazi¢ za pomoca wzoru

SpBrt) =Y pibr ()
=0 =0

a

Oznacza on, ze krzywa mozemy zdefiniowad na przedziale [a, b] réwnie dobrze
jak na przedziale [0,1].

wtasnos¢ wielokata wypuklego. Dowolny punkt krzywej Beziera znajduje sie
wewnatrz wielokata rozpietego na punktach kontrolnych, jesli tylko wartosc
parametru zawiera sie pomiedzy zerem a jednoscia. Wlasnos¢ powyzsza wy-
nika z faktu nieujemnosci wielomianéw Bernsteina oraz z ponizszej zaleznosci
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4.5

35

251

15 1 1 1 1 1 1
1
Rysunek 2.2: Przykladowa krzywa Beziera

Interpretacja geometryczna tej wtasnosci zostala przedstawiona na rysunku

2.3.

e liniowa precyzja. Tozsamosé

Bi(t) =1

3 .

n
J=0

posiada nastepujace zastosowania: jezeli wierzchotki wielokata kontrolnego
P: sa rownomiernie rozmieszczone na linii prostej pomiedzy punktami q i r
to wowczas zachodzi rownosé

J J :
p]‘:(l—g)qirgr 7=0,..,n

i krzywa wygenerowana dla takiego wielokata jest odcinkiem pomiedzy punk-

tamiq1r.

o rozniczkowanie. Pochodna krzywej Beziera stopnia n-tego obliczamy z naste-
pujacego réwnania

d n—1 B
Epn(t) =ny Ap;B;7H(1) Ap; =Ppj+1 — Pj
7=0
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Rysunek 2.3: Wtasnos¢ wielokata wypuktlego

o catkowanie. Catke z wielomianu Bernsteina stopnia n-tego mozemy latwo

obliczy¢ z
1 n+1

2. BTy

n+1j:i+1

/Ot B (u)du =

e przejscie miedzy baza potegowa 1 baza Bernsteina.

-1

J=ti

e iloczyn wielomianéow Bernsteina.

BI(1B(1) = <(>&)> BL (1)

Dodatkowo okazuje sie, ze wielomiany Bernsteina spelniaja nastepujaca zaleznosé
rekurencyjna

BIt) = (1= )B~' (1) + 1B (1)

K3
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co tatwo sprawdzic
(I — OB/ () +B (1) =
— 1\ , —1\ . .
(1—1) (n , )tl(l — )i g t(ﬁ 1)#1(1 i =
i 1 —

(€)= -

Powyzsza zaleznos$¢ prowadzi do algorytmu de Casteljau. Algorytm ten to jedna
z najczesciej spotykanych definicji krzywej Beziera. Ma on jednak wieksze znacze-
nie teoretyczne niz praktyczne, poniewaz do obliczania punktéw krzywej Beziera
wydajniejszy jest zmodyfikowany algorytm Hornera. Koszt algorytmu Hornera w
bazie wielomianéw Bernsteina wynosi O(n), natomiast dla algorytmu de Casteljau
wynosi on O(n?). Przez pojecie kosztu danego algorytmu rozumiemy tutaj czas
wykonywania dziatlan arytmetycznych przewidzianych w ramach tego algorytmu.
Szczegblowo cale zagadnienie oméwiono w pracy [8].

2.2.2 Algorytm de Casteljau
Algorytm de Casteljau przebiega nastepujaco:
1. Wybieramy n + 1 punktow, ktére oznaczymy po, ..., Pn-
2. Tworzymy tamana, ktorej kolejnymi wierzcholkami sa te punkty.

3. Dokonujemy podziatu wszystkich n odcinkow tej tamanej w pewnej ustalone]
proporcji t : 1 —t.

4. W wyniku tego dzialania otrzymujemy n punktow, ktore uznajemy za wierz-
cholki kolejnej tamanej, ztozonej z n — 1 odcinkow.

5. Proces powtarzamy az do chwili, gdy otrzymamy jeden punkt.

Mozna pokazaé, ze powstalte w wyniku tego algorytmu punkty tworza krzywa
Beziera. I podobnie jak poprzednio zbior punktéw pg,...,p, nazywamy punk-
tami kontrolnymi a tamana przechodzaca przez te punkty to tamana kontrolna.
Interpretacje graficzna algorytmu de Casteljau przedstawia rys. 2.4.

2.2.3 Podwyzszanie stopnia krzywej Beziera

Kolejnym zagadnieniem dotyczacym krzywych Beziera jest mozliwos¢ podwyzsze-
nia stopnia krzywej. Zabieg taki moze by¢ przydatny dla uzyskania wiekszej swobo-
dy modyfikowania ksztaltu krzywej (poprzez wieksza liczbe punktéw kontrolnych).
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Py

Po

Rysunek 2.4: Algorytm de Casteljau

Matematycznie podwyzszenie stopnia zapiszemy jako

p(t) = S piBI) =t piB(t) + (1 — 1) S piBI(t) =

=0 =0 =0
n +1—3 7
= poBIti(t ( I prt ) 4 ope Bri(t )
n+1
+ paB() =) BT
=0

otrzymujemy w ten sposob nowe punkty

n+1—2 L 1 '
n—l—l o0 n_l_lpz—l

pi =

W wyrazeniach dla pg 1 pn41 nieokreslone punkty p_i,p,+1 sa mnozone przez
0, zatem otrzymany wzor jest poprawnie okreslony. W taki sposob otrzymalismy
punkty kontrolne krzywej wyjsciowej odpowiadajace bazie wielomianowej Bernste-
ina stopnia n + 1.

Wynika stad, iz istnieje nieskonczenie wiele reprezentacji Beziera dowolnej
krzywej wielomianowej. 7 tego powodu okreslenie stopien krzywej ma dwa roz-
ne znaczenia. Pierwszym jest stopien reprezentacji, czyli stopien wielomianow,
w bazie ktoych krzywa jest reprezentowana. Drugie znaczenie to najnizszy sto-
pien reprezentacji, ktérej mozna uzy¢ do przedstawienia krzywej. Oczywiste jest,
ze ze wzgledow praktycznych pozadane jest osiagniecia jak najnizszego stopnia.
Przyktad podwyzszenia dla krzywej Beziera 4-stopnia przedstawiono na rys. 2.5.
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Rysunek 2.5: Podwyzszenie stopnia dla krzywej Beziera 4-stopnia, po prawej stro-
nie widzimy wieksza liczbe punktéw kontrolnych.

2.2.4 Laczenie segmentéw krzywych Beziera

Wektory pochodnych do rzedu & w punkcie poczatkowym lub koncowym krzywej
sa okreslone przez k + 1 pierwszych albo ostatnich punktéow kontrolnych.

dF =l k n—k n! Py n—k
wPD = Lt e T = p A (L pn BT ) =
n' —k
——Afp{ Y
(n —Fk)!
gdzie
A’p, = p;
Akpz — Ak_lpi-l—l o Ak_lpi

Mozemy stad uzyska¢ warunki ciagtosci pochodnych rzedu 1,.... k krzywej zlo-
zonej z dwoch potaczonych krzywych Beziera stopnia n > k co oznaczymy sym-
bolem C*. Rozwazmy krzywa p stopnia n i algorytm de Casteljau w celu podzia-
tu tej krzywej na dwa tuki q i r. Przemieszczania punktow qg,...,Qu_p_1 oraz
Tit1,. .., I, nie zmienia pochodnych rzedu 1,..., &k we wspolnym punkcie. Po od-
rzuceniu tych punktow zostaja dwie tamane kontrolne powstale z podziatu krzywej
stopnia k, a wyznaczonej przez punkty kontrolne pén_k), ey pggn_k), otrzymane w
n — k-tej iteracji algorytmu de Casteljau.

Widzimy zatem, ze jesli dwie krzywe q i r sa polaczone z ciagloscia C*. to
punkty posrednie w algorytmie de Casteljau, stanowiace dane dla ostatnich &+ 1
iteracji, powinny by¢ identyczne, niezaleznie od tego na podstawie ktorej krzywej
je odtwarzamy.
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Rysunek 2.6: Krzywe Beziera polaczone z zachowaniem ciaglosci klasy €1

Rozwazmy teraz, najchetniej uzywane w projektowaniu geometrycznym, ku-
biczne krzywe Beziera. Wezmy dwie krzywe q i r okreslone na przedziale [0, 1] i
okre$lmy warunki ciagloéci kolejno C°, C* oraz C2.

1. Pierwsze rownanie jest chyba oczywiste i nie wymaga zadnych komentarzy.
Ciaglos¢ krzywej powstate] z polaczenia q 1 r uzyskamy gdy

qs = To

2. Drugie réwnanie réwniez nie stanowi wiekszego problemu, zatem obliczajac
pochodne (1) oraz r(0) otrzymujemy

s — gz =T1 — Ip
Co pokazano na rysunku 2.6.

3. I wreszcie warunek ciaglosci krzywizny obliczymy przyréwnujac drugie po-
chodne krzywych q i r, ktory ostatecznie przyjmie nastepujaca postac

29; —q = 2r; — 1)

Przykladowe krzywe Beziera spelniajace ten warunek przedstawiono na ry-
sunku 2.7. W celu zapewnienia ciaglosci klasy C? nalezy oczywiscie spelnié
réwniez warunki dla ciagloéci C° oraz C'*.
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Rysunek 2.7: Krzywe Beziera polaczone z zachowaniem ciaglosci klasy C?

2.2.5 Powierzchnie Beziera

Rozrézniamy dwa rodzaje powierzchni Beziera: prostokatna oraz trojkatna. Prostokatna
powierzchnia Beziera jest zdefiniowana poprzez macierz punktéw kontrolnych (rys. 2.8).

Poo Por Poz Pos
Pio P11 Piz P13
P20 P21 P22 P23
P30 P31 P32 P33

Przyktadowa powierzchnie Beziera przedstawiono na rysunku 2.9. Dowolny punkt

pi; =

lezacy na powierzchni wyznaczymy z nastepujacej zaleznosci

P (w,v) =D D Py B (w)B](v)  0<uv<]

1=0 7=0
gdzie
pi;- macierz punktéw kontrolnych
B*(u) BY(v)- wielomiany Bernsteina
Powierzchnia otrzymana dla m = n = 3 czesto nazywana jest bikubiczna po-

wierzchnia Beziera.
Trojkatna powierzchnia Beziera jest okreslona przez nastepujaca tablice punk-
téw kontrolnych (n = 4)

Po4o
Po31  Pi3o
Po22 Pi121 P220
Poiz P11z P211 Psio
Poos Pi1o3 Pz202 P3o1  Paoo
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Rysunek 2.8: Znaczenie tablicy punktow kontrolnych

Punkt p(u) lezacy na tréjkatnym placie Beziera wyliczamy z ponizsze] zaleznosci:
p"(u) = > p;B}(u)
lil=n

gdzie

k

n

Bi(w) =

uw'vlw

u = (u,v,w)
il=i+i+k ijk=0

u, v, w sa to wspoétrzedne barycentryczne, sposrod ktorych jedna wspotrzedna jest
zalezna od pozostalych. Wspélrzedne powyzsze spelniaja nastepujaca zaleznosé
u+v+w=1.

Dla najchetniej stosowanego przypadku n = 3 (rys. 2.11) uzyskamy wzdér na
trojkatna powierzchnie Beziera postaci

PS(U) = po:aov3 + 3p120UU2 + 3p021v2w + 3pz1ou2v + 6pruvw +
+ 3p012vw2 + p:aoou3 + 3p201U2w + 3})102UUJ2 + Poo3w3

Wiecej informacji dotyczacych krzywych 1 powierzchni Beziera wraz z omé-
wieniem pojeé ciaglosci parametrycznej i geometrycznej mozna znalezé w pracy

3],
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Rysunek 2.9: Powierzchnia Beziera 1 opisujace ja punkty kontrolne

Rysunek 2.10: Znaczenie punktéw kontrolnych dla powierzchni tréjkatne;
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Rysunek 2.11: Trojkatna powierzchnia Beziera

2.3 Krzywe 1 powierzchnie NURBS

2.3.1 Krzywe NURBS

Okreslenie NURBS pochodzi od angielskiego zwrotu ”"NonUniform Rational B-
Splines” (niejednorodne utamkowe krzywe sklejane) a nie oznacza ono nic wiecej
jak tylko najbardziej ogélne sformutowanie znanych w matematyce krzywych skle-
janych. Ten rodzaj krzywych zostal wprowadzony do grafiki komputerowej w celu
uzyskania ciaglosci wyzszej klasy niz C'!, poniewaz laczenie krzywych Beziera tak,
aby spelnialy ten warunek jest wysoce nieefektywne. Krzywa B-Spline zawiera kil-
ka segmentow wielomianowych potaczonych z zachowaniem okreslonej gtadkosci.
Typowa krzywa sklejana stopnia n posiada gladkosé C"~1. W przypadku krzy-
wych NURBS wygodniej czasami zamiast stopniem krzywej operowaé terminem
rzad krzywej. Rzad krzywej okresla liczba wspétczynnikéw liczbowych w réwna-
niu krzywej, natomiast stopien to jak wiadomo wartos¢ najwiekszej potegi funkcji
bazowej uzytej do opisu krzywej.
Uwzgledniajac powyzsze krzywa NURBS rzedu £ definiujemy jako

CU) = S Wr)
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gdzie

pi,2 = 0,...,n - punkty kontrolne

W, - wagi przypisane dla wszystkich punktow kontrolnych

NE(#) - znormalizowana funkcja bazowa
Funkcja bazowa rzedu k okreslona jest poprzez wektor weztowy T = T;, 1 =
0,...,n 4+ k oraz poprzez rekurencyjna zaleznos¢

NH(1) = (t=T)N(1) 4+ Tk — NG (1)
‘ Tiyr—1 — 15 Tivr — i
Nl(t) _ 1 Jezell T, <t< Ti-l—l
! 0 w przeciwnym razie

Zwykle wektor wezltowy zaklada sie postaci
T=A0,....,0, Ty, ..., T, 1,....1}

z wielokrotnoscia k£ dla wartosci wezlow na obu koncach wektora.

Zwiekszenie wielokrotnosci wezta wewnetrznego wplywa na redukcje ciaglosci
parametrycznej sasiednich segmentow. [ tak dla krzywej rzedu czwartego (trzeciego
stopnia) wielokrotnosé¢ 2 dla wezla powoduje redukcje ciaglosci z C'* na C', wie-
lokrotnosé 3 to redukcja ciagloéci z C'' na C°, natomiast dla trzech dodatkowych
wezlow (wielokrotno$c 4) uzyskujemy brak ciagloéci miedzy segmentami krzywej.

Oprocz tatwosci w dobieraniu gladkosci krzywe utamkowe posiadaja réwniez
dwie inne zalety, a mianowicie:

e sa niezmiennicze wzgledem przeksztalcen obrotu, skalowania, przesuniecia i
perspektywy (krzywe nieutamkowe sa niezmiennicze tylko wzgledem obrotu,
skalowania i przesuniecia). Oznacza to, ze przeksztalcenie perspektywiczne
obliczamy tylko dla punktow kontrolnych a nastepnie za ich pomoca generu-
jemy ostateczna krzywa

e w przeciwienstwie do krzywych nieutamkowych dokladnie definiuja krzywe
stozkowe, co jest istotne zwtlaszcza przy modelowaniu CAD.

W pracy [11] mozna znalezé przyklady krzywych stozkowych utworzonych z
wykorzystaniem techniki NURBS.
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Rysunek 2.12: Okrag zamodelowany za pomoca czterech segmentow NURBS, jako
funkcje bazowe uzyto wielomianéw 2-ego stopnia (kwadratami wyrézniono punkty
kontrolne)

2.3.2 Powierzchnie NURBS

Powierzchnia NURBS jest zdefiniowana jako iloczyn tensorowy rozszerzajacy re-
prezentacje krzywej NURBS do dwoch kierunkéw, ktory sformutowano jako

2o Z?:o I/Vijpiijl (S)N]W(t)

S(S7 t) = m n
it Xm0 Wi NFH(s) NF2()
gdzie
pij,t=0,....m 5 =0,...,n - punkty kontrolne
Wi, - wagi przypisane punktom kontrolnym
Nfl(s)Nfz(t) - funkcje bazowe odpowiednio rzedu k1 1 k2

Wektory weztowe dla powierzchni NURBS to

Tv=T.i=0,...m+kl
Ty=Ti=0,...,n+k2

Definicja funkcji bazowych ma postac jak dla krzywych NURBS.

2.3.3 Produkt sferyczny

Pewnym szczegolnym, ale godnym przytoczenia, przypadkiem powierzchni NURBS
jest powierzchnia okreslona za pomoca dwoch krzywych ptaskich:
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e réwnoleznika r(u) = [:Iir(u),yr(u)]T

e poludnika q(v) = [z,(v), y,(v)]T

Wzér okreslajacy taka powierzchnie zapiszemy jako

s(u, v) = [2,(w)ay(v), yr(u)zy (v), yy(0)]

Nazwa produkt sferyczny pochodzi stad, ze jesli réwnoleznik jest okregiem, a po-
tudnik pétokregiem, oraz dodatkowo srodek obu krzywych lezy w poczatku ukta-
du wspotrzednych, to powierzchnia jaka otrzymamy z powyzszego wzoru bedzie
sfera. Dodatkowa zaleta produktu sferycznego jest fakt, iz jest on uogoélnieniem
wszystkich powierzchni obrotowych jesli tylko réwnoleznik jest okregiem o srodku
w punkcie [0,0]. Na rysunkach 2.14 i 2.16 przedstawiono przyklady powierzchni
produktu sferycznego dla réznych przypadkéw rownoleznika.

Zaréwno powierzchnie Beziera jak 1 powierzchnie NURBS doczekaly sie swioch
implementacji w wielu bibliotekach graficznych, warto cho¢by wspomniec¢ o OpenGL
standardowej bibliotece firmy Silicon Graphics. W pracy [10] znalez¢ mozna prak-
tyczne wykorzystanie powierzchni NURBS do modelowania ztozonych geomertycz-
nie ksztattow.
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Rysunek 2.13: Krzywe okreslajace potudnik(z lewej) i réwnoleznik(z prawej) dla
powierzchni obrotowej

Rysunek 2.14: Powierzchnia obrotowa dla powyzszych krzywych
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Rysunek 2.15: Krzywe okreslajace potudnik(z lewej) i réwnoleznik(z prawej) dla

dowolnej powierzchni

Rysunek 2.16: Powierzchnia odpowiadajaca powyzszym krzywym



Rozdzial 3

Algebraiczne systemy generacji

siatek (TFTI)

3.1 Wprowadzenie

Generatory siatek dostarczaja pomocnego narzedzia do numerycznego rozwiazy-
wania réwnan (rézniczkowych lub calkowych) jakie rzadza wieloma zjawiskami
wystepujacymi w fizyce. Numeryczne rozwiazanie jest zazwycza] rozwiazaniem
przyblizonym w zwiazku z czym obarczone jest pewnymi bledami. W wiekszosci
prac poswieconych takim wlasnie metodom analiza bledu ogranicza sie do bltedu
same] metody, gdy tym czasem przy rozwiazywaniu okreslonego zagadnienia nalezy
zwrdcié uwage réwniez na jakosé uzyskanej siatki, ktora moze wpltywac¢ w istotny
sposob na doktadnosé obliczen. W tym rozdziale przedstawiono opis algebraicznych
systemow generacji siatki w skrocie zwanych TFI (TransFinite Interpolation). Me-
toda ta, mimo iz moze stanowi¢ samodzielny algorytm generacji siatki, wykorzy-
stywana jest gltéwnie jako procedura startowa do generacji strukturalynch siatek
bazujacych na rozwiazywaniu réwnan rézniczkowych czastkowych (patrz rozdziat
4). Korzyscia ptynaca z uzywania tej metody jest mozliwos¢é wygenerowania siatek
dopasowanych do wskazanych brzegéw oraz bezposrednia kontrola gestosci siatki.
Ponadto TFT jest tatwe do zaprogramowania i bardzo efektywne jesli chodzi o czas
obliczen.

3.2 Podstawy matematyczne

Jak wczesniej wspomniano algebraiczne techniki generacji siatki naleza do najbar-
dziej efektywnych a bazuja one na wzorach interpolacyjnych. W technice zwanej
TFI oprocz przestrzeni fizycznej (XYZ), w ktorej znajduje sie rozpatrywane za-
gadnienie, wprowadza sie dodatkowo pewna abstrakcyjna przestrzen obliczeniowa
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Rysunek 3.1: Uktad wspolrzednych obliczeniowych a uktad wspotrzednych fizycz-
nych

(&,1m,C). Matematycznie przestrzen obliczeniowa rozpartujemy na obszarze jed-
nostkowego szescianu (w przypadku 3-wymiarowym) oraz jednostkowego kwadra-
tu (w przypadku 2-wymiarowym). Algebraiczna technika generacji siatki doko-
nuje nastepnie transformacji z prostokatnej przestrzeni obliczeniowej do dowolnie
uksztaltowanej przestrzeni fizycznej. Cale zagadnienie zilustrowano schematycznie
na rysunku 3.1 oraz w postaci ogdlnych wzoréw przedstawiono ponizej

x(&,n,Q)
X(&n,¢) = | y(&n, ()
2(&,m, ()

0<E< 0<n<l 0<¢<]
X{

Dyskretny podzbiér X (&, ny, (i) jest strukturalna siatka dla

0<§—[_1<1 0<n = 2 <1 0<§—K;1<1
\I_f—l\ \nJ—j_l\ \B_j&;—l\

gdzie

[=1,2...,1 J=12..,0] K=12 .,K
Zwiazki pomiedzy [, .J oraz K a obliczeniowymi wspdtrzednymi (€, 7, () réwno-
miernie zdyskretyzowanymi w przestrzeni obliczeniowej implikuja relacje pomiedzy
zageszczeniem siatki w odpowiednich kierunkach. Nastepnie tak zdyskretyzowany
zbior punktow jest przeksztalcony do przestrzeni fizycznej a zadaniem TFT jest do-
starczenie niezbednego aparatu matematycznego do uzysaknia wartosci X(&,n, ().
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3.3 Interpolacja algebraiczna (TFTI)

Interpolacje algebraiczna (Transfinite interpolation) jako pierwszy opisal w swo-
jej pracy [5] William Gordon w roku 1973. Korzyécia przemawiajaca za TFI byta
generacja siatki catkowicie dopasowanej do brzegdéw w przestrzeni fizycznej. Na po-
czatku lat 80-tych uzytecznosé tej metody do rozwiazywania zagadnien z mechaniki
plynow wykazal Lars Eriksson. Do dnia dzisiejszego metoda interpolacji algebra-
icznej doczekata sie wielu modyfikacji i jest powszechnie stosowana we wszystkich
szanujacych sie aplikacjach metody elementu skonczonego.

3.3.1 Sformulowanie metody przy uzyciu sum logicznych

Istota TFI jest wyznaczenie jednokierunkowej interpolacji, w kazdym kierunku ob-
liczeniowego ukladu wspolrzednych, poprzez iloczyny tensorowe i ostatecznie su-
my logiczne (Boolean sum). Funkcje jednokierunkowej interpolacji sa kombinacja
liniowa znanych funkcji mieszanych oraz pochodnych z funkcji X(&, 7, () obliczo-
nej w zadanych wartosciach wspotrzednych obliczeniowych. Ogélne sformutowanie
jednokierunkowej interpolacji w trzech wymiarach jest nastepujace

Um0 =X X arg T

o S oEr
i X,

N R IX
W(En.¢) = 3000k —%%@
k=1 1=0

aﬁ n(gl)
ggﬁ = 52257171
o™ B (1)
87]77’71 = 5]}5mm

39



Systemy generacji strukturalnych siatek elementéow skonczonych

loczyny tensorowy funkcji U(€,n, (), V(&,n,() oraz W (&, n, () maja nastepu-
jaca postac
N R P alnX &7 7C
UW = WU = 303N an(enf(o) g ot

ML X IZRID
33 Y anap ™, )

M N Q@ R 9" X .
VW =WV =333 > 5" (n(¢) ag(l%:;’ o)

M N R Q P alnmX s
UVW = 330303 3 3 e (@ ko) S T e

Ostatecznie suma Boole’a trzech interpolacji jest

X(EnO)=UasVaW=U+V4+W-UV_-UW-VW + UVW

3.3.2 Sformulowanie rekurencyjne

Alternatywa dla sformutowania TFI poprzez uzycie sum Boole’a moze by¢ tréj-
krokowy algorytm rekurencyjny. Pierwszy krok wyraza jednorodna interpolacje w
jednym kierunku

& "X (&,
Xi(6.6) = 30 3 ar(e e
Drugi i trzeci krok sa nastepujace
M2 9" X (€, 0" X (€,
Xa(61:6) = Xole 01+ 3 30 i | Tt SXUE 1)

N R alX 81X2 N,
X(€1:€) = Xal€6) + 3 3oat(c) | PR t) O
k=1

=0
3.4 Praktyczne zastosowania TFI

3.4.1 Interpolacja liniowa

Najprostszym przyktadem TFI jest uzycie do interpolacji funkeji liniowych oraz
okreslenie wspélrzednych zbioru punktéw brzegowych na szesciu powierzchniach
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ograniczajacych (w zadaniu 3D) lub czterech krzywych (w przypadku 2D). Wspél-
czynniki P, Q), R, L, M, N wystepujace przy znakach sumy wynosza

P=Q=R=0 L=M=N=2

Liniowe funkcje spetniajace warunki stawiane funkcjom mieszanym maja postac

af(§) = 1-¢
aj(é) = ¢
A = 1-9
() = 7
7" = 1-¢
%) = ¢

Uwzgledniajac powyzsze otrzymujemy nastepujace wzory na funkcje U, V., W oraz
ich iloczyny tensorowe

U(&rns,¢x) = (1 =£&0)X(0,15, (k) + & X (1,07, Cx)
V&, (k) = (1—=17)X(&,0,Cx) +10X(&, 1, ()
W&, Cr) = (1= Cx)X(&,ns,0) + (e X (&m0, 1)
UW(¢,n5,Ck) = (1 —=£&0)(1 = (x)X(0,15,0) + (1 = &r)¢e X (0,15, 1) +

+&1(1 = ¢)X(1,75,0) + & ¢ X (1,15, 1)

UV(&nns,Cr) = (1 =&)(1 —ns)X(0,0,(x) + (1 = &)naX(0,1,Cx ) +
+&r(1 = ns)X(1,0,Cx ) + EmaX(1,1, (k)

VW (&,n5,Ck) = (L —=n)(1 = Cx)X(£7,0,0) + (1 —ny)Cx X(&7,1,0) +
+15(1 — )X (&r,0,1) + nyCe X(&r, 1, 1)

UVW(¢,ns,¢x) = (1 =&)L —ns)(1 = ¢x)X(0,0,0) + (1 = &r)(1 — ns)CxX(0,0,1) +

+(1 = &)y (1 — (x)X(0,1,0) + (1 — EnsCxX(0,1,1) +
+&r(1 —ns)(1 = ¢x)X(1,0,0) + (1 — ns)Cx X(1,0,1) +
+&ma(1 — () X(1,1,0) + EmayCre X(1,1,1)

gdzie

~ ~ e~

[=1,2,.,] J=12..] K=12..,K

Ostatecznie wspolrzedne wezléw siatki wyznaczamy z

X(ffv nJs, CK) = U(fIa nJs, CK) + V(fb n, CK) + W(fb n, Q«') - UW(fb n, Q«')
—-UV(&,n5.Ck) = VW (&, ¢k ) + UVW (&G, g, Crc)

Powyzszy wzor, pomimo swojej zlozonej struktury, posiada bardzo prosta inter-
pretacje geometryczna. Dla przypadku 3D interpretacje taka przedstawiono na
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rysunku 3.3. Rozpatrujac zadanie plaskie obserwujemy dalsze uproszczenie w wy-

niku ktorego macierze W, UW VW oraz UVW redukuja sie do zera. Graficzny

obraz

tego zjawiska przedstawiono na rysunku 3.4.

Jedna z mozliwych implementacji (Srodowisko MATLAB) metody TFI dla po-
wierzchni zostata przedstawiona ponize;

Generacja siatki przy uzyciu interpolacji algebraicznej (TFI)
jako wielomianéw interpolacyjnych uzyto funkcji liniowych

opracowat W.Gordon
programowal B.Btachowski

function [x,y,z] = f(x,y,2z)

n = length(x)-1 ;

ksi = 0:1/n:1 ; eta = ksi ;

ux=zeros(n+1) ; uy = ux ; uvx = ux ;

uvy = ux ; VX = ux ; vy = ux ;

ux = x(:,1)*(1-ksi) + x(:,n+1)*ksi ;

vx = (l-eta)’*x(1,:) + eta’*x(n+l,:) ;

uvx = x(1,1)*(1-ksi)’*(1-eta) + x(1,n+1)*(1-ksi) ’*eta + ...
x(n+1,1)*ksi’*(1-eta) + x(n+1,n+1)*ksi’*eta;

uy = y(:,1)*x(1-ksi) + y(:,n+1)*ksi ;

vy = (l-eta)’*y(1,:) + eta’*y(n+l,:) ;

uvy = y(1,1)*(1-ksi)’*(1-eta) + y(1,n+1)*(1-ksi) *eta + ...
y(n+1,1)*ksi’*(1-eta) + y(n+1l,n+1)*ksi’*eta;

uz = z(:,1)*(1-ksi) + z(:,n+1)*ksi ;

vz = (l-eta)’*z(1,:) + eta’*z(n+l,:) ;

uvz = z(1,1)*(1-ksi)’*(1l-eta) + z(1,n+1)*(1-ksi) *eta + ...
z{(n+1,1)*ksi’*(1-eta) + z(n+1,n+1)*ksi’*eta;

X = ux + VX - UvVX ;

y = uy + vy - uvy ;

zZ = uz + vz - uvz ;
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Rysunek 3.2: Liniowa TFI uklad wspotrzednych obliczeniowych(na gorze)
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Rysunek 3.3: Interpretacja geometryczna sum Boole’a
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Rysunek 3.4: Ptaska interpretacja sum Boole’a

Realizacja algorytmu liniowej TFI przy uzyciu powyzszego programu jest na-
stepujaca: wprowadzamy na wejsciu cztery krzywe, ktére reprezentowane sa przez
dyskretny zbior punktow, w wyniku dziatania funkcji uzyskujemy wspoltrzedne we-
ztéw siatki (znajdujace sie w macierzach x, y oraz z). Nastepnie w celu wyswietlenia
wynikow nalezy wywola¢ funkcje mesh(x,y,z).

3.4.2 Interpolacja Lagrange’a

(Gdy istnieje potrzeba uwzglednienia w procesie generacji siatki dodatkowych po-
wierzchni (krzywych) znajdujacych sie wewnatrz rozpatrywanego obszaru, nalezy
jako funkcje mieszane zastosowac¢ wielomiany Lagrange’a. W ogélnym przypadku
dla L dostarczonych powierzchni (krzywych) w kierunku & otrzymujemy

o Hf;l(f - fz)
(8= Hf;:é1(fz — &)
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Rysunek 3.5: Przykladowa siatka uzyskana za pomoca TFI

Woéwczas jednorodna interpolacja w obliczeniowym kierunku ¢ jest nastepujaca

Ulen.0) = Lol e = $ (X e

=1

Funkcja Lagrange’a tworzy wielomian stopnia [, — 1 przechodzacy przez L wska-
zanych punktéw i spelnia warunek of(&;) = ;. Oczywiste jest, ze jesli L = 2 to
wowcezas interpolacja Lagrange’a przechodzi w interpolacje liniowa.

3.4.3 Interpolacja Hermite’a

Bardzo czesto przy generowaniu siatki mozemy dostarczy¢ informacji na temat
normalnej do brzegu otaczajacego dany obszar. W takiej sytuacji nalezy zastoso-
wac interpolacje Hermite’a. Dla zilustrowania zagadnienia przedstawiono wzor na

funkcje U(&,n,¢) (L=2,P =1).
" X(&,n,

1 n=0 afn
0X (&1, m,
— ad(OX (6.0 + ai(f)% ¥

0X (&, 7,
b ad(OX (6 O) + a;@%

U(,n,¢) =

K3

2

46



“.m“.a,‘.ﬂ-- y
AT T ,
g atntaNe
O L
AN
4
Yz
77777

0
-0.2.)
15

47

Systemy generacji strukturalnych siatek elementéow skonczonych

Rysunek 3.6: Przestrzen obliczeniowa dla interpolaciji Lagrange’a z dodatkowymi

powierzchniami

Rysunek 3.7: Przestrzen fizyczna dla TFI Lagrange’a
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gdzie
al(§) = 280 -3¢ +1
ai(€) & -2 4¢
ay(é) = =26 43¢
a(§) = & -¢

3.5 Kontrola gestosci siatki

TFI przeksztalca prostokatny szescian obliczeniowy w fizyczna bryle z nieregular-
nymi ograniczeniami. Rownomierna siatka w przestrzeni obliczeniowej jest uzyski-
wana poprzez podzial, kazdego kierunku na réwne czesci. W czasie transformacji
dyskretny zbior punktéw jest nastepnie odpowiednio rozmieszczany w przestrzeni
fizycznej. Odstepy miedzy weztami siatki moga by¢ kontrolowane poprzez funkcje
mieszane. Jednak funkcje mieszane produkujace siatke dopasowana do brzegéw
moga generowac¢ niewlasciwe odstepy pomiedzy weztami siatki. Z tego powodu na-
lezy dostarczy¢ dodatkowych informacji dotyczacych obszaréw zageszczenia siatki.
W tym celu wprowadzamy dodatkowa przestrzen (u, v, w) posredniczaca pomiedzy
przestrzenia obliczeniowa (£, 7, (), a przestrzenia fizyczna (X, Y, 7).

U:f(fﬂ%o Uzg(fﬂ%o w:h(§7n7§)

Po zastosowaniu takich funkcji uzyskujemy, z réwnomiernej siatki na jednostko-
wym szescianie, nierownomierna siatke okreslona réowniez na jednostkowym sze-
Scianie, lecz w uktadzie kontrolnym. Wowczas funkcje mieszane staja sie funkcjami
zmiennej zaleznej

3.5.1 Pojedyncza funkcja wykladnicza
Pojedyncza funkcja wyktadnicza ma postac

et — 1

ed —1

Funkcja ta zostala dobrana tak, aby jej wartosci réwniez byly z zakresu [0,1].
Jedynym ograniczeniem narzuconym na te funkcje jest to, aby parametr A # 0.
Na rysunku 3.11 przedstawiono przebieg pojedynczej funkeji wykladniczej.

48



Systemy generacji strukturalnych siatek elementéow skonczonych

0
3]

S
Sara iy
WS aa

SV ‘

Ry
RIS S e
N2 2

‘ “#h"ﬁi\\\\\‘\ (

Rysunek 3.9: Przestrzen fizyczna interpolacji Hermite’a 1 wektory normalne do

powierzchni brzegowych
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Rysunek 3.10: Przestrzen obliczeniowa i odpowiadajaca jej przestrzen kontrolna

3.5.2 Podwdjna funkcja wykladnicza

Nastepna funkcja, ktora odwzorowuje zmienna niezalezna p, 0 < p < 1, w mo-
notonicznie rosnaca zmienna zalezna r, 0 < r < 1, jest bardziej elastyczna niz
pojedyncza funkcja wyktadnicza

Ag

eds — 1
T:AlA

etz — 1

Parametr A4 obliczamy z warunku réwnosci pochodnych w punkcie As. Jak mozna
zauwazy¢ z powyzszych zaleznosci podwdéjna funkcja wyktadnicza to sklejone dwie
pojedyncze funkcje wykltadnicze. W celu zdefiniowania tej funkcji nalezy podac
paramerty Ay, Ay, A3 a ostatni parametr A, nalezy obliczy¢. Podwdjna funkcja
wyktadnicza, w przeciwienstwie do pojedynczej funkcji wykltadniczej, umozliwia
zageszczenie siatki réwniez wewnatrz rozpatrywanego obszaru.
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Rysunek 3.11: Wykresy funkcji wyktadniczej dla réznych wartosei parametru A
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Rysunek 3.12: Wykres podwdjnej funkceji wyktadnicze;j
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Rozdzial 4

Eliptyczne systemy generacji

siatek

4.1 Wprowadzenie

Od momentu ukazania sie pionierskich prac Thompsona na temat eliptycznej me-
tody generacji siatek, wiadomo jest, ze uktady eliptycznych réwnan rézniczkowych
czastkowych drugiego rzedu produkuja najlepsze siatki zaréwno pod wzgledem
gladkosci jak 1 rozmieszczenia wezlow siatki. Eliptyczny system generacji siatek
stanowia quasi-liniowe rownania rézniczkowe czastkowe, znane jako rownania Po-
issona, oraz funkcje kontrolne. Poczatkowo Thompson i Warsi [12] zalecali uzywa-
nie systemu Poissona z okreslonymi bezposrednio funkcjami kontrolnymi, jednak
obecnie duzym powodzeniem cieszy sie metoda wyznaczania funkcji kontrolnych
przy transformacji z jednego ukladu wspolrzednych do drugiego. Transformacja
ta, zwana rowniez siatka kontrolna, jest odwzorowaniem weztow z przestrzeni ob-
liczeniowej do przestrzeni parametrycznej. Zmienne niezalezne w przestrzeni para-
metrycznej staja sie nastepnie funkcjami harmonicznymi w przestrzeni fizycznej.
Odwzorowanie z przestrzeni fizycznej do przestrzeni parametrycznej jest nazywane
odwzorowaniem harmonicznym. Odwzorowanie odwrotne do odwzorowania har-
monicznego uzyskuje sie poprzez rozwiazanie uktadu rownan Poissona z funkcjami
kontrolnymi okreslonymi na siatce kontrolnej. Numeryczne rozwiazanie systemu
Poissona otrzymujemy w procesie iteracyjnym po zastosowaniu metody Picarda
rozwiazywnia réwnan rézniczkowych czastkowych.

4.2 Podstawy matematyczne

Rozwazamy dowolnie zakrzywiony obszar D w dwuwymiarowe] przestrzeni we
wspélrzednych kartezjanskich (x,y). Zakladamy, ze obszar D jest ograniczony
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—> E2

> >
g = X

Przestrzen Przestrzen Przestrzen
obliczeniowa parametryczna fizyczna
(obszar DD

Rysunek 4.1: Catkowite odwzorowanie z przestrzeni obliczeniowej do przestrzeni
fizycznej

przez cztery krzywe E1,E2,E3 E4. Niech (E1,E2) oraz (E3,E4) beda dwoma pa-
rami przeciwleglych krawedzi (rys. 4.1). Odwzorowanie harmoniczne definiujemy
jako jednoznaczne odwzorowanie z obszaru D na jednostkowy kwadrat w taki spo-
sob, ze:

o krawedzie brzegowe D sa odwzorowane na krawedzie jednostkowego kwadra-
tu

e wierzcholki narozne z obszaru D przestrzeni fizycznej sa odwzorowane w
naroza kwadratu w przestrzeni parametryczne;j

e obie wspolrzedne odwzorowania sa funkcjami harmonicznymi we wnetrzu D.

Niech §: D — P bedzie odwzorowaniem harmonicznym, gdzie parametryczna
przestrzen P jest jednostkowym kwadratem w dwuwymiarowe] przestrzeni kar-
tezjanskiej § = (s,¢)T. Zakladamy, ze

o s =0 na brzegu E1 1 s = 1 na brzegu E2
o { =0 na brzegu E3 1 ¢ =1 na brzegu E4

Nastepnie problem wygenerowania siatki w przestrzeni fizycznej D moze by¢ zre-
dukowany do zagadnienia generacji siatki w przestrzeni parametrycznej P, ktéra
nastepnie moze by¢ odwzorowana na D, poprzez uzycie odwrotnego odwzorowania
harmonicznego #: P — D gdzie ¥ = (z,y)’. Dodatkowo, podobnie jak przy me-
todzie algebraicznej TFI, definiujemy przestrzen obliczeniowa €' jako jednostkowy
kwadrat w kartezjanskim uktadzie wspétrzednych E = (&,m)T. Siatka kontrolna
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jest zdefiniowana jako odwzorowanie jednorodnej siatki z przestrzeni obliczeniowe;j
C' na niejednorodna siatke w przestrzeni parametrycznej P. Konstrukcja siatki
kontrolnej §: C' — P oraz odwrotnego odwzorowania harmonicznego #: P — D
definiuje odwzorowanie
7 C—=D
ktore przeprowadza réwnomierna siatke C' na dowolnie zakrzywiona w obszarze D.
Koncowe odwzorowanie spelnia quasi-liniowy uktad réwnan Poissona z funkcjami
kontrolnymi. Sekretem kazdego dobrego algorytmu eliptycznej generacji siatki jest
wlasciwe dobranie funkeji kontrolnych co jest rownowazne z konstrukcja stosowne;j
siatki kontrolnej. Ponizej przedstawiono wyprowadzenie quasi-liniowego uktadu
rownan Poissona shuzacego do generacji siatki.
Cytujac za autorami pracy [12] wprowadzamy dwa kowariantne wektory bazowe

_ o _or
T o€ 7 o

i obliczamy kowariantny tensor metryczny jako iloczyn skalarowy wektorow kowa-

—

a1

—

_ - _—)
=Te 5, d =Ty

riantnych
U5 = <6276]> Z,] = 1,2

Nastepnie okreslamy dwa wektory kontrawariantne

a = VE = (fxvfy)T a = Vi = (nxvny)T
i kontrawariantny tensor metryczny

a’ = (d',d’) 1,7 =1,2
112
. — | 4 G gi=( ¢ ¢
ij ay1 o a2l 22
Nastepnie obliczamy wyznacznik kowariantnego tensora metrycznego
2 2
J = 11099 — Cl12

Rozwazmy teraz dowolna funkcje ¢ = ¢(&,n) zdefiniowana w obszarze D i oblicza-
my laplasjan tej funkcji

DG = Gty = {0 b+ Ja ) + (T + Ja,), )

Rozwazajac szczegdlne przypadki ¢ = €, ¢ = n otrzymujemy
1
= 5 {(Ja")e + (Ja¥), }

Ay = {(Ja)e + (Ja), )

A¢
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stad otrzymamy wyrazenie na laplasjan ¢

A¢ = a11¢££ + 2a12¢£77 + a22¢m7 + Alge + Ang,
Podstawiajac odpowiednio s it za ¢ otrzymujemy
As = allsgg + 2a125577 + a223m7 + Aése + Ans,
At = a'ltg + 20", + a**t,, + Alte + Ant,
Uzywajac tych réwnan 1 wykorzystujac fakt, ze s oraz ¢ sa harmoniczne w obszarze

D otrzymamy As = 0 1 At = 0 a stad znajdujemy wyrazenia na laplasjan dla ¢
oraz 1

( 25 ) = Gllﬁn + 2G12]312 + Cl22]322
n

gdzie

B = _p ( s ) B, — - ( se ) B, — - ( s )
139 &n nn

a macierz 1" zdefiniowano jako
S¢Sy
T =
( te 1y )

Szesc Wspélczynnikéw wystepujacych w wektorach Py = (PL, PA)T | Py =
(PL, PA)T oraz Pyy = (P, P%)T to wspomniane wezeéniej funkcje kontrolne.
Ostatecznie podstawiajac za ¢ wektor (x,y) otrzymamy

Af = allfgg —|— 2@121—/3&7 —|— azzfnn —|— Aff& —|— A?]fn

Uwzgledniajac rownanie na A¢ i An oraz warunek Az = 01 Ay = 0 otrzymamy
uktad réwnan Poissona

anfgg + 2“125&77 + amfm + (aHPll1 + 2a12P112 + a22P212):JZ"5
+ (a"'P4 4 2dVPE, 4 a* PR)E, = 0

Korzystajac z zaleznosci pomiedzy wektorami ko- 1 kontrawariantnym

C_i\1 = Clllc_l)l —|— a1262 62 = a1261 —|— a2262
a1 = ana + ajzd y = a126° + a20
zapiszemy
2 11 5 o 2 12 R 2 22 R
Jia = ax = (4, 7,) Jia = —ayy = (Te, 7)) J2a™ = ayy = (Te, 7¢)

Nastepnie mnozac uklad Poissona przez jakobian podniesiony do kwadratu uzy-
skujemy ostateczna posta¢ rownan dla eliptycznej metody generacji siatek

Clzgfgg — 2@122_;577 —|— allfnn —|— (a22P111 — 2@12P112 —|— aHPQlQ)fg

+ (azPf —2d" P + anPy)i, =0
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4.3 Iteracyjne sformulowanie metody

Whprowadzajac podzial w przestrzeni obliczeniowej na (N + 1) x (M 4+ 1) punktéw,
dyskretyzujemy zmienne £ oraz 1 jak nastepuje

£ = % n; = ]M i=0,..N j=0,...M
Nastepnie dyskretyzujemy krawedzie E1,E2,E3 oraz E4 umieszczajac informacje
o nich w macierzach x(i,j) i y(i,j). Kolejno konstruujemy siatke kontrolna s(i,j) i
t(i,j) oraz w kazdym punkcie wewnetrzym siatki obliczamy sze$¢ funkcji kontro-
Inych korzystajac z wzoréw rachunku réznicowego. Nastepnie w celu unikniecia
nieliniowosci formulujemy rozwiazanie uktadu rownan Poissona przez metode ite-
racyjna Picarda

k—1 =k k—1 =k k—1 =k k—1 =k k—1 =k
P :1;55—262 :1;577—|—R :1;7777—|—S :zjg—I—T :1;77:0
gdzie

Pk—l _ <f§_17f§_1> Qk—l _ <flg—17f§—1> Rk—l _ <f§_1,f§_1>

Sk—l — Pk—lplll o QQk_1P112 T Rk—1P212
Tk—l _ Pk—1P121 . QQk—IPIQQ T Rk—1P222

Dowdd twierdzenia Picarda znajduje sie w ksiazce [9].
Ponizej przedstawiono algorytm obliczania weztow siatki metoda eliptyczna:

o Krok 1. Obliczamy szes¢ funkcji kontrolnych poprzez réznice centralne poto-
zenia weztow siatki kontrolnej.

o Krok 2. Obliczamy poczatkowa siatke przez zastosowanie jednej z metod
algebraicznych. Wystarczy tu w zupetnosci liniowa interpolacja TFI, ponie-
waz jakos¢ poczatkowej siatki nie jest istotna. Koncowa siatka wygenerowa-
na przez rozwiazanie rownan Poissona nie zalezy od polozenia wezlow siatki
startowe;.

o Krok 3. Rozwiazanie quasi-liniowego ukladu Poissona przy uzyciu iteracji
Picarda. W ogdlnosci zalecane jest wykonanie okoto 10 iteracji.

4.4 Implementacja numeryczna
Obecnie zajmiemy sie dyskretyzacja i implementacja uzyskanego wezesniej uktadu
rownan rozniczkowych Poissona. Najpierw jednak wprowadzimy niezbedne pod-

stawy rachunku réznicowego, a nastepnie wyprowadzimy iteracyjne wzory na ob-
liczenie wspotrzednych weztéw siatki typu eliptycznego.
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Y

/\
w(x)
il Y i
X
X X, X -
-1 7 i+1
AXx

Rysunek 4.2: Funkcja w w postaci ciaglej w(x) i dyskretnej w(a;)

Jak powszechnie wiadomo, podstawowa idea metody réznic skonczonych jest
zastapienie réwnan rozniczkowych przez odpowiednie rownania algebraiczne zwane
rownaniami réznicowymi. W tym celu wprowadza sie nastepujace pojecia:

e roznica lewostronna
e roznica prawostronna
e roznica centralna
I tak, réznice lewostronna w punkcie 7 obliczamy jako

Aw g W — Wi
Az N Az

7

Aw r Wiy — W,
Az N Az

7

Aw) — wip — wing
Az i_ 2Ax

Interpretacje geometryczna réznic skonczonych przedstawiono na rysunku 4.2.
Réznice skonczona dowolnego rzedu lewostronna, prawostronna jak i centralna

roznica prawostronna to

oraz réznica centralna
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obliczymy z nastepujacych zaleznosci rekurencyjnych
Ao\ " 1 ALy ALy
Azm | Az |\ Agnt : Agrn=t ).
5 - =[5, (5]
Azm | Az |\ Axn—t i1 Agr=t |
AMw\ 1 AT\ AT\
Azm | Az |\ Agnt : Agr=t |
AMwl 1 A\ N A\ "
Axn Z._ 2 |\ Aam /. Azm |

Majac tak przygotowane wzory okreslamy pochodne funkeji w(x) jako

dw(x;) N &
dr - Ax :

d*w(z;) A%w )
dwz ~ (sz i ltd

dlan =2K

dlan=2K +1

Stosujac powyzsze zalozenia otrzymujemy wzor na pierwsza pochodna dla funkeji

x(&,m)

a_l' i1y — Ti-1y

ot~ 2AE
oraz

a_l' o Lij+1 — Tij—1

an 2An

sa to wprowadzone wczesnie] réznice centralne, gdzie A¢ oraz An to odpowied-

nio odleglosci pomiedzy liniami siatki w przestrzeni obliczeniowej £, 1. Kolejno

korzystamy ze wzoru na druga pochodna czastkowa w kierunku ¢ oraz n

dD*x(&,m) o Tip1y — 2@+ T

o2 Ag2
Pa(En) | wigp = 20+ w0
on? - An?

I wreszcie na druga pochodna mieszana

5251?(5777) o L1411 — Tig1, -1 — Ti-1,5+1 + Tii1,-1
0én AAEAD
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Nastepnie rownania Poissona
PZee —2Q%e, + RT,, + ST + 17, =0

dyskretyzujemy i przyjmujac rozstaw siatki w przestrzeni obliczeniowej réwny jed-
nosci (A = An = 1) otrzymujemy

Tig1 41 — Tit1,j—1 — Tim1 41 T Tim1j-1
Plxipr; — 2w + wim1j) — 2Q ( 1 +

irs P — X514 Ti 4 — X -
_|_R(x2.7],+1 _ me + l'i,j—l) + 8 (%) +T (%) =0
Przenoszac x;; na druga strone otrzymujemy gotowe do zastosowania wzory ite-
racyjne dla strukturalnych siatek typu eliptycznego.
Lig

1
mpp(l'iﬂ,j +@ic1;) — Q(Tig1 j41 — Tig1,j-1 — Timt 41 + Tim1j—1)

+ 2R(xi 501+ xijo) + S(@ipry — wicay) F T (o1 — Tijo1)]

Szczegotowy opis numerycznego rozwiazywania rownan rozniczkowych czastko-
wych typu eliptycznego mozna znalez¢ w klasycznym juz podreczniku do metod
numerycznych [4].

Ponizej zamieszczono funkcje realizujaca algorytm Picarda w srodowisku MA-

TLAB.

h Iteracyjne rozwiazanie réwnan Poissona
h z zastosowaniem funkcji kontrolnych

/

h opracowat J.F.Thompson

h programowal B.Blachowski

function [x,y] = f(x,y,iteracja)

for Picard = 1l:iteracja
for i = 2: length(x)-1
for j = 2: length(x)-1

xk
vk

0.5%(x(i+1,j)-x(i-1,3)) ; =xn
0.5%(y(i+1,j)-y(i-1,3)) ; yn

0.5%(x(1,j+1)-x(1,j-1)) ;
0.5%(y(i,j+1)-y(i,j-1)) ;

gll = xk™2+yk~2 ;
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gl2
g22

xk*xn+yk*yn ;

xn"2+yn”"2 ;

x(1,j) = 1/(4*x( gi1 + g22 )) *(
2xg22% ( x(i+1,3) + x(i-1,3) ) +
2xg11*x( x(i,j+1) + x(i,j-1) ) -
gl2*x ( x(i+1,j+1) - x(i+1,j-1) + x(i-1,j-1) - x(i-1,j+1) )
)

y(i,j) = 1/(4*x( gl1 + g22 )) *(
2%g22% ( y(i+1,3) + y(i-1,3) ) +
2xg11x( y(i,j+1) + y(i,j-1) ) -
gl2*x ( y(i+1,j+1) - y(i+1,j-1) + y(i-1,j-1) - y(i-1,j+1) )
)

end
end
end

4.5 Podstawowe konstrukcje siatek eliptycznych

4.5.1 Siatki harmoniczne uzyskane metoda Picarda

Najprostszym przyktadem siatki kontrolnej jest odwzorowanie tozsamosciowe s =
£, t = n. Wowczas wszystkie funkcje kontrolne sa tozsamosciowo rowne zero i
system generacji siatek Poissona redukuje sie do

Uoolee — 2@121’@7 + U411y = 0

co jest rownowazne z A¢ = 0 1 Anp = 0. Siatki uzyskiwane poprzez powyzsze
zaleznosci zwane sa siatkami Laplace’a lub harmonicznymi i byly poczatkowo
wprowadzone przez Winslowa [13]. Operator Laplace’a pojawiajacy sie w tych
rownaniach generuje siatki réwnomiernie rozmieszczone wewnatrz obszaru. 7 tego
powodu siatka Laplace’a jest do zaakceptowania tylko wowczas, gdy punkty na
brzegu sa rowniez rozmieszczone réwnomiernie.

4.5.2 Siatki harmoniczne uzyskane poprzez minimalizacje
funkcjonalu harmonicznego

Alternatywna metode generacji siatki bazujacej na odwzorowaniach harmonicz-
nych zaprezentowal w swoich pracach [6],[7] Sergey Ivanenko. Podstawowym za-
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gadnieniem jakie rozwazal byto znalezienie warunkow dyskretnego odwzorowania
w celu uzyskania siatki niezdegenerowanej. Wykazat on, ze w celu zapewnienia wy-
puktosci wszystkim pojedynczym komodrkom ptlaskiej siatki jakobian przeksztatce-
nia musi by¢ wiekszy od zera. Spelnienie tego warunku jest gwarantem uzyskania
siatek niezdegenerownaych. Oznacza to, ze jezeli wszystkie komorki siatki sa wy-
pukte to zaden wezel siatki nie opusci wnetrza konturu oraz wezty takiej siatki nie
beda sie wzajmnie na siebie naktadac.

Do rozwiazania tego problemu Ivanenko uzyt metody polegajacej na bezpo-
sredniej minimalizacji dyskretnego odpowiednika funkcjonatlu harmonicznego.

Ptlaskie siatki niezdegenerowane

Wezly strukturalnej siatki tacza sie pomiedzy soba na zasadzie sasiednich indek-
sow. Typowym przykladem strukturalnej siatki jest krzywoliniowa siatka wspol-
rzednych np.biegunowych, utworzona przez odwzorowanie jednostkowego kwadra-
tu w krzywoliniowe wspétrzedne fizyczne. Warunkiem niezdegenerowania siatki
jest to, aby jakobian przeksztalcenia byl wiekszy od zera.

Twierdzenie 1 Jezeli gladkie odwzorowanie jednego obszaru w drugi, jednoznancz-
ne pomiedzy brzegami tego obszaru, posiada dodatni jakobian nie tylko wewnqtrz
tego obszaru, ale rowniez na brzegach, wowczas takie odwzorowanie jest jednoznacz-
ne na calym obszarze.

Dowdd tego twierdzenia zamieszczono w pracy [1]. Krzywoliniowy uktad wspol-
rzednych nie bedzie zdegenerowany jezeli jakobian odwzorowania x(&,n)  y(&,n)
jest dodatni:

J = weyy — xpye 0<éE<T 0Kl
Tym samym widzimy, ze problem skonstruowania krzywoliniowych wspotrzednych
w pewnym obszarze jest problemem znalezienia gltadkiego odwzorowania jednost-
kowego kwadratu do wnetrza tego obszaru, tak aby jakobian takiego przeksztatce-
nia przyjmowal wartosci dodatnie.

Dyskretna interpretacja jakobianu

Niech (x,y);; oznaczaja wspolrzedne weztéw siatki. Nastepnie konstruujemy od-
wzorowanie kwadratu (rys.4.3) 1,2,3,4 na plaszczyznie £, w czworobok na plasz-

czyznie x,y utworzony przez wezly (z,y)i; (,¥)ivr; (2, 9)ijr1 (T,Y)ir141-
Kazdy wierzcholek jest przypisany do odpowiedniego trojkata: wierzcholek 1 do
Ay, wierzcholek 2 do Ajq3 itd. Podwojone pole tych trojkatow J, bk =1,2.3,4
wyglada nastepujaco

Jio= (ma—w)(y2 =) — (g —yn)(ee — 1) =

= (21 — i) Wiger — Vi) — Yirrs — Yo ) (@ijen — @)
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n Y !
/N /N

c 3

1 4

> >

Rysunek 4.3: Interpretacja geometryczna dyskretnej postaci jakobianu

Oznaczmy teraz odwzorowanie 2" (&, 1), y" (€, 1) jako nastepujace funkcje okreslone
wewnatrz kwadratu 1,234 1 <E<i+ 1,5 <n<j+1).
e"(En) = w (g — @) (E =)+ (z — @) (n — ) +
+ (ra—xg— s+ )€ —i)(n—7)
yh(f,n) = i+ Wa—y)€ =)+ —y)n—Jj)+
+ (s —ya— 2 +y)(§—i)(n—Jj)
Widac¢ stad, ze kwadrat 1,2,3,4 jest liniowo przeksztatcany w odpowiedni czworo-

bok. Poniewaz transformacja (&, 1), y" (€, 1) jest ciagla na brzegach sprawdzamy
warunek jednoznaczonsci przeksztaltcenia

—xi+ A=) w2 —x+ A~

Jh = eyt gty = det [ 4T . .

¢ T Ende yi—yi+ B —J) y2—yi+ B¢ i)
gdzie A = x5 — x4 — x9+ 21, B = y3 — y4 — y2 + y1. Widac stad, ze jakobian jest
liniowy, poniewaz wspétczynniki przed cztonem £n sa rowne zeru. W konsekwencji

jezeli J* > 0 we wszystkich wierzcholkach kwadratu, to Zaden z nich nie znika
wewnatrz kwadratu. W wierzchotku 1 (£ =4, = j) jakobian wynosi

Jh=(zs—21)(y2 — 1) — (ya — y1)(22 — 21)
ijest to podwojone pole trojkata Ayo. Z powyzszego wynikaja nastepujace warunki
dodatnosci jakobianu

[Jk]i+1/27]‘+1/2>0 k‘:172,3,4 Zzl,,l*—l ]:1,,]*—1

gdzie Jp = (k-1 — 1) (Yr41 — &) — (Yo—1 — Yk)(Tpp1 — xx) 1 jezeli k = 1 to za
k — 1 wstawiamy 4, natomiast jezeli k =4 to k4 1 = 1. Jezeli powyzsze warunki
sa spelnione, to wéwczas wszystkie komorki otrzymanej siatki sa czworobokami
wypuklymi.
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Adaptacyjne siatki harmoniczne

Jak wspomniano wczedniej problem znalezienia odpowiedniej siatki sprowadza sie
do minimalizacji funkcjonatu harmonicznego, ktory mozemy zapisaé jako

[:/ retyite
VEE+ D@2 + 1) — (wer, + yey )

dédn

Nastepnie nalezy okresli¢ réwnanie FEulera dla tego funkcjonatu [7]. Ostatecznie po
dyskretyzacji réwnania Eulera uzyskujemy nastepujace zaleznosci iteracyjne

R [L()]is U [L(y))is
(AP T AR PP T

X

gdzie

a=ayty;  B=wer,tyeyn 7=ty
L(z) = azge — 2Bxey + Y25y = 0
L(y) = ayee — 28Yen + 1Yny = 0
<<l 7- najczescie] 0.5

Numeryczna implementacja generacji adaptacyjnej siatki harmonicznej moze
wyglada¢ nastepujaco

h Iteracyjne rozwiazanie roéwnain Laplace’a
h przez dyskretyzacje funkcjonaiu Dirichleta
/

% opracowat S.Invanenko

h programowal B.Blachowski

/

function [x,y] = f(x,y,iteracja)

for Picard = 1l:iteracja
for i = 2: length(x)-1
for j = 2: length(x)-1

xk
vk

0.5%(x(i+1,j)-x(i-1,3)) ; xn=0.5%(x(1,j+1)-x(1,j-1)) ;
0.5%(y(i+1,j)-y(i-1,3)) ; yn=0.5x(y(i,j+1)-y(i,j-1)) ;

xkk = x(i+1,3)-2*x(1i,j)+x(i-1,3) ;
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[ [ ] ] ]
/

Rysunek 4.4: Poréwnanie metod TFI(siatka na gérze) i PDF(na dole)
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xkn = 0.25*%(x(i+1,j+1)-x(i+1,j-1)-x(i-1,j+D)+x(i-1,5-1)) ;
xnn = x(1,j+1)-2*x(1,j)+x(1,j-1) ;

ykk = y(i+1,3j)-2*y(i,)+y(i-1,3) ;
ykn = 0.25*%(y(i+1,j+1)-y(i+1,j-1)-y(i-1,j+D+y(i-1,5-1)) ;
yan = y(i,j+1)-2xy(1,j)+y(i,j-1) ;

©

'_I
ae}

=
)
|

= xn"2+yn"2 ;
xk*xn+yk*yn ;
gamma = xk"2+yk"2 ;

[en
[0}
ct
)
1]

Lx = alpha*xkk - 2*beta*xkn + gamma*xnn ;

I
<
|

= alpha*ykk - 2*beta*ykn + gamma*ynn ;

x(1,j) = x(i,3) + 0.5%Lx/(2*alpha+2*gamma) ;
y(i,3) = y(i,j) + 0.5%Ly/(2*alpha+2*gamma) ;

end
end
end

4.5.3 Siatki bazujace na dlugosci tuku

Kolejnym przyktadem siatek kontrolnych sa siatki bazujace na dtugosci tuku. Za
ich pomoca uzyskujemy siatki zaréwno dobrze dopasowane do brzegu jak i z wla-
sciwym rozmieszczeniem punktow wewnetrzych. Odwzorowanie kontrolne bazujace
na dlugosci tuku definiujemy jako uktad dwoch rownan algebraicznych

s = sp (1 —1)+sp, ()1
t o= 15l —s)+tg(n)s

gdzie

czyli
o s =0 na brzegu E1 1 s = 1 na brzegu E2
o s jest znormalizowana dlugoscia tuku na brzegach E3 1 E4

o { =0 na brzegu E3 1 ¢ =1 na brzegu E4
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o t jest znormalizowana dlugoscia tuku na brzegach E1 1 E2

Dyskretyzujac zagadnienie wprowadzamy miare odleglosci miedzy punktami na
brzegu

doj = |Zoj — Toj1l| dnj=Zn;—Tnyul| j=1.....M
dio = ||Zi0 — Tic1ol] diyg = ||Ts0 — Zicam]] i=1,..., N

Sumujac odpowiednie dtugosci odcinkéw otrzymamy dlugosc calego brzegu
M M N N
Lg, =) do; Lg, =) dy, Lg, =) dip  Lp, =Y din
j=1 j=1 i=1 i=1
A nastepnie znormalizowane dlugosci tuku

doj=do;/Lp, dn;=dn;/Lle, j=1,....,M
dio=dio/Lg, diny=dim/Lp, 1=1,...,N

Ostatecznie kolejno wyznaczamy s oraz t na brzegach przestrzeni parametryczne;j

807]‘:0 SNJ:l jzl,...,M
tio=0 tiy=1 i=1,....N

I punkty wewnetrzne jako rozwiazanie uktadu réwnan

sij = Sio(l —ti;) + simti
tij = to (1 — sij) +tn;si; (i,))e(1...N—=1,1...M —1)

4.5.4 Siatki brzegowo ortogonalne

Ostatnim z rozwazanych tutaj rodzajem siatek kontrolnych sa siatki ortogonalne
na brzegach. W przypadku takich siatek nie wystarcza juz podanie tylko warun-
ku brzegowego typu Dirichleta (czyli okreslenie wartoéci wspolrzednych weztéw
brzegowych), musimy dodatkowo dostarczy¢ informacji o wektorach normalnej do
brzegu (warunek brzegowy Neumanna). Ponizsze zaleznosci :

o s =0 na brzegu E1 1 s = 1 na brzegu E2
e 0s/0n wzdhuz krawedzi E3 1 E4

o { =0 na brzegu E3 1 ¢ =1 na brzegu E4
e 0t/0n wzdluz E1 i E2
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oraz dwa réwnania Laplace’a As = 0 1 At = 0 okreslaja problem brzegowy dla
siatek ortogonalnych na brzegach.
Podobnie jak poprzednio wprowadzamy oznaczenia

s(0,n) =0 s(1,n) =1 s(£,0) =s3,(6) s(£1) = s5,()
1&0) =0 &1 =1 H0,n) =1p () (1,n)=tg,()

a nastepnie odwzorowanie kontrolne zdefniujemy jako

s = sp (&) Ho(t) + s, (E)Hi(1)
t =t (nHo(s) + tg,(n)Hi(s)

gdzie
Ho(s) = (1 —2s)(1 — s)? Hi(s) = (3 —2s)s’ 0<s<1

Na koniec warto odnotowac jak wazna role petnia siatki brzegowo ortogonalne
zwlaszcza w metodach generacji siatek typu wieloblokowego. Jak latwo zauwa-
zy¢, obiekty o zlozone] geometrii nie zawsze mozna opisa¢ przy uzyciu czterech
krzywych, wowczas nalezy podzieli¢ rozpatrywane zadanie na kilka tzn. blokow
1 generowac siatke dla kazdego bloku oddzielnie. Siatki ortogonalne na brzegach
zapewniaja wtedy gltadkie przejscie, uzyskanej w ten sposob kompozytowej siatki,
pomiedzy sasiednimi blokami.
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